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I. 

Heber  Newton’s  Methode  zur  Beschreibung  eines 
Kegelschnitts,  welcher  durch  vier  gegebene  Punkte 
geht  und  eine  der  Lage  nach  gegebene  gerade 

Linie  berührt. 

Von 

Johann  August  Grunert. 


In  dem  unsterblichen  Werke,  in  welchem  Newton  uns  die  Grund- 
lagen des  Weltsystems  aufgedeckt  hat,  ist  vou  demselben  auch  der 
Beschreibung  von  Kegelschnitten,  welche  durch  gegebene  Punkte  gehen 
und  der  Lage  nach  gegebene  gerade  Linien  berühren,  besondere  Auf- 
merksamkeit gewidmet  worden,  und  ich  beabsichtige,  in  oiner  Reihe 
von  Abhandlungen  dio  Leser  dieser  Zeitschrift  mit  den  von  Newton 
zur  Lösung  der  betreffenden  Aufgaben  gegebenen  schönen  Coustruc- 
tionen,  welchen,  wie  es  mir  scheint,  bisher  bei  Weitem  nicht  Beach- 
tung genug  geschenkt  worden  ist,  näher  bekannt  zu  machen. 

Zuerst  wird  sich  die  vorliegende  Abhandlung  mit  der  Beschrei- 
bung eines  Kegelschnitts  beschäftigen,  welcher  durch  vier  gegebene 
Puukte  gehen  und  eine  der  Lage  nach  gegebene  gerade  Linie  be- 
rühren soll. 

In  seiner  Bearbeitung  der  Salmon’schen  Analytischen 
Geometrie  der  Kegelschnitte.  (Leipzig.  1860.).  S.  588. 
sagt  Herr  W.  Fiedler  vou  dieser  Aufgabe:  „Vier  Punkte  und 
eine  Tangente.  Wir  haben  eine  Methode  zur  Auflösung  dieser 
Aufgabe  bereits  im  Art.  410  bezeichnet  und  erinnern,  dass  der  Be- 
rührungspunkt der  gegebenen  Tangente,  dessen  Bestimmung  die  Auf- 
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gäbe  lösen  würde*),  Brennpunkt  einer  Involution  ist,  welche  von 
Gegenseitenpaareu  des  gegebenen  Vierecks  iu  ihr  bestimmt  wird. 
Die  Aufgabe  hat  zwei  Auflösungen,  eine  Coustruction  durch  lineare 
Operationen  allein  ist  nicht  zu  .erwarteu.“  **)  Ich  gestehe,  dass 
mir  diese  letztere  Bemerkung  nicht  recht  verständlich  ist  und  etwas 
voreilig  oder  unüberlegt  zu  sein  scheint.  Verstehe  ich  aber  dieselbe 
recht,  so  muss  ich  — jede  Aufklärung  übrigens  gern  acceptircud  — 
aunehmen,  dass  Herr  Fiedler  von  New  ton’ s berühmtem  und 
wahrhaft  unsterblichem  Werke,  als  er  obige  Bemerkung  uiedersekrieb, 
gar  keine  nähere  Kenntniss  gehabt  hat.  Denn  die  von  Newton  ge- 
gebene Construction  nimmt  in  der  Tat  nur  lineare  Operationen  in 
Anspruch,  wenigstens  solche,  von  denen  bei  Lösungen 
von  Aufgaben  über  die  Beschreibung  von  gewissen  Be- 
dingungen entsprechenden  Kegelschnitten,  die  keine 
organischen  sind,  überhaupt  nur  die  Rede  sein  kann. 

Ob  ferner,  wenn  Herr  Fiedler  am  obigen  Orte  sagt:  „Die 
Aufgabe  hat  zwei  Auflösungen“,  damit  gesagt  sein  soll,  dass 
die  Aufgabe  immer  wirklich  zwei  Auflösungen  zulasse,  muss  ich  da- 
hin gestellt  seiu  lassen,  glaube  aber  — indem  ich  auf  meine  vorher- 
gehende Abhandlung  verweise  — dass  wenigstens  eine  vorsichti- 
gere Ausdrucksweisc  wohl  anzuraten  gewesen  sein  möchte. 


§.  1. 

Ich  will  in  diesem  Paragraphen  zuerst  einen  übrigens  schon  be- 
kannten allgemeinen  Satz  von  den  Kegelschnitten  analytisch  in  völli- 
ger Allgemeinheit  beweisen,  der  zwar  zu  der  Aufgabe,  mit  der  wir 
uns  hier  beschäftigen  wollen,  nicht  in  unmittelbarer  Beziehung  steht, 
der  aber  von  den  Commentatorcn  des  berühmten  Newton’schen  Werks 
bei  dem  Beweise  oines  anderen  merkwürdigen  Satzes  von  den  Kegel- 
schnitten, auf  dem  die  Auflösung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe 
vorzüglich  beruhet,  in  Anwendung  gebracht  worden  ist,  in  einer  Weise 
jedoch,  die  mir  weitläufig  und  selbst  nicht  allgemein  genug  zu  sein 
scheint,  weshalb  ich  auch  im  Folgenden  von  dieser  Beweisführung 
keinen  Gebrauch  gemacht  habe. 


*)  natürlich. 

**)  In  der  zweiten  Ausgabe  (Leipzig.  1866.  S.  574.)  des  genannten  Werks 
lauten  diese  letzteren,  hier  durch  grössere  Schrift  ausgezeichneten  Worte,  auf 
die  es  hier  allein  ankommt,  in  wenig  anderer  Fassung  wio  folgt:  „Weil 
zwei  Auflösungen  dem  Problem  entsprechen,  so  kann  eine 
lineare  Construction  für  dasselbe  nicht  erwartet  werden.“ 
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Die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

sei ; 

Az*+Bi,*+2Cxy+  2Dx+2Ey  + F = 0. 

Ein  beliebiger  Punkt  sei  (fg).  Setzt  man: 

*■=/+(*— /)»  y^g+iy— u)\ 
so  wird  die  Gleichung  des  Kegelschnitts: 

A \f+(x-fiY *+  B\g  + (y -g)} *+2C{/+  (x -/)}  \g  + (y -g)\ 

H-2 />{/■+ (*-/)|  + 2 E\g  + (y-g)\  + F - 0, 

und  folglich,  wenn  man  der  Kürze  wegen: 

51  = A, 

58  = 2*, 

<£=  C, 

3)  — il/+  A 

@ 

8 = Af*+Bg*+2Cfy+2Df+2Eg+F 

setzt : 

5lfc— /)2+93(y— #)2+2(£(a;— /)(y— ; *)+2S)(«— •; f)+2&(y— fir)+S  = 0. 

Durch  den  Punkt  {fg ) lege  man  eine  beliebige  Gerade  [1],  deren 
Gleichung 

y—g  — G{x—f) 

sein  mag,  und  bezeichne  deren  Durchschnittspunkte  *)  mit  dom  Kegel- 
schnitte durch  (AF),  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Coordinatcn 
Ar,  Y die  Gleichungen: 

Y—g-  G{X — /), 

5i(X-/)2  + »(  F-  g)*+ 2<£( X—f)  ( Y-  g) 

-|-25)(A— /)-}-2(5(F — <7)  +8  = o, 
woraus  sich  die  Gleichung: 

(51 + 2dG + 53  G2)  ( X— fY  + 2(®  + ®G)  ( X — f)  ■+-  $ = 0, 

also  offenbar,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

S+gg  „ » 

~ «+2&g+sgs'  ~ si-j-2EG+aö* 

setzt: 


*)  Es  wird  angenommen,  dass  die  Gerade  den  Kegelschnitt  schneide,  was 
hier  auch  in  Bezug  auf  Einiges  im  Folgenden  bemerkt  wird. 

1* 
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Grüner t:  Ueber  Newton' s Methode 


x—f=  m±YW^n, 
y— a=  g(m+Vm*—1s) 

ergiebt. 

Durch  einen  zweiten  Punkt  (frgf)  lege  man  eine  zweite  der 
ersten  Geraden  [1]  parallele  Gerade  [2],  deren  Gleichung 

y-g'  = G(x-ff) 

sein  mag,  und  bezeichne  deren  Durchschnittspunkte  mit  dem  Kegel- 
schnitte durch  (X'Y'),  so  ist  ganz  wie  vorher,  wenn  man 

r = A, 

$8'  - B , 
tt'  - C, 

W~Af'+D, 

6'  - Bg’+E, 

= Af*  + Bg'*+2Cf,g'+2Df'+2Eg,+  F 


und 


Mf  = — 


Nf  = 


setzt: 


»'+2rG!  + »7ö5,  XV  ""  SC,+  2C#Ö+®#G!* 

X’ — /'  = M’± y'ÄT*+Ni, 

Yr — g'  = G(M'±Ym'*-\-N'). 

Nun  lege  man  durch  die  Punkte  ( fg ) und  ( fg ')  eine  dritte  Ge- 
rade [3],  deren  Gleichung,  wenn  wir 


Gi  = 


setzen : 


g—g 

f—f1 


y — g q1  (x—f)  oder  y—g'^G^x—f’) 


ist.  Bezeichnet  man  die  Durchschnittspunkte  dieser  dritten  Geraden 
[3]  mit  dem  Kegelschnitte  durch  (JT,  V,),  so  ist,  wenn  wir 


Mt  =- 


„ 3 

1 ~ 6’, 2 


und 


SVl\  — Ü)f'_L 


«'+2  VQt+tyGf 


5' 


setzen,  ganz  wie  vorher: 

X I -/  = Mt  ± 

y,-g  = G,(Mt  ±Ym7- n,) 

und 


zur  Beschreibung  eines  Kegelschnitts  etc. 
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X,—f  = Mt’  ±Ym7*—  Nt\ 

Yt-a'  = 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernungen  des  Punktes  ( fg ) von  den 
Durch schnittspunktcn  der  durch  diesen  Punkt  gelegten  Geraden  [1] 
mit  dem  Kegelschnitte  durch  P,  Q;  feruer  die  Entfernungen  des  Punk- 
tes (/V)  von  den  Durchschnittspunkten  der  durch  diesen  Punkt 
parallel  mit  der  Geraden  [1]  gelegten  Geraden  [2]  mit  dem  Kegel- 
schnitte durch  P Q! ; so  ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 

P*Qr  = (1  + G2)2N2,  Pf2Q'2  = (1  + G2)2N'2. 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Entfernungen  des  Punktes  {fg)  von 
den  Durchschnittspunkten  der  Geraden  [3]  mit  dem  Kegelschnitte 
durch  Qi ; die  Entfernungen  des  Punktes  (/V)  von  denselben 
Durchschnittspunkten  durch  Pf,  Qf\  so  ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 

PfQf  = Pf2Qf2  = (l+GWNf2. 

Hiernach  ist  also: 


P2Q2  N*  PfQf  Nf 

P'*Q'2  = N’2  ’ Pf2Qf2  ~ Nf2' 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen,  weil 


also: 

ist: 


folglich : 


21  = W = a, 
23  = 58  '=P, 
(S  = (£'  = 6'; 


— «'+2<S'0  + ®'G* 


jV 

iV' 


3 

W 


und 


s 


JV2  iVj2  $2 
2V'2  ~ Nf2  “ g'2* 


und  daher  nach  dem  Obigen: 


also: 


r2Q2 

P,2Q!2 


J\% i*  _ 5* 
P\  *Qi*  ~~ 


p_Q_  __  AQi 
p7Q'  p/g/ 


val.  abs. 
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folglich  nach  dem  Obigen: 


PQ  _ P,Ql  . . Ap  +Bg‘  +2Qfg  +2D/  +2 Eg  +F 

P’Q’  P,'Qi’  = .-I/'2  + Bp  + 2Ey'  -f  F ' 
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Grunert:  Ueber  Netoton’s  Methode 


Also  ist  stets: 

PQjP'Q'-PjQijP/Qi', 

was  auf  den  folgenden,  übrigens  längst  bekannten  Satz  führt: 

Wenn  zwei  parallele  Sehnen  eines  Kegelschnitts 
von  einer  dritten  Sehne  desselben  geschnitten  werden, 
so  sind  die  Producte  der  Entfernungen  der  Durch- 
schnittspunkte dioser  dritten  Sehne  mit  den  beiden 
ersten  einander  parallelen  Sehnen  von  den  entspre- 
chenden Durchschnittspunkten  der  letzteren  mit  dem 
Kegelschnitte  proportional  den  Producten  der  ent- 
sprechenden Entfernungen  der  Durchs  chuittspunkte 
der  beiden  parallelen  Sehnen  mit  der  dritten  dieselben 
schneidenden  Sehne  von  den  Durchschnittspunkten  der 
letzteren  mit  dem  Kegelschnitte. 

In  Fig.  I.,  wo  die  Gerade  MN  den  Kegelschnitt  in  den  Punkten 
A und  A'  schneidet,  ist  also: 

AD.  A'B  :AC.ArC=  DB '. BD” : CC'.  CC 

Lässt  man  nun,  wie  in  Fig.  II.,  die  in  Fig.  I.  den  Kegelschnitt 
in  den  Punkten  A und  A'  schneidende  Gerade  MN  in  eine  denselben 
Berührende  übergehen,  so  fallen  die  Punkte  A und  A‘  zusammen, 
und  die  obige  Proportion  geht  in  dio  Proportion 

ÄB*:ÄC 2 = BB,.BB":CC,.CC” 

über. 

Aus  diesen  Sätzen  haben,  wie  schon  oben  bemerkt,  die  Commcn- 
tatoren  der  Newton’schen  Principien  einen  anderen  Satz  abgeleitet, 
auf  den  es  bei  der  Beschreibung  eines  Kegelschnitts,  der  durch  vior 
gegebene  Punkte  geht  und  eine  der  Lage  nach  gegebene  Gerade  be- 
rührt, eigentlich  ankomrat.  Da  mir  aber  diese  Ableitung,  wie  gleich- 
falls schon  erinnert,  etwas  weitläufig  und  nicht  allgemein  genug  zu 
sein  scheint,  so  habe  ich  cs  vorgezogen,  im  folgenden  Paragraphen 
für  den  in  Rede  stehenden  Satz  einen  selbstständigen  analytischen 
Beweis  zu  geben. 


§.  2. 

Dio  allgemeine  Gleichung  efhes  Kegelschnitts  zwischen  recht- 
winkligen Coordinaten  sei: 

Ax2-f~  By2  -\-2Cxy-\-2Dx-\-2Ey-\-F  = 0. 

Ist  nun  (£rj)  ein  beliebiger  Punkt  dieses  Kegelschnitts,  so  ist 
bekanntlich  die  Gleichung  der  Berührenden  desselben  in  diesem  Punkte: 
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zur  Beschreibung  eines  Kegelschnitts  etc. 


(Ai  + Cti+D)x+(Bi!+Cl+E)y+Di  + Eri+F-=0. 

Denken  wir  nns  nun  aber  diese  Berührende  als  Axo  dor  * an- 
genommen,  so  ist  ihre  Gleichung 


folglich: 

-j-  Crj  -}-  F>  = 0,  -D|  -f-  Ei]  -j-  F = 0 ; 

und  nehmen  wir  nun  den  Punkt  (§*/)  als  Anfang  dor  Coordinaten  an, 
so  ist  1 = 0,  rj  = 0;  also: 

D = 0,  F=  0; 

folglich  die  Gleichung  des  Kegelschnitts: 

Ax2-\-By2+2Cxy  + 2Ey  = 0. 

Zwei  Punkto  in  der  Berührenden,  welche  jetzt  die  Axe  der  x ist 
mit  dem  Berührungspunkte  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  seien 
(fO)  und  (/'0);  durch  diese  Punkte  seien  zwei  Gerade  gezogen,  deren 
Gleichungen  beziehungsweise 

y = K(x — ■/)  und  y — K'(x—f') 

sein  mögen. 

Bezeichnen  wir  den  Durchschnittspunkt  dieser  beiden  Geraden 
durch  (KV),  so  hat  man  zur  Bestimmung  dor  Coordinaten  X,  Y des- 
selben dio  Gleichungen: 

Y—  K(X — /),  Y=  K\X — /'); 


woraus  sich  leicht: 


X = 


Kf—  K'f 
K — K'  ’ 


also : 


folglich : 


x-r 


K — K 


Y = 


K(f-f)  , 
K — K'  9 


KK'jf—f) 
K — K' 


ergiebt;  und  setzen  wir  also  der  Kürzo  wegen  jetzt 

„ KK'(f-f')' 

Y = G] 

und  der  Durchschnittspunkt  unserer  beiden  Geraden  kann  also  im 
Folgenden  durch  (FG)  bezeichnet  werden. 


so  ist: 


„ Kf—K'f 
F~~  K — K‘  ' 


X = F, 
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Grüner  t:  lieber  Newton*  s Methode 


Bezeichnen  wir  die  Durchschnittspunkte  der  durcli  den  Punkt 
(fQ)  gelegten  Geraden  mit  dem  Kegelschnitte  durch  (Arj  F,),  so  haben 
wir  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  Xu  P,  die  Gleichungen: 

y i - 

AXJ+B  y,2  -f  2 CAT,  i\  + 2E  Y1  -=  0. 

Setzen  wir 

so  wird  die  zweito  Gleichung,  wenn  der  Kürzo  wegen 

S2L  = Af,  93  =*  Cf+E,  (£  = Af2 

gesetzt  wird: 

A(X,  -f)2  + BY2  + 2C(X,  — f)  Y1  + 2«(J^  -/)  + 2« + © = 0, 
und  man  erhält  also,  wenn  man  in  dieser  Gleichung 

Yt  = K{Xl  -f) 

setzt,  zur  Bestimmung  von  Xt — f dio  Gleichung 

(A+2CK-\-BK*)(X1— f)*+2W+föK)(X1—f)  + d = 0, 
mittelst  welcher  sich,  wenn  der  Kürze  wegen 

„ _ _? _ g 

A-\-2CK-\-BK .4  -)-  2CK-\-  BK2 

gesetzt  wird : 

Xj  —f  = Af±  i M2  — N, 

Y1  = K(M±Ym*  — N) 

ergiebt. 

Bezeichnen  wir  die  Durchschnittspunkte  der  durch  den  Punkt 
(/' 0)  gelegten  Geraden  mit  dem  Kegelschnitte  durch  (X/  F/) , so 
erhält  mau,  wenn  der  Kürze  wegen 

% 

«'  = <*/',  93'=  Cf+E,  <£'=4/*'* 
und 

,,, - ®: 

— BK'*’  A + 2CK'+J}K'* 

gesetzt  wird,  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher: 

Xi—f—  m,±Ym,2—n\ 

F/=  K'{M,±YM,*—N'). 

Hiernach  ist: 

(Xt  —f  )*-f  Y2  = (1 + K2  ) (M  ±Y~M2  —N  )2, 

(XS— /■')*  + F/2  = (1 + K'2) (M'± Ym'2  — N’  )2; 
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und  bezeichnen  wir  also  die  Entfernungen  des  Punktes  (fO)  von 
den  beiden  Durchschuittspunkten  der  durch  ihn  gelegten  Geraden 
y = K( x — f)  mit  dem  Kegelschnitte  durch  P,  Q;  die  Entfernungen 
des  Punktes  (/' 0)  von  den  beiden  Durchschnittspunkten  der  durch 
ihn  gelegten  Geraden  y = K'(x  — •/')  mit  dem  Kegelschnitte  durch 
P',  Q';  so  ist  nach  den  vorstehenden  Formeln  offenbar: 

p2  Q2  — (1-j-P2  )2 (M  -{-Vit/2  — N )2(Af  —VM*  —N  )2, 
P'“Q'2  = (1  -f  K'*)*  (M'+Vm'*-X'Y  (Mr—  yw*  — N')2 ; 

also : 

P-Q‘‘  = (l  + A'-yiV*,  P'*Q'«  = (1  + Ä'!)*A"« 

Die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (/’O)  gelegten  Geraden 
y = K(x—f)  lässt  sich  offenbar  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

y—G  = K(x  — P), 

und  bezeichnen  wir  nun  die  Durchschnittspunkto  dieser  Geraden  mit 
dem  Kegelschnitte  durch  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Coor- 

dinaten  £,  £)  die  Gleichungen: 

Q — G=  K(£  — P),- 
Ä&+BW+2C$®+2Ety  = 0. 

Setzt  man: 

3e  = P+(3e-P),  £ = G + (f>-G); 

so  wird  die  zweite  Gleichung: 

A(X  - P)2  + 2*®  - G)2 + 2C(5  - P)  O ■ - (?) 

-f  2(AP+  CG)  (X  — P)  + 2 (PG+  CP-f  JE)  ® — G) 

+ AP2 + BG*  -f  2 CFG  + 2 EG  — 0 , 

also,  wenn  man 

9 — G = K(£—F) 

und  der  Kürze  wegen 

= AP-j-CG, 

93,  = PG+CP+P, 

(£,  = AP2-f  PG2-f-2CPG  + 2PG 

setzt: 

(A+2CP+PP2)(£— P)2+2(SI1H-83IÄ’)(3e--P)+(5:1  = 0, 
woraus  sich,  wenn 

M N fk 

1 A-j-2CP+PP2’  1 A4-2CP+PP2 


gesetzt  wird, 


10 


Grunert:  Ueber  Newton* s Methode 


2 — F = Mj  + Va/,*—  Nt, 
g - G = A’^+Va/.'-A^) 

crgiebt. 

Die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  ( f'O ) gelegten  Geraden 
y = JT'(a; — /)  lässt  sich  auch  auf  folgende  Art  ausdriieken: 

y-G  = K'(x-F), 

und  wenn  mau  nun  die  Durchschnittspunkte  dieser  Geraden  mit  dem 
Kegelschnitte  durch  bezeichnet,  und  der  Kürze  wegen 


und 


21/  — AF+  CG , 

»/  = BG+CF+E , 

©/  = AF*+  BG2+2CFG+2EG 


31/4-93/*' 

A + 2CK'+ BIT* 


A + 2CK'+BK ’* 


setzt,  so  erhält  man  auf  ganz  ähnlicho  Art  wie  vorher! 


3 V—F=  <±VAV*-iV, 

g'—  g = a'(a/,'±Vaa'8— iv,')- 


Hiernach  ist: 

(je  — F)8+(g -G)a  = (i+Ä2 ) (a/j  >2, 

(3e'_F)*-Kg'-G)2  = )i+a,s)  (a^'+Va/,'*— f,'  )2; 

und  bezeichnen  wir  nun  die  Entfernungen  des  Punktes  (FG)  von  den 
Durchschnittspunkten  der  durch  den  Punkt  (fO)  gelcgtou  Geraden 
y = K(x — f)  mit  dem  Kegelschnitte  durch  Px,  Q,;  die  Entfernungen 
des  Punktes  (FG)  von  den  Durchschnittspunkten  der  durch  den 
Punkt  (f'O)  gelegten  Geraden  y = K'(x  — /')  mit  dem  Kegelschnitte 
durch  P/,  (2/;  so  ist  offenbar  nach  dem  Obigen: 

p,*  q‘  = (1  + A2  )2(A/,  -H/AT^-ivT  )2(A/j  — VAV-iv,  )2, 

Pj'SQ,'«—  (l+A'2)2(Af/+VA/1's—  iVx' ^»(Af,'— Va^'*— iV,'  )*; 

F,2Q,2  = (l  + A’W,  iV'Q,'2  - (l  + A'2)2iV/2. 

Nach  allem  Vorhergehenden  ist  nun: 

P’Q2'  (14 -*«)»  N*  P/Q/  (1+*2)2  ^i2  . 

p7^?'2  - (i 4" K'2)2 * iV'2’  P/2Q/2“  (14 -*'2)2*  iV/2’ 


P2  Q2  _ P/  Q/  iV2  .JV/ 
P'2Q'2  : P/2Q/2  “ JV'2  * Ä/** 


also : 
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Nach  dem  Obigen  ist  aber: 


TV  <£  yl-j^CTT'-f-T?#'2 

TV'  ’ A + 2CK  + BK*  ' 

TV,  (5,  A 4-  2CK '+  P7T'2. 

TV/  ” <£/  ’ /t-j-2C7ir  +M*  * 

folglich : 

TV'»*TV/2'~\(57  * Ui7  * 

also: 

P*  Q*  . P,*  Q,8  /'«-V . /<£,  \8 

P'2Q'*'  P/*Q/2  “ \@'j  * \<S// 

Nun  ist  aber  nach  dom  Obigen: 


© ^/2  /2  C,  . 

«/“  ’ 

also: 

Pä  Q2  .p>2  Qi8 

P'2Q'2  k P/2Q/2  — f*-1—'  * ' » 

folglich: 

7 — P'Q'  p/q/ 

oder 

/8 :/'2  = PQ  . Pj'Q,' : p'Q'.  P,Qj, 

nnd  wenn  man  dio  absoluten  Werte  von  /,  /'  durch  (/*),  (/')  be- 
zeichnet: 

(/) : (/')  = 1 /PQ.iVQ?  i YP'Q'.P.Qu 

oder 

(/)  = (/')  = YPQ  . YPj'Q,'  : YP7^  ■ YP,  Qi- 
Bezeichnet  man  die  mittleren  Proportionallinion 

YpQ,  Yp 7Ö7,  y/’iQn  V'A'Q.' 

zwischen 

P,  Q;  P\  Q';  P„  Q,;  P/,  Ql' 

beziehungsweise  durch 

J7,  77',  77,,  77,'; 

so  ist: 

(/) : (/,)  — 77  77,':  77 '77,, 

wo  7777/  und  77 '77,  zwei  durch  die  mittleren  Proportionallinien  77, 
77/  und  77',  77,  bestimmte  Rechtecke  sind. 

Um  überhaupt  das  Verhältnis  zweier  Rechtecke 

77  = <26,  72'  =*  ci'i' 
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Grüner  t:  Uebcr  Newton’ s Methode 


durch  Linien  darzustellen,  nehme  man  eine  Linie  X von  beliebiger 
Länge  an,  und  suche  die  vierte  Proportionallinie  x'  zu  «,  a , A und 
die  vierte  Proportionallinic  x zu  h\  7»,  A;  so  ist: 


also: 


folglich : 


a : a!  = A : x\ 
h' : h = A : x ; 

» a!  „ a/ 

h h X 

ab  : a'V  — x : xr. 


Will  man  also  das  Verhältnis  der  Rechtecke  17/7,,  77' 77,  durch 
Linien  darstellen,  so  nimmt  mau  eine  Linie  A von  beliebiger  Länge 
an,  und  sucht  die  vierten  Proportionalliuion  L'  und  L zu  77,  77',  A 
und  77, , 77/,  A;  dann  ist: 

7777/:  n'Ilj  = L:  L\ 
sogleich  nach  dem  Obigen: 

(/)  : (/')  : L : Lf. 


Wenn  die  durch  den  Punkt  (/0)  gelegte  Gerade  den  Kegelschnitt 
berührt,  die  durch  den  Punkt  (/' 0)  gelegte  Gerade  ihn  schneidet,  so 
ist  P = Q,  I\  = Qi  *,  also : 


oder: 


/•*:/•'*  = p2.p/Q/:p12.p'Q' 


P* 

Pi 


P*  Q' 

Py  Qi  9 


(/)  = (/')  = ^ 


Vf**  Q' 

Vf5,' <V 


Wenn  die  beiden  durch  die  Punkte  (/0)  und  (/'O)  gelegten  Geraden 
den  Kegelschnitt  berühren,  so  ist  V = Q,  P,  — Q,  und  P'  = Q', 
P/  = Q/*,  also: 


oder: 


pi  p 2 />'2 

/•*  :/'2  = /,2iV2 : P'*Pi2  = pr, : jrr*  = pt  • 

(/) : (n-PP,':  P'P,  = p>  : p-’  = fr  : fr/- 


Wenn  drei  in  den  Punkten  A , P,  C sich  schneidende  gerade 
Linien  vlP,  PC’,  CU  (Fig.  III.)  einen  Kegelschnitt  beziehungsweise  in 
den  Punkten  C',  U',  P'  berühren,  so  ist: 


A'B-.A'C  = 


C'B  .CA 
B'C : B'A * 


zur  Beschreibung  eines  Kegelschnitts  etc. 
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B'C:  B'A 


MC  . MB 
C'A  * C'B* 


C'A:  C'B 


B'A  . B'Cm 
MB  : MC* 


also  durch  Multiplication  oder  Zusammensetzung  dieser  Proportionen : 

MB . B’C.  C’A  : MC.  B'A . C'B 
MC.  B'A . C'B  # MB  . B'C.  C ’A 
~ MB. B'C.  CA  **  MC.  B'A.  C'B* 

und  hieraus: 


folglich : 

also: 

oder: 


MB 2 • B'C2  • CA 2 A'C8  • 2*'A2  • C"ii2 

A'C.if'A.C'5  “ MB. B'C. C'A  * 

Ml?  • IFc3  • cru i3  = Ä7^3  • WÄ?  • c7«3, 
A'B. B'C. CA  = MC. B'A. C'B 
AB'.  BC'.CM  — AC'.  BM.  CB'. 


§.  3. 

Indem  wir  uns  zu  der  Aufgabe,  um  die  cs  sich  in  dieser  Ab- 
handlung handelt,  wenden,  so  bemerken  wir,  dass  Newton  (Lib.  I. 
Propositio  XXIII.  Problcma  XV.)  zuerst  den  Fall  betrachtet, 
wenn  (Fig.  IV.)  drei  Punkte  A3,  A4,  A5  und  in  der  ihrer  Lage 
nach  gegebenen  Geraden  MN  der  Punkt  A 2 gegeben  siud,  und 
ein  Kegelschnitt  beschrieben  werden  soll,  welcher  durch  die  drei  gc^ 
gebenen  Punkte  A3,  A4,  A5  gehen  und  die  ihrer  Lage  nach  gegebene 
Gerade  MN  in  dem  in  derselben  gegebenen  Punkto  A2  berühren  soll. 

Wenn  wir  in  der  Figur  Fig.  I.  den  Punkt  A1  unendlich  nahe 
bei  dem  Punkte  A 2 annehmen  und  durch  die  Punkte  A1,  A2,  A3, 
A4,  A5  uns  den  durch  diese  Punkte  gehenden  Kegelschnitt  be- 
schrieben denken,  so  wird  die  Gerade  A1A2  eine  unendlich  kleine 
Sehne  desselben,  welche  in  dem  Grenzfalle,  wenn  nämlich  der  Punkt 
A1  mit  dem  Punkte  A2  vollständig  zusammcnfällt,  in  die  den  Kegel- 
schnitt in  dem  Punkte  A*  Berührende  übergeht,  wodurch  man  nach 
der  Abhandlung  Nr.  XXVIII.  i.  vor.  T.  unmittelbar  zu  der  folgenden  Be- 
schreibung des  durch  die  drei  gegebenen  Punkte  A3,  A4,  A5  gehenden 
und  die  ihrer  Lage  nach  gegebene  Gerade  MN  in  dem  in  derselben 
gegebenen  Punkte  A2  berührenden  Kegelschnitts  geführt  wird,  wobei  ich 
mich,  so  weit  es  angoht,  ganz  derselben  Bezeichnungen  wie  in  der 
genannten  Abhandlung  bedienen  werde. 
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Durch  deu  gegebenen  Punkt  Ai  lege  man  mit  der  gegebenen  Ge- 
raden MN  die  Parallele  A^A^,  und  mit  der  gegebenen  Geraden 
A2A'S  die  Parallelo  A^A^.  Die  Gerade  A^Af  werde  von  der  Ge- 
raden A2Ab  in  Zf1,  die  Gerade  AX2AX2  werde  von  der  Geraden  A3Ab 
in  Zf3  geschnitten.  Zieht  man  nun  eine  beliebige  der  Geraden  ZPZf3 
parallele  Gerade,  welche  die  Gerade  A^Aj2  in  Zf,1,  die  Gerade  AX2A^ 
in  Zf,3  schneidet,  und  zieht  endlich  die  Geraden  A-B^  und  A3Zf,3, 
welche  sich  in  dem  Punkte  Ali  schneiden,  so  ist  der  Punkt  AG  ein 
Punkt  des  zu  beschreibenden  Kegelschnitts,  für  welchen  sich  auf 
diese  Weise  beliebig  viclo  Punkte  bestimmen  lassen,  und  dadurch  also 
der  Kegelschnitt  beschrieben  werden  kann. 


§.  4. 

Ferner  wollen  wir  nun  annehmen  *),  dass  vier  Punkte  A,  B , A\ 
B'  und  der  Lage  nach  eine  beliebige  Gerade  MN  gegeben  seien,  und 
ein  Kegelschnitt  beschrieben  werden  solle,  welcher  durch  die  vier 
Punkte  A , Zf,  A\  B'  geht  und  die  Gerade  MN  berührt. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  cs  einen  dieser  Aufgabe 
genügenden  Kegelschnitt  giebt,  worüber  nach  dem  in  der 
vorhergehenden  Abhandlung  bewiesenen  Kriterium  aus  der  blossen 
Anschauuug  der  vorliegenden  Figur  immer  leicht  ein  bestimmtes  Ur- 
teil gefällt  werden  kann,  denke  man  sich  diesen  Kegelschnitt  wirklich 
beschrieben,  und  bezeichne  seine  Berührungspunkte  mit  der  gegebe- 
nen Geraden  MN  im  Allgemeinen  durch  C. 

Ziehen  wir  nun  die  beiden  Geraden  AZf,  A' B'  und  bezeichnen 
deren  Durchsclinittspuukt  mit  G,  ihre  Durchschnittspunkte  mit  der 
Geraden  MN  aber  beziehungsweise  durch  A,  Kr\  so  ist*  nach  dem  in 
§.  2.  bewiesenen  Satze: 

CK : CK'  = VaK.BK  . Y A'G.B'G  : Y A'K'.B'K ' . Y AG.  BG 
oder: 

CK:  CK'  = V ÄkJFk  . V A'G.B'G  : Y AG.BG  . Y A'K'.B'K'. 

Für  die  Punkte  C in  der  Geraden  MN  ist  also  das  Yerhältniss 
der  Entfernungen  CK  und  CK'  von  den  beiden  gegebenen  Punkten 
K und  K'  in  der  Linie  MN  ein  bekanntes  oder  gegebenes,  nämlich 
das  Verhältnis 

Yak.  BK  . Y A'G.B'G  : YÄG~BG  . Y A'K'.B'K', 


*)  Fig.  V.  dient  zur  Erläuterung. 


zur  Beschreibung  eines  Kegelschnitts  etc. 
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welches  Verhältniss  durch  elementare  Constructionen  immer  durch  eiu 
Vcrhältuiss  zweier  Geraden  dargestellt  werden  kann,  wie  schon  im 
§.  2.  ausführlich  gezeigt  worden  ist. 

Bezeichnen  wir  diese  beiden  Geraden  beziehungsweise  durch  «, 
a so  dass  also 

a : a'  = V AK. BK  . G . B' G : VaG.JJG  ; YÄWTÜIP 

ist,  so  ist  C in  MN  so  zu  bestimmen,  dass 


Rücksichtlich  der  Lage  von  C in  MN  gegen  die  beiden  Punkte 
K und  K'  in  derselben  Geraden  sind  die  drei  in  Fig.  VI.  (I).  (II). 
(III).  dargestellten  Fälle  möglich. 

In  dem  Falle  (I).  ist: 


folgt  und  erhellet,  dass  der  Punkt  C zwischen  K und  K'  immer  so 
bestimmt  werden  kann,  dass 


CK : CK'  = a:a 


ist. 


CK : KK' — CK  = a:a\ 
KK'—CK':  CK'=*a:a 

a . ( KK CK)  = a\  CK, 
a'.  ( KK CK')  = a.CK'\ 


woraus  sogleich 


CK:  CK'=  a : a' 


ist. 


In  dem  Falle  (II).  ist: 


CK:  a:a'; 

CK:  CK-\- KK’  = a:a', 
CK'—KK'-.CK'^a.a'i 

a.(CK+KKr)  = a'.CK1 , 
a'.{CK’—KKr)  = a.CK'\ 


woraus  sogleich 


CK 


a 


. KK\  CK ' = ~r~ — . KK' 
’ o — o 


a — a 
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Grüner t:  lieber  Newton' s Methode 


folgt,  und  erhellet,  dass  der  Punkt  C in  der  Verlängerung  von  KK' 
über  K hinaus  nur  dann  so  bestimmt  werden  kann,  dass 

CK : CK'  — a:d 

ist,  wenn  a < also,  wie  es  hier  erforderlich  ist,  d—a  positiv  ist. 

Iu  dem  Falle  (III).  ist: 

CK : CK'  = a:d\ 

CK : CK — KKr=  n : 

CK’-\-KK' : CT'  = a:d\ 

a.(CK-KK')  = a'.CT, 
a'.  (6'Ä'  KK')  — a.CAT'-, 

woraus  sogleich 

CT  = —^—7 . ÄA",  CT'  — — — — 7 . A'A" 
a — a 7 a — a 

folgt,  und  erhellet,  dass  der  Punkt  C in  der  Verlängerung  von  KK ' 
über  K ' hinaus  nur  daun  so  bestimmt  werden  kann,  dass 

CK:  CK'  = a:a' 

4 

ist,  wenn  a>>o',  also,  wie  cs  hier  erforderlich  ist,  a — d positiv  ist. 

Da  nun  von  den  Fällen  (II).  und  (III).  immer  uur  der  eine 
cintrcteu  kann,  aber  auch  immer  der  eine  eintreteu  muss,  so  er- 
hellet aus  dem  Vorhergehenden,  dass  sich  in  der  Geraden  MN  immer 
zwei,  aber  auch  immer  nur  zwei  Punkte  C so  bestimmen  lassen, 
dass 

CT:  CT'  = « : d 

ist,  und  diese  beiden  Punkto  müssen  also  mit  den  zwei  Bcriihrungs- 
punkteu  der  durch  die  vier  Punkte  A,  B , A\  Bf  gehenden  und  die 
Gerade  MN  berührenden  Kegelschnitte  mit  dieser  Geraden,  wenn  es 
überhaupt  solche  Kegelschnitte  giebt,  notwendig  zusammenfalleu. 

Man  wird  also  die  zu  bestimmenden  Kegelschnitte  erhalten,  wenn 
man  durch  die  vier  gegebenen  Punkte  A , B,  A\  B’  und  je  einen 
der  durch  das  Vorhergehende  in  der  Geraden  MN  bestimmten  beiden 
Puukte  C einen  Kegelschnitt  beschreibt,  wozu  u.  A.  die  Abhandlung 
Nr.  XXVIII.  i.  vor.  T.  eine  sehr  bemerkenswerte  Methode  liefert. 

Mau  kaun  aber  auch  nach  §.  3.  Kegelschnitte  beschreiben,  welche 
durch  drei  der  vier  gegebene  Puukte  A , B , A\  B ’ gehen  und  die 
Gerade  MN  in  je  einem  der  zwei  Puukte  C berühren. 


zur  Beschreibung  eines  Kegelschnitts  etc. 
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Man  sieht  aber,  dass  die  vorhergehende  Beweisführung  offenbar 
nur  dann  ihre  Gültigkeit  behält,  wenn  die  Beschreibung  durch  die 
vier  gegebenen  Punkte  gehender  und  die  gegebene  Gerade  berühren- 
der Kegelschnitte  möglich,  wenn  mau  von  der  wirklichen  Existenz 
oder  Realität  solcher  Kegelschnitte  versichert  ist*),  worüber  nach 
den  Principien  der  vorhergehenden  Abhandlung  entschieden  werden 
kann  und  entschieden  werden  muss  **). 

Wie  sind  nun  mit  den  vorhergehenden  schönen  Constructionen 
des  grossen  Newton  Aussprüche  wie  „Eine  Construction  durch 
lineare  Operationen  allein  ist  nicht  zu  erwarten“  und 
„Die  Aufgabe  hat  zwei  Auflösungen“  zusammenzureimen? 

Freilich  sagt  Newton  selbst  a.  a.  0.:  „Capi  autem  potest 
punctum  vlvelinter  puueta/fet  J***) , vcl  extra;  otper- 
inde  trajectoria  dupliciter  describi.“ 

Bei  der  iu  seinem  unsterblichen  Werke  überall  herrschenden  un- 
gemein  grosse  Kürze,  durch  welche  er  — wie  man  sagt  — neben 
der  absichtlich  von  ihm  gewählten  durchweg  synthetischen  Darstel- 
lung, nachdem  er  seine  grossartigeu  Resultate  analytisch  gefunden  — 
den  Mathematikern  seiner  Zeit  imponiren  und  dieselben  nötigen  wollte, 
sich  über  seinen  Untersuchungen  die  Köpfe  zu  zerbrechen,  um  dann 


*)  Die  Bestimmung  der  Punkte  C in  der  Linie  MN  nach  den  oben  an- 
gegebenen geometrischen  Bedingungen  ist  immer  möglich;  um  aber  behaupten 
zu  können,  dass  der  durch  die  fünf  Punkte  A,  ß,  A',  B C beschriebene 
Kegelschnitt  die  Gerade  MN  in  C wirklich  berührt,  muss  man  vorher  versichert 
sein,  dass  sich  durch  die  vier  Punkte  A,  ß,  A1,  ß'  ein  die  Gerade  MN  be- 
rührender Kegelschnitt  wirklich  beschreiben  lässt,  man  muss  von  der  Existenz 
oder  Ucalität  eines  solchen  Kegelschnitts  versichert  sein. 

**)  Wie  ungemein  oft,  namentlich  auch  in  elementaren  Schriften,  gegen 
das  bei  mathematischen  Untersuchungen  überall  zur  Geltung  kommende  Princip, 
dass  von  Allem,  was  zur  Untersuchung  kommt  oder  wovon  Anwendungen  ge- 
macht werden,  immer  vorzugsweise  auch  die  Möglichkeit  oder  Realität  bestimmt 
und  streng  nachgewiesen  werden  muss,  arg  gesündigt  wird,  Hesse  sich  an  vielen 
Beispielen  leicht  nnehweisen , gehört  indes  jetzt  nicht  hierher;  jedenfalls  dürfte 
aber  den  Autoren  solcher  Schriften  dringend  zu  raten  sein,  sich  recht  sorg- 
fältig mit  den  Schriften  der  griechischen  Geometer,  dem  in  denselben  herr- 
schenden Geiste  und  der  darin  überall  zur  Anwendung  gebrachten  Methode  be- 
kannt zu  machen,  wenigstens  den  Elementen  des  Euklidcs  das  ein- 
gchendstc  Studium  zu  widmen. 

***)  Im  Obigen  beziehungsweise  C und  K und  K'. 


Teil  JjXV. 
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Grüner  t:  Ueber  Newton' s Methode  zur  Beschreibung  etc. 


seine  Grösse  desto  mehr  anzustaunen,  liess  sich  in  der  Tat  hier,  wie 
an  so  vielen  andern  Stellen,  nicht  mehr  als  eine  solche  ganz  kurze 
Andeutung  erwarten. 

Ich  wünsche,  dass  meine  in  dieser  Abhandlung  und  'in  den  beiden 
vorhergehenden  augestellten  Untersuchungen  das  Ihrige  zu  der  rich- 
tigen Würdigung  der  schönen  Newton’schon  Constructionen  beitragen 
mögen,  und  hoffe  bald  auf  weitere  ähnliche  Untersuchen  zurückzu- 
kommen. 


Hu  s m atm:  Heber  äquipotentiale  Massenverteilungen. 
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II. 

Ueber  äquipotentiale  Massenverteilungen. 


Von 

Husmann,  Dr.  phil. 


Unter  Zugrundelegung  von  Kräften,  die  nach  dem  Newton’schen 
Gravitationsgesetze  wirken,  besitzt  eine  kugelförmige  Masse,  deren 
Dichte  eine  Function  des  Radius  allein  ist,  in  Bezug  auf  einen  äusseren 
afficirten  Punkt  dasselbe  Potential,  wie  ihr  Mittelpunkt,  wenn  darin 
die  ganze  wirkende  Masse  concentrirt  gedacht  wird. 

Es  lässt  sich  also  die  eine  Massenvcrtciluug  in  ihrer  Einwirkung 
auf  Punkte,  die  ausserhalb  der  Kugel  liegen,  durch  die  andere  er- 
setzen; man  würde  beide  daher  kurz  als  äquipotential  jn  Bezug  auf 
solche  Punkte  bezeichnen  können.  Dieser  Umstand  macht  es  mög- 
lich, irgend  einen  Körper  iu  seiner  Einwirkung  auf  äussere  Punkte 
durch  beliebig  viele  andere  Massenverteilungen  zu  ersetzen.  Man  hat 
denselben  nur  in  unendlich  kleine  Elemente  zu  zerlegen,  um  irgend 
welche  derselben  Kugeln  von  beliebigem  Radius  zu  beschreiben  und 
die  Masse  jedes  einzelnen  Elementes  durch  die  zugehörige  Kugel  so 
zu  verteilen,  dass  die  Dichte  in  der  letzteren  eine  Function  des  Ra- 
dius ist.  Dabei  können  iu  dieselben  Raumelcmente  Massen  von  ver- 
schiedenen Kugeln  fallen;  hier  werden  sich  die  Dichten  p addiren. 
So  wird  ein  jedes  Raumolemcnt  eine  um  so  grössere  Dichte  M haben, 
je  grösser  die  Summe  der  Dichten  der  darin  vorhandenen  und  der 
hiueinfallenden  Massen  ist: 

M = 2 p 

Aus  dieser  Massenvertciluug  kann  man  umgekehrt  durch  Con- 
centration  wieder  die  erstcre  herlcitcn.  Man  würde  eine  solche  Um- 
lagerung passend  als  „äquipotentiale  Massentrausposition“  bezeichnen 
können. 

Im  Folgenden  sollen  die  einfachsten  äquipotentialen  Massentrans- 
positionen untersucht  werden.  Da  die  Einlagerung  der  Masse  des 
anziehenden  Körpers  mittels  Kugeln  nur  daun  vorgenommen  werden 

2* 
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darf,  wenn  der  afficirtc  Punkt  ausserhalb  der  Transpositionskugel 
liegt,  so  werden  wir  uns  auf  die  Fälle  beschränken  müssen,  wo  der 
afficirte  Punkt  ausserhalb  der  zu  transponirenden  Massen  liegt,  also 
auf  die  Potentiale  für  äussere  Punkte.  Es  wird  sich  daher  im  Ver- 
laufe dor  Untersuchung  zunächst  nur  darum  handeln,  an  die  Stelle 
bestimmter  Massenverteilungen  andere  zu  setzen,  die  auf  Punkte  im  ur- 
sprünglichen Ausseuraume  dasselbe  Potential  haben.  Daran  wird  sich 
dann  noch  die  Frage  schlicssen:  Welches  ist  das  Potential  dieser 
Massen  auf  innere  Punkte? 

Wir  wollen  im  Folgenden  für  die  Dichten  die  nachstehenden 
Bezeichnungen  gebrauchen: 

r für  lineare, 
fi.  für  Flächen-, 

d oder  d für  räumliche  Dichte. 


§ 1. 

Isolirte  Massenpnnkte. 


Der  Elementarkörper,  aus  dem  man  sämmtliche  Körper  auf  bauen, 
worin  man  jeden  zerlegen  kann,  ist  das  Massenelement.  Sein  Poten- 
tial auf  einen  in  der  Entfernung  r befindlichen  Einheitspunkt  ist: 


P = C . 


VI 

r 


wo  m seine  Masse,  C eine  eigentümliche  Anzichungsconstante  be- 
deutet. Wird  diese  aus  dem  Potential  werte  der  Erde  bestimmt,  so 
ergiebt  sich: 


wo  R den  Itadius,  M die  Masse  der  Erde , und  g die  Beschleunigung 
an  der  Erdoberfläche  darstellt.  Das  Potential  eines  solchen  Punktes 
P ist  durch  das  eines  anderen  P,  nicht  weiter  ersetzbar.  Denn  wählen 
wir  den  ersten  Punkt  zum  Anfangspunkte  eines  orthogonalen  Coor- 
dinatensystems,  so  ist  sein  Potential  auf  einen  Punkt  (xyz) : 

* 

das  Potential  Px  des  zweiten  Punktes  (a,  ß , y ) auf  denselben  Punkt 
aber  ist: 

P h 

1 V(z— o)a-J-(sf  — /S),+  (3— y)*  ’ 
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in  diesen  Ausdrücken  bedeuten  k und  zwei  den  zugehörigen  Massen 
eigentümliche  Constautcn.  Ist  nun  für  jeden  Punkt  (xyz)iP  — Ptl  so 
ergiebt  sich  durch  Division  und  Quadrirung: 

**+»*+»*-  (jr)"[(* — «)2+(» — y)1]  = o 

Diese  Gleichung  gilt  nur  dann  für  jedes  xyz,  wenn  die  Cocftici- 
enteii  der  gleichen  Potenzen  dieser  drei  Variabein  übereinstimmen: 

/.2  — 2 

und: 

« = 0,  ß — 0,  y = 0; 

d.  h.:  wenn  der  zweite  Punkt  mit  dem  ersten  zusammenfällt  und  die- 
selbe Coustantc  hat. 

Das  Potential  zweier  Massenpunkte  mt  und  m*  auf  den  Punkt 
(xyz),  vou  dem  erstere  die  bezüglichen  Entfernungen  rt  und  r2  habon, 
ist: 


Es  fragt  sich,  ob  sich  dieses  durch  das  Potential  eines  einzigen  Punktes 
ersetzen  lässt. 


Wäre  dies  der  Fall,  so  müsste  selbiges  die  Form:  C.  — haben 
und  die  Gleichung: 

vi  mt  m* 

r r,  ro 

müsste  für  jeden  beliebigen  afticirten  Punkt  gelten,  wo  unter  vi 
die  Masse  und  uuter  >•  die  Entfernung  des  neuen  Punktes  von 
{xyz)  verstanden  ist.  Für  alle  Punkte  einer  um  m beschriebenen 
Kugelfläche  vom  Radius  r*  wäre: 


m 

— = const 
r 


So  würden  für  die  Punkte  1 und  2 der  Kugelfläelic  dio  Gleichungen 
bestehen : 


VI  J . Ulm 

:i+ri  — const 


und: 


mx  , wi2 


const 


Subtrahiren  wir  jede  dieser  Gleichungen  von  der  obigen,  so  er- 
giebt sich: 
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A 


mi  C~  ~ -?)  + m*  (r,  ~ J?) 


= l) 
— 0 


Diese  Gleichungen  können,  da  ml  und  m2  beliebig  von  Null  ver- 
schieden angenommen  werden  können,  nur  dann  bestehen,  wenn  ihre 
Determinante  verschwindet: 


1 

1 

1 

1 

»*1 

T-i1’ 

r2 

»*2* 

1 

1 

1 

1 

rl 

ri 

r„ 

m 

„ 2 
rt 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

-f-i-  -*)+-•  (-2-  -i)  + -r-2 — n-° 

rL  W r./J  r2  \ri  ri  J »i  r,2  »i 


oder: 


C*2l  r22)  ’ r*  Ci2  v)  ’ ^ r,2^1)  * ^ 


0 


Setzt  man  nun  ein: 


r,  = V(ai— *1)2+(y—y1)2+(s_^1)2 

r2  =*=  i/(ä  — a:2)2-f(y  — yo)2-l-(«  — s»)2, 

so  wird  die  dadurch  entstehende  Gleichung  von  einem  höheren  als 
dem  2.  Grade  werden,  kann  also  keine  Kugelfläche  darstellcn.  Auf 
der  ihr  entsprechenden  Fläche  und  nur  auf  ihr  sind  die  Bedingungen 
A erfüllt;  sie  finden  daher  nicht  überall  auf  der  Kugelfläeho  (*•') 
sondern  nur  auf  der  Schnittcurve  beider  Flächen  ihre  Befriedigung. 
Die  beiden  Potentiale  sind  daher  nicht  für  alle  Punkto  des  Raumes 
identisch  und  können  daher  im  allgemeinen  nicht  durch  einander  er- 
setzt werden. 


Auch  das  Potential  von  drei  und  mehreren  isolirten  Punkten 
kann  nicht  durch  das  eines  einzigen  Punktes  ersetzt  werden. 

Seien  n solcher  Punkte  mit  den  Massen: 


ml  m2  ...  vin  ' 

gegeben,  so  muss,  wenn  diese  durch  einen  Punkt  von  der  Masse  m 
ersetzt  werden  können,  für  Punkte  einer  um  diesen  letzteren  beschrie- 
benen Kugelfläche  die  Gleichung  stattfindcu: 
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w, 


5+^+...+ 

«l 

In  Verbindung  mit  den  Gleichungen, 


— = const 
r« 

die  sich  daraus  für  die  Punkto 


12  3...« 

der  Kugelfläche  ergeben, 


-H — 7 + ♦ • • H — i = const 

*•  1 j'g  rn 


mi  + ^+...+^  = const 

r n i r n i • rnn 


lassen  sich  daraus  die  Gleichungen  ableiten: 


Sollen  diese  erfüllt  werden,  so  muss  ihre  Determinante  verschwinden : 


Bei  Entwickelung  dieser  Gleichung  und  Einführung  der  Raum- 
coordinatcn  xyz  ergiebt  sich  für  letztere  eine  Gleichung  von  höherem 
als  dem  2.  Grade.  Den  Bedingungen  B wird  also  auf  einer  Kugcl- 
flächc  nicht  genügt,  und  es  kann  mithin  das  Potential  von  n Massen- 
punkten im  allgemeinen  nicht  durch  das  eines  einzigen  Massenpunktca 
ersetzt  werden. 

Es  lässt  sich  daher  der  Satz  aussprechen: 

Eine  endliche  Zahl  isolirter  Massenpuuktc  ist  niemals  einem  ein- 
zigen Massenpuuktc  äquipotential. 

Man  kann  dies  auch  leicht  folgendermasson  beweisen. 

Für  sehr  hohe  Potentialwerte  fallen  die  zugehörigen  Niveau- 
flächen in  lauter  einzelne  um  die  Punkte 

Wj  //iw  • • 


. mn 
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sich  hinziehendo  Kugeln  auseinander,  die  für  kleiner  werdende  Fo- 
tontialwerte  allmählich  verschmelzen  und  zu  einer  das  ganze  System 
umfassenden  Fläche  werden,  welche  sich  in  sehr  grosser  Entfernung 
mehr  und  mehr  der  Kugelgestalt  nähert.  Haben  zwei  Systeme  von 
Punkten  dasselbe  Potential,  so  müssen  auch  ihre  Niveauflächen  iden- 
tisch sein;  sind  diese  verschieden,  so  sind  auch  die  Potentiale  nicht 
identisch.  Ein  Massenpunkt  hat  aber  Kugclflächcn  zu  Niveauflächen; 
daher  kann  er  dem  System  von  n Massenpunkten  äquipotential  nicht 
Bein. 


§ 2. 

Mit  Masse  belegte  Cnrven. 

Eine  endliche  Zahl  von  Massenpunkten  kann  nicht  durch  einen 
Punkt  ersetzt  werden,  anders  ist  es  aber  bei  unendlich  vielen,  wie  es 
das  Beispiel  von  der  homogenen  Kugclfläche,  die  ihrem  Mittelpunkte 
äquipotential  ist,  zeigt. 

Diese  Punkte  können  sich  gruppiren  zu  Curvcn,  Flächen  oder 
Körpern. 

Die  einfachste  Curve  ist  die  Gerade.  Für  unendlich  grosse  Werte 
des  Potentiales  schrumpft  die  Niveauflächo  derselben  in  dio  Gerade 
selbst  zusammen,  für  nahe  daran  liegende  wird  sie  zu  einem  die  Ge- 
rade umhüllenden  Cylindcr.  Im  Endlichen  stimmt  diese  Niveauflächo 
daher  nicht  mit  der  eines  Punktes  überein ; es  kann  eine  Gerade  also 
nicht  äquipotential  einem  Punkte  sein. 

Gleiches  gilt  für  eine  mit  Masse  belegte  Kreislinie  und  ebenso 
für  alle  Cnrven;  cs  folgt  dies  auch  schon  daraus,  dass  das  Potential 
einer  Curve  in  dieser  logarithmisch , das  eines  Punktes  aber  unend- 
lich wird  wio  - für  limr  «=  0. 
r 

Eino  Curve  kann  auch  einer  andern  niemals  äquipotential  sein, 
denn  dann  würde  der  Potentialausdruck  in  letzterer  logarithmisch 
unendlich,  bliebe  in  crstcrer  aber  endlich,  während  er  sich  gerade 
umgekehrt  verhalten  muss. 


§ 3. 

Flächenförmige  Massenverteilung. 

Unter  den  Flächen  ist  dio  am  einfachsten  (zu  behandelnde  die 
gleichmässig  mit  Masse  belegte  Kugelfläche,  deren  Potential  sich  durch 
das  einer  gleichen  im  Mittelpunkte  couccntrirten  Masse  ersetzen  lässt. 
Alle  Flächen,  die  dieser  letzteren  Masse  äquipotential  sind,  werden 


Digitized  by  Google 


Husmann:  Ueber  äquipotentiale  Massenverteilungen.  25 

sich  rückwärts  durch  äquivalente  Masscntrausposition  von  diesem 
Punkte  aus  erhalten  lassen.  Solche  sind  zunächst  wieder  liomogeuo 
Kugeltlächen  von  beliebigem  Radius,  aber  gleicher  Masse.  Andere 
Verteilungen  ergeben  sieh  daraus,  indem  man  die  in  den  Punkten 
der  Oberfläche  befindlichen  Massen  auf  dann  centrische  Kugelflächcn 
glciehmäs6ig  verteilt.  Nimmt  man  diese  Verteilung  nur  mit  einer 
endlichen  Anzahl  von  Punkten  vor,  so  kann  man  die  transponirten 
Massen  gegen  dio  übrigen  vernachlässigen  und  behält  die  Verteilung 
längs  der  Kugelflächo;  unterwirft  man  ihr  aber  sämmtlicho  Punkte, 
so  werden  die  Transpositionskugelflächeu  einander  unendlich  nalio 
liegen,  und  die  ganze  Masse  wird  nicht  mehr  eine  Fläche,  sondern 
einen  Körper  bilden,  dessen  äussere  und  innere  Oberfläche  die  ein- 
hüllenden  Flächen  der  Kugeln  sind,  also  eine  Kugclschale,  deren 
Dichte,  wie  leicht  ersichtlich,  eine  Function  des  Radius  ist. 

Es  lässt  sich  daher  durch  äquivalente  Massentransposition  nur 
eine  Fläche  coustruiren,  die  einem  Punkte  äquipotential  ist,  und 
umgekehrt  nur  cino  Fläche  durch'  einen  Punkt  ersetzen,  nämlich  die 
homogene  Kugelfläche,  resp.  mehrere  concentrische  homogene  Kugel- 
flächen. 

§ 4. 

Körperliche  Massenyertellungen. 

Um  zu  einem  Körper  eine  äquipotentiale  Massenverteilung  zu 
linden,  bedient  man  sich  am  einfachsten  homogener  Kugeln,  mittels 
deren  man  entweder  ein  Masseuelement  des  Körpers  am  Mittelpunkte 
der  Kugel  auf  den  ganzen  Kugelraum  verteilt  oder  umgekehrt  So 
lässt  sich  die  Masse  eines  Körpers  entweder  in  einen  Pinkt,  eine 
Curve,  eine  Fläche,  oder  in  einen  andern  Körper  umlagern. 

Körper,  welche  sich  auf  diese  Weise  in  einen  Punkt  P concon- 
triren  lassen,  sind  die  in  concentrischen  Schichten  gleich  dichte  Ku- 
gel, sowie  die  daraus  abgeleiteten  Körper. 

In  diesen  letzteren,  die  beliebig  nahe  an  den  afficirten  Punkt 
heranrücken,  aber  ihn  nicht  einschliessen  dürfen,  ist  die  Dichto 
ebenso  unbestimmt,  wie  die  Form;  mau  kann  sic  in  jedem  Punkte 
durch  äquivalente  Masscntrausposition  beliebig  ändern;  sie  stehn  in- 
dessen unter  dem  Gesetz,  dass  sich  ihre  sämmtliche  Masse  äquipoten- 
tial in  den  Punkt  r zurückwerfen  lässt. 

Um  die  drei  anderen  Arten  von  Körpern  zu  finden,  geht  man 
am  besten  den  synthetischen  Weg,  indem  man  sich  dieselben  aus  den 
Curven,  Flächen,  oder  Körpern,  durch  welche  sie  ersetzt  werden  sol- 
len, construirt. 
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Um  einen  Körper  zu  erhalten,  dessen  Potential  gleichwertig  dem 
eiuer  Curve  ist,  denke  man  sich  um  jedes  Element  der  Curvc  eine 
Kugel  construirt  und  die  Masse  jedes  einzelnen  Curvcnelementes  in 
couceutrischen  Schichten  der  zugehörigen  Kugel  gleich  massig  verteilt. 
Dabei  werden  an  den  meisten  Punkten  derselben  viele  transponirte 
Massen  in  einander  fallen,  da  sämmtliche  Kugeln  mehr  oder  weniger 
in  einander  geschachtelt  liegen.  Indem  man  nun  jedes  Raumelcment 
mit  der  Summe  der  hineinfallenden  Massen  behaftet  denkt,  erhält 
man  statt  der  curvcnförmigcn  eine  körperliche  Massenverteilung. 
Letztere  ist  dann  der  Verteilung  längs  der  Curvc  äquipotential,  da 
sie  aus  lauter  in  coueentrischcu  Schichten  gleich  dichten  Kugeln  zu- 
sammengesetzt ist,  die  weil  ihre  Mittelpunkte  in  der  Curve  liegen, 
den  entsprechenden  Curvcnelementen  äquipotential  sind,  und  da  das 
Gesanuntpotential  einer  Masse  gleich  der  Summe  der  Potentiale  ihrer 
einzelnen  Elemente  ist. 

Der  Körper,  den  wir  so  erhalten,  wird  die  Umhüllungsfläche  der 
erzeugenden  Kugeln,  d.  h.  eine  Caualflächc  als  Mantel  haben  und 
von  zwei  Hemisphären  begrenzt  sein. 

Analog  ergeben  sich  Körper,  die  einer  mit  gleicher  Masse  be- 
legten Fläche  äquipotential  sind,  dadurch,  dass  man  die  Fläche  in 
unendlich  kleine  Elemente  zerschneidet,  um  jedes  derselben  eine  Ku- 
gel construirt  und  die  Masse  jedes  einzelnen  in  der  zugehörigen  Kugel 
nach  der  oben  angegebenen  Weise  verteilt.  Daun  bilden  die  Masseu 
in  der  zweiten  Verteilung  einen  Körper,  dessen  Potential  für  äussere 
Punkte  durch  das  der  Fläche  vertreten  worden  kanu. 

Diese  Körper  sind  aber  nicht  die  einzigen,  welche  die  letztere 
Eigenschaft  besitzen,  sondern  man  kaun  durch  weitere  äquipotentiale 
Transposition  beliebig  viele  andere  gleichwertige  Massenverteilungen 
dazu  erhalten. 

Um  diese  Classe  von  Körpern,  welche  sich  aus  unendlich  vielen 
Kugeln  zusammensetzen,  kurz  zu  bezeichnen,  wollen  wir  sie  „Spliac- 
rogenc“  = „Kugclorzcugte“  nennen. 

Bei  der  äquipotentialen  Massentransposition  kann  man  die  Ku- 
geln entweder  gleich  oder  verschieden  gross,  entweder  homogen  oder 
nur  in  concen tri  sehen  Schichten  gleich  dicht  nehmen.  Es  lässt  sich 
aber  jede  Kugel,  deren  Dichte  eine  Function  des  Radius  ist,  aus 
homogenen  Kugeln  zusammensetzen,  indem  man  von  einer  gleich 
grossen  homogenen  Kugel  ausgeht,  deren  Dichte  gleich  dem  Werte 
der  gegebenen  Dichtigkeitsfunction  an  der  Oberfläche  ist.  Man  denkt 
sich  diese  sowie  die  gegebene  in  lauter  coneeutrische,  so  dünne  Kugcl- 
seluilcn  zerlegt,  dass  mau  deren  Dichte  als  constant  auffassen  kann. 
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lagert  conccntrisch  in  die  crsterc  eine  homogene  Kugel  von  der  Ober- 
fläche der  ersten  Kugelschalc  und  einer  Dichte,  welche  mit  der  vor- 
handenen die  Dichte  der  ersten  Kugelschalcnfläche  ausmacht;  darauf 
eiDC  homogene  Kugel  von  der  Oberfläche  der  zweiten  Kugelschale  etc. 
etc.  — So  kann  man  durch  successivo  Hinzufügung  resp.  Hinwcg- 
nahmo  von  homogenen  Kugeln  die  gegebene  Kugel  coustruiren. 

Ebenso  kann  man  Kugeln  von  verschiedenen  Radien  in  gleich 
grosse  nebst  entsprechenden  Kugelschalen  zerlegen. 

Es  wird  daher  vor  allem  darauf  ankommen,  diejenigen  Körper 
zu  untersuchen,  die  durch  Ineinanderlagerung  von  gleich  grossen 
homogenen  Kugeln  entstehen.  Da  man  solche  hei  verschiedener 
Dichte  stets  in  je  zwei  Kugeln  zerlegen  kann,  von  denen  die  eine 
bei  sämmtlickcn  völlig  übereinstimmt,  so  bleibt  als  einfachster  Fall 
die  Coustruction  sphärogeuer  Körper  mittels  homogener  Kugeln  von 
gleicher  Grösse  und  Dichte. 


§ 5- 

Körper  und  äquipotentiale  Curven. 

Die  Gerade. 

Um  eine  Massenverteilung  zu  erhalten,  welche  einer  Curvc  äqui- 
potential ist,  zerschneiden  wir  letztere  in  unendlich  kleine  Elemente 
und  trausponiren  jedes  derselben  durch  homogene  Kugeln  von  gleicher 
Grösse.  Wenn  die  Curve  eine  Gerade  ist,  wird  die  einhüllende  Fläche 
der  erzeugenden  Kugeln  ein  Cylindermantel  und  der  erzeugte  Körper 
ein  cylindrischer  sein.  — Nehmen  wir  zunächst  au,  die  Gerado  sei 
unbegrenzt,  mit  homogener  Masse  belegt,  und  die  Kugelmittelpunkte 
(0,  015  . . .)  seien  auf  ihr  um  das  Stück:  OOt  — da  von  einander 
entfernt. 

Legen  wir  dann  parallel  der  Achse  00,  einen  Cylinder,  der  aus 
der  zur  Achse  senkrechten  A'Z-Kbeue  das  Element  dxdz  ausschneidet, 
so  zerlegen  die  Kugelflächcu  jede  Seite  dieses  Cylinders  in  Elemente 
Pt \ etc.,  die  sämmtlich  gleich  00,  = da  sind. 

Denn  verbindet  man  z.  B.  P und  Px  mit  den  zugehörigen  Mittel- 
punkten 0 und  0„  so  sind  im  Viereck  OOiPlP  (Fig.  1.)  zwei  Seiten 
gleich:  OP  — 0,2,,  und  die  zwei  anderen  unendlich  kleinen  parallel : 
00,  H PPX ; daher  ist  auch  00,  Pl\.  Die  sämmtlichcn  kleinen 
Parallelepipeda,  in  welche  der  Cylinder  durch  die  Kugelflächen  zer- 
legt wird,  sind  daher  gleich:  dxdz . Pt\  und  unter  einander  gleich. 

Zerschneiden  wir  den  ganzen  sphärogenen  Körper  durch  Cylinder 
von  der  Grundfläche  dxdz  in  unendlich  viele  solcher  gleichen  Paral- 
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Iclcpipcda,  so  können  wir  in  folgender  Weise  leicht  die  Dichte  an 
iedem  Punkte  bestimmen. 

Die  homogene  Kugel  kann  den  Körper  auch  dadurch  erzeugen, 
dass  sic  sprungweise  um  das  Element  ds  fortschreitet  und  an  jedem 
Ruhepunkte  ihre  ganze  Masse  ablagcrt.  Dabei  fallen  succcssiv  auf 
den  Punkt  P dio  Punkte  P,,  P2  etc.  und  in  das  Element  1 die  Ele- 
mente 2,  3,  4 etc.  und  zwar  so  viele  Elemente,  als  in  dem  innerhalb 
der  Kugel  befindlichen  Stücke  des  Cylinders  (dxdz)  enthalten  sind-, 
es  werden  daher  so  viele  Massenelemente  in  dem  ersten  zusammen- 
fallen, als  Läugenelemente:  ds  = PP1  = etc.  auf  dem  innerhalb  der 
Kugel  liegenden  Stücke  der  Cylinderscite  sich  finden.  Diese  sind 
aber  für  jeden  Punkt  um  so  mehr  vorhanden,  je  länger  das  Sehnen- 
stück der  Cylinderscite  ist. 

Da  die  sämmtlichen  Elemente  einander  gleich  sind,  so  ist  die 
Dichte  in  jedem  proportional  seiner  Masse.  Daher  ist  die  Dichte  in 
jedem  Punkte  des  sphärogeuen  Cylinders  proportional  der  Länge  der 
zugehörigen  der  Achse  parallelen  Kugelsehne. 

Bezeichnet  R den  Radius  der  erzeugenden  Kugel  und  r den  Ab- 
stand des  Punktes  P von  der  Achse,  so  ist  die  Dichte 

ö = C.V~R*—r\ 

wo  C eine  näher  zu  bestimmende  Constante. 

Für  die  Oberfläche  des  sphärogeuen  Körpers  (r  = R)  ergiebt 
sich  dio  Dichte:  <5  = 0,  während  sic  nach  innen  zu  wächst  und  in 
der  Achse  (r  ==»  0)  endlich : 

ö0  — c.Yr * 

wird.  Daraus  ergiebt  sich  durch  Division  die  Gleichung: 


Ein  jeder  Cylinder,  dessen  Dichte  <5  in  der  durch  diese  Formel 
ausgedrückten  Beziehung  zur  Achsendichte  <50  steht,  ist  seiner  mit 
der  sämmtlichen  Masse  belegten  Achse  äquipotential. 

Welches  ist  die  lineare  Dichte  einer  solchen  Achse? 

Da  die  Achse  an  allen  Punkten  gleichmässig  mit  Masse  belegt 
und  die  Masse  des  sphärogeuen  Körpers  gleichmässig  um  sie  herum 
verteilt  ist,  so  können  wir  uns  in  jedes  Achsenei  erneut  ds  die  ganze 
zwischen  den  zugehörigen  zur  Achse  senkrechten  Ebenen  liegende 
Masse  eoneentrirt  denken ; alsdann  haben  wir  die  sämmtlichc  Körper- 
masso  gleichmässig  längs  der  Achse  verteilt. 
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Die  Masse,  welche  dahei  auf  ein  Achscnclement  fällt,  ist  leicht 
zu  berechnen.  Legen  wir  senkrecht  zur  Lamelle  [</*]  zwei  mit  der 
Körperoberfläche  coachsiale  Cylinderflächen  von  den  Radien  r und 
r-{-t/r,  so  ist  die  Masse  des  dadurch  aus  der  Lamelle  ausgeschnitte- 
nen cylindriscken  Ringes: 


ds . elr . 2nr . d = 


dj.dr.2nr. 


daher  die  Masse  der  ganzen  Lamelle: 

zJi 


dm  = ds.  7i. ö0  ^ rf(r-) . j/ 
r= 0 


Ä2— r* 


R* 


eis.  7t.  ö t 

R~ 


r=0 


'■ J VW— r2.d(R*— r8) 


= ds. 


2nRi 


. d0* 


Bezeichnen  wir  die  lineare  Dichte  mit  r,  so  ist: 


daher: 


elm 
£ = ds* 

* — o • ®0* 


Das  Potential  V einer  unendlichen  Graden  von  der  constanten 
Dichte  e ist  aber  bekanntlich: 

F = 2 . £ log  - 

V 


wo  t die  Entfernung  des  afficirten  Einheits-Massenpunktes  von  der 
Graden  darstellt. 

Die  obige  Formel  für  £ lehrt  aus  der  Dichte  des  sphärogenen 
Cylinders  die  äquipotentiale  lineare  Massenverteilung  finden.  Soll 
umgekehrt  zu  einer  linearen  gleichmässig  mit  Masse  belegten  Achse 
der  äquipotentiale  Cylinder  construirt  werden,  so  müssen  die  Dichten 
in  den  Beziehungen: 


*)  Riemaon-Hattcudorf : Schwere,  Elektricitit  und  Magnetismus,  pag.  60. 
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und 


stehen. 


Es  ist  also  die  lineare  Dichte  s direct  proportional  dem  Quadrate 
des  Radius  des  sphärogenen  Cylinders  oder  einfach  proportional  sei- 
nem Querschnitte. 


Construircn  wir  zu  zwei  mit  linearen  Dichten  e und  ex  belegten 
Achsen  sphärogene  Cylinder,  in  denen  sich  die  Quadrate  der  Radien 
verhalten  wie  die  linearen  Dichten  e resp.  so  haben  diese  gleiche 
Dichten  d0  längs  der  Achse,  da 


JL  — J i_  • 

H*  Jftj2  ’ 

da  aber  auch  für  corrcspoudirende  Punkte  P und  Px: 


so  sind  an  den  entsprechenden  Punkten  dieser  beiden  Cylinder  die 
Dichten  einander  gleich. 

Bei  sphärogenen  Cylindcrn,  deren  Querschnitt  proportional  der 
Dichte  der  äquipotentialen  linearen  Massenverteilung,  sind  die  Dichten 
in  ähnlich  gelegenen  Punkten  einander  gleich. 

Denkt  man  sich  die  Achse  eines  sphärogenen  Cylinders  in  einem 
Punkte  durchschnitten  und  die  Masse  desselben  so  in  zwei  Teile  zer- 
legt, dass  die  sämmtlichen  erzeugenden  Kugeln  sich  zu  dem  Teile 
summiren,  in  dem  ihr  Mittelpunkt  liegt,  so  erhält  man  Cylinder,  dio 
nach  der  einen  Seite  ins  Unendliche  gehen,  nach  der  andern  aber 
von  Hemisphären  begrenzt  werden. 

Es  leuchtet  ein,  dass  sie  äquipotential  sind  dem  Stücke  ihrer 
linearen  Achse,  das  vom  Mittelpunkte  der  Hemisphäre  nach  dem  Un- 
endlichen geht;  die  Dichte  der  linearen  Massenverteilung  wird  die- 
selbe sein,  wie  beim  unendlichen  Cylinder,  da  grade  wie  bei  einem 
solchen,  auch  hier  auf  ein  Längenclement  rfs  die  Masse  einer  Kugel 
concentrirt  wird.  In  der  Endkugcl  dieses  Cylinders  nimmt  die  Dichte 
um  so  mehr  ab,  jo  mehr  wir  auf  einer  Parallelen  zur  Achse  von  der 
inneren  Fläche  der  Endkugel  nach  aussen  schreiten,  da  um  so  we- 
niger erzeugende  Kugeln  ihre  Massen  abgelagert  haben;  die  Zahl 
derselben  an  jedem  Punkte  P ist  proportional  dem  Stücke  ff,  um  das 
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man  auf  der  durch  P gehenden  Parallelen  von  der  äusseren  Fläche 
fortschreiten  muss,  um  zu  ihm  zu  gelangen. 

Bezeichnet  2 (Fig.  2.)  die  zu  P gehörige  ganze  Sehne,  so  ist 
die  Dichte  in  diesem  Punkte: 


Daraus  geht  hervor,  dass  auf  der  Calotte  (o  = const.)  einer  jeden 
erzeugenden  Kugel,  die  in  das  Innero  der  Endkugel  fällt,  gleiche 
Dichte  vorhanden  ist. 

Indem  wir  den  Cylindcr  in  der  obigen  Weise  an  zwei  verschie- 
denen Punkten  auseinander  trennen,  erhalten  wir  einen  sphärogenen 
Cylinder,  der  von  zwei  Hemisphären  begrenzt  wird.  Für  ihn  gelten 
dio  eben  gefundenen  Resultate. 

Innerhalb  der  Endkugeln  ist  dio  Dichte  längs  der  darin  liegenden 
Calotten  der  erzeugenden  Kugeln,  im  übrigen  aber  in  gleicher  Ent- 
fernung von  der  Achse  constant.  Diesem  Körper  äquipotential  ist 
die  mit  der  ganzen  Masse  gleichmüssig  belegte  Centrale  der  beiden 
Endkugel  n. 

Ein  sphärogencr  Cylindcr  setzt  sich  daher  aus  lauter  coachsialcu 
Cyliuderschalen  zusammen,  die  von  den  zugehörigen  Calotten  einer 
und  derselben  Kugel  {11)  abgeschlossen  werden  und  mit  diesen  gleiche 
Dichte  haben;  die  äusserste  Schale  ist  die  von  Halbkugeln  begrenzte; 
die  Dichte  in  den  einzelnen  Schichten  richtet  sich  nach  dem  Radius 
r der  Cylindermäntel : 


Um  das  Potential  P einer  gleichmüssig  mit  Masse  belegten  Gra- 
den von  der  Dichte  s und  Länge  2 b aufzustclleu,  wählen  wir  die 
Mitte  derselben  zum  Anfangspunkt  O eines  orthogonalen  Coordiuatcn- 
systems,  die  Grade  selbst  zur  F-Achse. 

Dann  ist: 


2 = 2 .Yllt  — r*, 


oder: 


-b 


ffo  E die  Entfernung  des  afticirtcn  Punktes  von  einem  Element  dß 


32 


Hu  s mann:  lieber  äquipotentiale  Massenverteilungen. 


der  Graden  darstellt.  Wenn  aber  q die  Entfernung  des  Punktes  von 
der  Graden  bedeutet,  so  ist: 

e = V(y -(»)*+?*, 

und 

r dß 

P=E.  / v- 

*/h  Y(y— ß)*+Q* 

__  £ . y + Y 0/ —6)*+  v* 

§ 6. 

Der  Kreis. 

Teilen  wir  einen  Kreis  (ilf)  in  unendlich  viele  gleiche  Stücke  ds0 
und  lassen  eine  Kugel,  deren  Mittelpunkt  sich  sprungweise  von  einem 
Teilpunkte  zum  andern  bewegt,  in  jeder  Ruhelage  ihre  ganze  Masse 
ablagern,  so  entsteht  ein  sphärogenor  Kreisring. 

Um  die  Dichte  desselben  in  jedem  Punkte  7’(Fig.  3.)  zu  bestimmen, 
legen  wir  durch  den  Leitkreis  eine  Ebene,  welche  die  Symmetrie-Achse  Z 
im  Punkte  M trifft  und  verbinden  M mit  dem  Mittelpunkte  O einer 
erzeugenden  Kugel.  Nehmen  wir  dann  OM  als  AT-Aebse  an  und 
schneiden  aus  dem  sphärogenen  Ringe  einen  zur  Z-Achsc  symme- 
trischen Kreisriug  heraus,  dessen  Huuptscknitt  das  Element  dxdz  ist, 
so  wird  dieser  von  den  erzeugenden  Kugeln  in  unendlich  kleine  cou- 
gruente  Cylindcr  zerschnitten.  Fassen  wir  einen  solchen  ins  Auge, 
so  wird  iu  ihm  bei  der  sprungweisen  Bewegung  der  Kugel  ein 
Masseuelement  derselben  nach  dem  andern  abgelagert. 

Jo  mehr  Elemente  sich  in  dein  Teile  beiinden,  welchen  die  Kugel 
aus  dem  Ringe  ausschneidet,  um  so  grösser  wird  die  in  dem  Elemente 
angehäuftc  Masse  werden. 

Vernachlässigen  wir  die  Massenstückchen  des  Ringteils,  welche 
nicht  mehr  ein  ganzes  Massenclement  bilden,  als  unendlich  klein 
gegen  die  Summe  der  übrigen,  so  ist  die  in  jedem  Volumelemcnto 
angehäufte  Masse  proportional  dem  Bogenstücke,  das  von  einer  be- 
stimmten Seite  des  unendlich  schmalen  Gyliuders  durch  die  Kugel 
ausgeschnitten  wird.  Die  Grösse  dieser  Volumelemente  ist  aber  nicht 
dieselbe  bei  allen  Kreisringen  (dxdz),  sondern  nimmt  mit  der  Ent- 
fernung vom  Mittelpunkte  M zu. 

Zerlegen  wir  den  Kreisring  (Aulz)  durch  Ebenen,  welche  durch 
die  Z- Achse  und  die  Teiluugspunktc  des  Leitkreises  gehen,  so  erhalten 
wir  ebenso  viele  congrueutc  kleine  Cylinder,  als  vorher  Volumelemente; 
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diese  werden  daher  den  ersteren  gleich  sein ; da  aber  der  Querschnitt 
beider  dx.dz  ist,  so  werden  auch  ihre  entsprechenden  Seiten  dieselbo 
Länge  haben. 

Nennen  wir  das  Stück,  welches  durch  zwei  solcher  Ebenen  von 
einem  zur  Z-Achse  symmetrischen  Kreise  abgeschnitten  wird,  ds,  die 
Entfernung  desselben  von  der  Z-Achse  a-f-£,  wo  § die  X-Coordinate 
von  P in  Bezug  auf  O als  Anfangspunkt  ist,  so  verhält  sich: 


Da  die  Cylindcr  (dx  dz)  denselben  unondlich  kleinen  Querschnitt  dx.dz 
haben,  so  verhalten  sich  die  Volumina  v und  v0  zweier  Elemente  wie 
ds  zu  ds o oder  wie  ihre  Entfernungen  von  der  Z-Achse: 


Nun  ist  aber  die  Dichte : 6 = — Die.in  einem  Elemente  des  sphä 


rogenen  Körpers  abgelagerte  Masse  ist  proportional  dem  Bogen  2«; 
daher: 


Es  bleibt  noch  der  von  der  Kugel  ausgeschnittene  Bogen  2 s zu  be- 
rechnen. 

Möge  derselbe  in  der  Höhe  z über  dem  Leitkreiso  liegen  und 
2a  als  zugehörigen  Centri Winkel  haben,  so  ist: 


ds : ds0  = «-{-£  : a. 


v:  v0  = a+S  : a, 


Ferner  ist: 


8 — (a-{-|).  u. 


wo: 


daher 


Mithin  ergiebt  sich: 


Hieraus  folgt:  d = 0,  wenn: 


a2+(a+£)2— Q*  — 2a(a+|) 


Teil  LXV. 
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(«  + £ — a)*—Q*  = 0 

£2  = <>*, 

d.  h.  für  alle  Punkte  der  Oberfläche  des  Kreisringes. 

Um  dio  Constante  C zu  bestimmen,  suchen  wir  die  Dichte  d0  für 
die  Achse  (z  = 0,  £ = 0)  des  Kreisringes;  dort  ist: 


d0  *=•  C.a. arccos 


daher: 
C 


L 2«*  J' 


• • • 


arccos  | 

ra*-Ha+S)a— 

arccos  j 

f"  2a2 — Ä*1 

L 2a*  J 

• d«. 


Da  auf  dem  äquipotentialen  linearen  Ringe  die  ganze  Masse  M 
des  sphärogenen  Ringes  sich  gleichmässig  verteilt,  so  ist  die  Dichte  e 
des  linearen  Ringes  durch  dio  Gleichung  bestimmt: 


Es  ist  aber: 


2na.E  — M. 
M = f d . r/r, 


wo  dt  das  Massenelement  bezeichnet  und  die  Integration  über  dio 
ganze  Masse  des  sphärogenen  Ringes  zu  erstrecken  ist 

Integriren  wir  längs  eines  Elomentarringes , so  ergiebt  sich,  da 
an  allen  Punkten  desselben  die  Dichte  d dieselbe  ist: 


M = ff  d ,d£  .clz  . 2n;(a-|-|), 


oder,  wenn  wir  für  d den  oben  gefundenen  Wert  setzen: 

C.J, 

_ n 


wo: 


arccos 


[•2a*—  - 4°’ 

L 2a*  J 


und: 

2 

Es  ist  aber: 


2,, 


d.  h.  gleich  dem  auf  dem  Elemontarringc  durch  die  Kugel  abgeschnit- 
tenen Bogen;  daher  ist  durch 


Hu s mann:  Ueber  äquipotentiale  Massenverteilungen. 


35 


2s . dl* . dz 

das  Volnmen  des  innerhalb  der  Kugel  liegenden  Stückes  vom  Elemen- 
tarringe ausgedrückt;  die  Suminiruug  der  innerhalb  der  Kugel  liegen- 
den Stücke  sämmtlichcr  Elementarringe  ergiebt  das  Volumen  der 
Kugel  selbst: 

J *=  2s.  d\.  dz  = n' 


Daher: 


^ — r2ai R 2 1 * 

arccos  | — -r 


und: 
D . 


\2a*—R*  1 

L 2a*  J 


_ M __  2 
* 2na  ” ^ 


TI 


R? 


arccos 


\2a*  — R*]  a 

L 2a*  J 


<5o- 


Diese  Formel  bestimmt  die  Dichte  s eines  linearen  Ringes  durch 
die  Achsendichte  <50  des  äquipotentialen  sphärogenen  Ringes;  die  Be- 
rechnung des  Potentiales  bei  solcher  Massenverteilung  ist  folgende. 

Bezeichnet  E die  Entfernung  des  afficierten  Punktes  P von  einem 
Ringpunkte  (Fig.  4.),  so  ist  das  Potential: 


71 


-'f-i 


dtp 


71 


f 


€ . a . dtp 


Vr*  -j-a2  sin*?>  * 


oder  da: 


r8  = r02-j-a2cos2<p  — 2r0acos<p  sin '9', 


wenn  r0  = MP , und  # der  Winkel  ist,  den  MP  mit  der  Z- Achse 
bildet,  so  ist  auch: 


V=  2 


f 


s.a.dtp 


Vru*+«2  — 2r0a  cos tp sind 


7t 


2at 


JV  (y+o1 


dtp 


-2ar0sin  & -|-  4ar0  sin  # sin2 


Es  ist: 


r02+a8  — 2ar0  sin  & 0 ; 


richten  wir  ferner  die  Z-Achse  stets  nach  der  Seite  des  Ringes,  an 
welcher  der  Punkt  P liegt,  so  ist  stf  ^ : 


3* 
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daher : 

wir  können  daher  setzen: 


#o, 

4r0a8in#  > 0; 


and: 


Ex*  = **02+<*2 — 2r0asin# 

E02  = 4r0asind# 

Ez*  55=3  r0*+a*+ 2r0a  sin  & = E^  + Eq*, 


wo  dann  Et  und  E2  die  Entfernungen  des  Punktes  P vom  nächsten 
und  entferntesten  Kingpunkte  sind. 


Alsdann  ist: 


71 


F = 2a 


" jVü 


dtp 


9> 


-f- E02sin2  g 


oder  wenn: 


<P 


1p  = — ; d<p  = 2.  dtp, 


71 

2 


V=  4 at . C -j-  = - 


7t 

2 


_4«  C &— 

■J  V£.a4-i;»f1  — 


/ w+va-cos» 


4 

E, 


7t 

2 


0£  /* ^ 

^ / i / e02  * 

t/  p 1“  • C0SV 


0 -*-1 

Es  ist  aber  allgemein,  wenn  E(:r)  eine  analytische  Function  von  x 
bezeichnet: 

5 TT 

2 2 


da 


^ E(cos2g>) . dg>  — /*  E(sin2<p) . 
ö o . 


7t 

2 


J ' F(cos*(p).d<p  = E(cos2<p).d<p 


7T 
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71 

"2 


JT 

~2 


• ^ F(sin2<p)  .rfgp ; 


mithin  ist  auch : 


V= 


71 

*ö 


4a 


'/tc 


iae  *\ 

~ETF\E,’  2/ 


rfgp 


-Ei 


Setzen  wir:  = &'2,  so  ist  nach  der  Landen’schen  Transformation: 


wo: 


f(i',  |[)  = 

1 — VT—Ü*  Ei  — E1 


h = 


Es  ist  ferner: 

l+kt  = 2. 


14-Vi — k1* 


E , 


2. 


^2+^1 

1 

1 + Q’ 


2. 


l + i? 


wenn: 


Daher  ist: 


Q 


Et 

En 


V= 


4 at  2 
Ei  'l-f -Q 
1 4a  £7i 

^‘1  + Q 


•'(£?•  i) 


Zerschneiden  wir  die  ringförmige  Achse  des  Kreisringes  an  zwei  be- 
liebigen Punkten  und  lassen  in  jedem  Teilungspunkte  der  beiden 
Stücke  die  erzeugende  Kugel  ihre  gesammte  Masse  ablagern,  so  er- 
halten wir  zwei  Ringstücke,  die  durch  eino  teilweise  Ineinanderlage- 
rung,  bei  der  die  Stücke  der  Achse  einen  vollen  Kreis  ausmachen, 
sich  zu  dem  sphärogenen  Ringe  ergänzen. 
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Die  Dichte  an  jedem  Punkte  dieser  von  Hemisphären  begrenzten 
Ringstücke  ist  mit  Ausnahme  der  beiden  Endkugeln  durch  die  Glei- 
chung C bestimmt 

Innerhalb  der  letzteren  aber  erhält  man  auf  jedem  zur  Z-Achse 
symmetrischen  Bogen  vom  Radius  r eine  um  so  grössere  Dichte , je 
mehr  man  sich  darauf  von  der  Begrenzungs-Halbkugel  entfernt,  weil 
man  in  um  so  mehrere  der  erzeugenden  Kugeln  eindriugt. 

Bezeichcn  wir  mit  6 das  durchwanderte  Bogenstück,  so  ist  die 
Dichte  6k  an  dem  erreichten  Punkte: 


wo: 


s = arccos 


— p 

2(a-j-r0)a 


Daher  ist  die  Verbindung  mit  der  Gleichung  C: 

* 


für 

ergiebt  sich: 


& — ro//2 7?  1 • ^oi 

2(a+r„).  arccos 

ß — 2s 

6k  = d ; für  a = 0,  d.  h. 


für  die  äussere  Hemisphäre: 

6k  = 0. 


Ein  solches  sphärogenes  Ringstück  ist  äquipotential  dem  zugehörigen 
Stücko  der  Achse,  belegt  mit  derselben  Dichto  s wie  bei  dem  vollen 
Ringe. 


§.  7. 

Flächenartige  Massen  und  äquipotentiale  Körper. 

Die  unbegrenzte  Ebene. 

Lassen  wir  eino  homogene  Kugel  sich  sprungweise  längs  einer 
Flächo  bewegen  und  an  jedem  Ruhepunktc  ihre  ganze  Masse  ab- 
lagern, so  entsteht  ein  sphärogencr  Körper,  dessen  Potential  durch 
das  dieser  Fläche  ersetzt  werden  kann,  wenn  wir  in  dem  Mittelpunkte 
jeder  Ruhelage  die  sämmtliche  Masse  der  Kugel  concentrirt  denken. 
Der  dadurch  entstehende  Körper  wird,  wenn  die  Fläche  unendlich 
und  die  Kugel  sich  stetig  von  Punkt  zu  Punkt  bewegt,  überall  eine 
gleiche  Dicke  besitzen,  welcho  dem  Durchmesser  der  Kugel  gleich  sein 
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wird ; die  Oberfläche  dieses  Körpers  aber  ist  die  Envoloppo  der  sämmt- 
lichen  Ruhelagen  der  erzeugenden  Kugel. 

Die  Lcitfläche  sei  eine  unbegrenzte  Ebene. 

Wir  markiren  dio  Ruhepunkte  für  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
durch  die  Schnittpunkte  zweier  Systeme  orthogonaler  Geraden,  welche 
in  gleicher,  unendlich  kleiner  Entfernung  parallel  laufen,  wählen 
ein  Paar  derselben  zur  X - und  F-Achso  und  bezeichnen  ihre  Ent- 
fernungen mit: 

dx  =>  dy. 

Lassen  wir  dann  die  Kugel  zunächst  längs  der  X-Achse  sich  fort- 
bewegen, so  erhalten  wir  nach  Ablagerung  der  Kugclmassen  einen 
sphärogenen  Cylinder  (s.  Fig.  5.). 

Um  den  gesuchten  Körper  zu  erhalten,  denken  wir  den  gefunde- 
nen Cylinder  sprungweise  so  fortbewegt,  dass  seine  Achse  successiv 
die  Lagen  der  Parallelen  y = const  der  zweiten  Schar  annimmt,  und 
in  diesen  Ruhelagen  seine  ganze  Masse  abgelagert.  Es  ist  einleuch- 
tend, dass  auf  diese  Weise  derselbo  Körper  entsteht,  der  durch  Ab- 
lagerung der  Masse  jeder  Kugel  in  ihrer  Ruhelage  sich  bildet;  denn 
am  Ende  unserer  Construction  haben  wir  an  jedem  Eckpunkte  des 
Netzes  eine  Kugel  abgelagert. 


Welches  ist  die  Dichte  dieses  Körpers? 

Die  Masse,  welche  sich  in  einem  Elemente  dx.dy.dz  in  der  Höhe 
z über  der  XF-Ebene  ansammelt,  erhalten  wir,  wenn  wir  parallel  der 
F-Acbse  ein  Parallelepiped  vom  Querschnitte  dx . dz  durch  den  Cy- 
linder hindurch  legen.  Dieses  wird  durch  die  Mäntel  der  auf  einan- 
derfolgenden  sphärogenen  Cylinder  in  lauter  unendlich  kleine  con- 
gruente  Parallelepipeda  zerschnitten.  So  viele  derselben  innerhalb 
eines  Cylinders  liegen,  lagern  sich  bei  der  sprungweisen  Fortbewegung 
desselben  in  das  vorderste  Element;  der  noch  übrige  Teil  der  im 
Cylinder  liegenden  Masse  des  Parallelepipeds  ( dxdz ),  der  ein  volles 
Element  nicht  mehr  bildet,  kann  gegen  die  Summe  der  übrigen  ver- 
nachlässigt werden.  Alsdann  ist  die  im  ersten  Elemente  angesam* 
melto  Masse: 


dm  = 2 .J*  <5 . dx 


.dx.dz.J - 


.dQ.dy 


y=0 
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2dx.de 


■*o  fV 


2 dx  . dz.  ( iE 2 — z2) 


y-VR'-t* 

iE 2 — 2“  — y2 
~R* 


0 


r 


iE2 


,.rf 


(yj-z*) 


Setzen  wir: 


y 


ViP—  s* 


Bing?, 


so  ergicbt  sich: 


?r 

2 


?r 

2 


==»  / (sin2g?+cos2g>).cfg> 


Daher: 


, * iE2— 22  ?r  J 

07»  = Oq.  — p- — • j- . oa: «». 


Da  jeder  Cylindcr  durch  die  aufeinander  folgenden  Oberflächenlagen 
des  erzeugenden  Cylinders  in  gleicho  Volumcuelcmento  zerlegt  wird, 
bo  verhalten  sich  die  Dichten  der  einzelnen  Elemente  wie  die  darin 
befindlichen  Massen;  es  ist  also  die  Dichte  4 in  jedem  Punkte: 

iE2 — z2 

J = Const. 


iE 


Für  die  Loitebcne  ist: 
mithin  die  dortige  Dichte: 
woraus  folgt: 

E { 


2—0; 


C.Ry 


iE2  — 22 
iE2 


• 4(\. 


Vergleichen  wir  mit  dieser  Formel  dio  für  dio  Dichte  eines  sphä- 
rogenen  Cylinders: 


fR2 


iE2 


A’ 


bo  erkennen  wir  leicht,  dass  bei  gleicher  Entfernung  von  der  Leit- 
curve,  resp.  Fläche  der  beiden  spliärogenen  Körper  die  Dichte  in  der 
körperlichen  Tafel  in  quadratischem  Verhältnisse  gegen  die  Dichto 
des  Cylinders  abnimmt. 
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Da  die  Masso  der  körperlichen  Tafel  gleichmässig  zu  beiden  Sei- 
ten der  Leitebene  verteilt  ist,  so  wird  man  die  Masse,  womit’lctztcro 
belegt  werden  muss,  um  der  ersteren  äquipotential  zu  werden,  ein- 
fach dadurch  finden,  dass  man  über  einem  Elemente  dxdy  parallel 
der  Z-Achse  ein  Parallelepiped  construirt  und  die  durch  dieses  aus 
dem  Körper  ausgeschnittene  Masse  berechnet. 

In  der  Höhe  s über  der  AF-Ebene  ist  die  Dichte: 


A = 


Jl2  — z2 
R?  -Aq] 


daher  die  Masso  des  ausgeschnittenen  Parallelepipeds: 

B=It 

dm  — 2 . f A .dt 
eLo 


R 


2 

24 


.dx.dy .A0.  / 
o 


R2—z2 


.dz 


R2—\z2 
R2 


R2 

l22 

. z . dx.dy 
Jo 


= £ . A0 . R . dx . dy. 


Ist  aber  (i  die  Flächendichto  der  Ebene,  so  findet  die  Gleichung 
statt: 

dm  =»  u.  dx.dy: 

daher: 


dm 

^ dx.dy 


F 


I f*  s==  ^ • -ß . Aq  , 


woraus  weiter  folgt: 


und 


Aq  5=1  i • R‘f*i 

R9 — s* 

a -i  -xT-i*' 


Haben  wir  als  Leitfläche  die  unbegrenzte  Ebene  benutzt,  so  ist 
das  Potential  des  zugehörigen  sphärogenen  Körpers  unendlich,  wie 
das  einer  unbegrenzten  Ebene  von  der  Dichte  ft  selbst. 


Dies  lässt  sich  leicht  auf  folgende  Weise  dartun. 


Fällen  wir  von  dem  betrachteten  Punkte  auf  die  Ebene  ein"  Lot, 
wählen  dies  zur  A-Achse  und  den  Fusspunkt  desselben  zum  Null- 
punkt eines  Polarcoordinatensystems  (r,  <p),  so  ist  dio  A-Componcnto 
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der  Kraft,  mit  der  ein  Massenelement  der  Ebene:  p.r.dr.dtp  den 

Eiuheitspunkt  P anzieht,  gleich: 

fi.r.dr.dq)  z 

. _ f 

9 * 9 

wenn  q seine  Entfernung  vom  Punkte  P darstellt. 

Die  Kraft,  mit  der  die  ganze  ebene  Masse  von  der  constanten 
Dichte  fi  den  Punkt  P auzicht,  ist  daher : 

00  2* 


= — 2 np. 


Die  Kraft,  mit  der  eine  Ebeno  von  constauter  Flächendichte 
einen  ausserhalb  liegenden  Punkt  P anzieht,  ist  unabhängig  von  der 
Entfernung  desselben  von  der  Ebene. 

Dasselbe  ergiebt  sich  auch  folgendcrmassen. 

Denken  wir  uns  eine  zur  Jfl-Ebene  parallele  Ebene  X1Y1  mit 
der  Dichte  ft  belegt  in  der  Entfernung  z,  vom  Punkte  P und  eon- 
struiron  von  P aus  durch  die  Systeme  der  X = const  und  Y = coust 
Ebenen,  welche  von  der  Parallelebenc  die  Elemente  dxxdyx  aus- 
schneiden,  so  verhält  sich: 

dxx . dyx : rx2  = dx . dy : r2, 

wenn  r und  r,  die  Entfernungen  des  Punktos  P von  den  zwei  mit  P 
in  einer  Graden  liegenden  Elementen  dxdy  resp.  dx1dyl  darstcllen. 

Es  ist  aber: 

dxxdyx  _ dxdy 
rx  r* 

proportional  der  Kraft,  mit  welcher  der  Punkt  P von  den  ent- 
sprechenden Elementen  beider  Ebenen  augezogen  wird. 

Zu  jedem  Elemente  der  einen  Ebene  existirt  mithin  stets  ein 
Element  der  anderen,  welches  den  Punkt  P mit  derselben  Kraft 
anzieht. 

Daraus  folgt,  dass  der  Punkt  P von  der  ganzen  Ebeno  XY  mit 
derselben  Kraft  angezogen  wird,  wio  von  der  Ebeno  XxYv 
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Wie  weit  wir  daher  auch  die  Ebene  XxYx  vom  Punkte  JP,  oder 
den  Punkt  P von  ihr  entfernen,  die  anziehende  Kraft  bleibt  stets 
constant 


Für  unendlich  nahe  Punkte  ist: 


dP  dP 
Sn~Sn'~ 


WO 


dP 

dn 


dP 

und  — die  nonnalen  Kraltcomponenten  und  n die  Rich- 


tung der  wachsenden  Normale  bezeichnet. 


Da  in  unserem  Falle  offenbar 


so  i6t: 


dP  dP 

Bn dn' ’ 


dP 

dn 


dP 

dz 


= — 2np. 


die  constanto  Kraft,  mit  der  die  Ebene  in  jeglicher  Entfernung  den 
Einheits-Massenpunkt  anzieht. 

Daher  ist: 

e—t 

P=[ 2 7t  fX.z]  =00. 

m * = + CD 

Zu  demselben  Resultate  gelangen  wir,  wenn  wir  die  Ebene  als 
Oberfläche  einer  Kugel  von  unendlich  grossen  Radius  r betrachten. 
Das  Potential  derselben  ist  dann: 


P = lim 


r=co 


00  . 


§ 8. 

Mit  homogener  Masse  belegte  Rechtecke. 

Wenn  sich  der  spbärogenc  Cylinder  nicht  läugs  der  ganzen  Y- 
Achsc  von  — x bis  +co,  sondern  nur  längs  eines  beschränkten 
Stückes  derselben,  von  y = 0 bis  y = const  fortbewegt,  so  entsteht 
eiu  flächenartiger  Körper  von  unendlicher  Länge,  aber  endlicher 
Breite.  In  allen  Teilen  dieses  Körpers,  die  nicht  innerhalb  des  An- 
fangs- und  End-Cylinders  liegen,  ist  die  Dichte  ganz  dieselbe  wie  im 
vorigen  Falle,  da  die  Lagerung  der  Kugeln  hier  genau  dieselbe  ist; 
anders  innerhalb  der  ersten  und  letzten  Cylinderfläche. 

Denken  wir  uns  von  der  Oberfläche  des  ersten  Cylinders  aus 
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parallel  der  Y- Achse  ein  Parallelepiped  mit  der  Grundfläche  fix. dz 
hiudurchgelegt,  so  wird  dasselbe  durch  die  auf  einander  folgenden 
Lagen  des  erzeugenden  Cylindcrs  in  lauter  unendlich  kleine  con- 
gruente  Elemente  zerschnitten;  in  das  ersto  derselben  wird  nur  vom 
ersten,  in  das  zweite  vom  ersten  und  zweiten  Cylinder  etc.  Masse 
abgelagert,  so  dass  die  Dichte  in  diesem  Parallelepiped  stetig  wächst, 
jo  mehr  wir  uns  darin  von  der  Oberfläche  des  Cylinders  entfernen. 
Dio  Masse  in  jedem  Elemente  ist  gleich  der  Summe  der  Massen  der 
durchschrittenen  Elemente  des  ersten  Cylinders: 


= <50 . dx . dz 


y 

/v 


R2  — r* 


R* 

v=-Y  ä*— ** 


'dy 


= d0 . dx . dz . 


Es  ist  aber  nach  Obigem: 


ferner: 


Setzen  wir: 
so  ist: 


sin  <py 


y 9 

R'^-~Z*'d  (y,R2~  2»)  • d<P  = 

JP  9 

*=* cos  cp . <f(sin  <p)  = cos  <p.  sin <p  -f-/< sin *q>.d<p 
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Daher : 


und 


2q> . 


dtp  =»  qo  -j-  sin  qp . cos  g> 


yV1  - i 


arcsm 


.v 


y^a— i 


mithin: 


+i— = pl— 

^*Vi22^r  TZ2 — z%  ’ 


Vä-  — * 

y 


dm  = d0  .dx  .dz. 


R* 


i n i • y 

i arcsin -7“^ 

2 y^j— 


2Ä 


4. v |/ä»-,»-y» 

^yjR2__2*  r r*—z* 


Es  ist  die  Dichte  im  Endcylinder: 


daher: 


. _ cfr» 

J™  = c-di> 


d(E)  = C.  —5-—  • (y  + arc  ein  -p-yr-=--.--{-  , . l/—  — — ; 

•ß  12  VlP—z^VW—z*  ' B2—z2  i 


für 

ist: 

daher: 

mithin: 

F . . / 


2 = 2,  y = y jR2 — a2 

^ r -ß2 g2  , , jR2 22 

"(F)  C.  .{jt}  d »2^0» 


B2-z'-  jf+arC8inyilbTs  + 

-ß2  •(  — 


yVR*  — Z*  — y* 

Ä2—s2 


^0’ 


Diese  Formel  geht  für  den  Wert: 

y = Yr^\ 

mit  dem  wir  ans  dem  End-Cylinder  heraustreten,  in  dio  bereits  be- 
kannte Gleichung  E: 

jR2  — z2 

d—TT-'* 

über,  die  für  alle  Punkte  ausserhalb  der  End-Cylinder  gilt. 
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Genau  denselben  Körper,  den  wir  so  eben  bei  beschränkter  Be- 
wegung des  unendlich  langen  sphärogenen  Cylinders  erhalten  haben, 
können  wir  auch  durch  unendliche  Bewegung  eines  endlichen  sphäro- 
genen Cylinders  herstellen. 

Es  möge  sich  ein  endlicher  sphärogener  Cylinder,  dessen  Achse 
von  y = 0 bis  y = const  reicht,  sich  selbst  parallel  längs  der  X-Achse 
bewegen  von  x = — oo  bis  a;  = -}-  ao . Alsdann  wird  die  Achse  des 
Cylinders  ganz  denselben  unendlichen  Ebenenstreifen  beschrieben 
haben,  wie  die  des  unendlich  langen  Cylinders  im  vorigen  Falle. 

Denken  wir  uns  in  beiden  Fällen  die  Ruhelagen  der  Cylinder- 
achsen  ebensoweit  von  einander  entfernt,  wie  die  der  erzeugenden 
Kugeln,  so  werden  die  Ruhelagen  der  Achsen,  sowie  die  Bewegungs- 
linicn  der  Kugeln  beide  Male  genau  dieselben  Systeme  von  orthogo- 
nalen Graden  bilden,  deren  Durchschnittspunkte  die  Ruhelagen  für 
die  Contra  der  erzeugenden  Kugeln  sind.  Es  werden  sich  daher  beide 
Körper  aus  denselben  Kugeln  zusammensetzen,  mithin  identisch  sein; 
ihre  Dichte  wird  an  gleichen  Punkten  dieselbe  und  durch  obige  For- 
meln ausgedrückt  sein. 

Danach  ist  es  nicht  schwer,  die  Dichte  in  allen  Punkten  eines 
endlichen  flächenartigen  Körpers  zu  bestimmen,  der  bei  endlicher 
Parallel-Bcwegung  eines  endlichen  sphärogenen  Cylinders  entsteht. 

Während  für  das  Innere  die  Formel  E gilt,  so  ist  nach  den 
vorhergehenden  Ueberlegungen  die  Dichte  in  den  Endcylindern  nach 
allen  vier  Seiton  hin  durch  Formel  F bestimmt,  jedoch  mit  Ausnahme 
der  vier  Eckkugeln. 

Um  die  Dichte  im  Punkto  P derselben  zu  bestimmen  (Fig.  6.), 
machen  wir  zwei  Seiten  des  von  den  Mittelpunkten  der  erzeugenden  Ku- 
geln ausgefüllteu  Rechtecks  zur  X-  und  y-Achse,  wählen  die  Z-Achse 
so,  dass  das  Coordinatcnsystem  positiv  wird  und  legen  vom  Punkte  P 
aus  ein  Parallelepiped  von  der  Grundfläche  dx . dz  durch  den  Körper. 
Dieses  wird  durch  die  auf  einander  folgenden  Oberflächen  der  erzeu- 
genden sphärogenen  Cylinder  in  lauter  kleine  Parallelepipeda  zer- 
schnitten. In  jedem  finden  sich  nach  Ablagerung  der  Massen  der 
sphärogenen  Cyliuder  die  sämmtlichen  Massen  der  vorhergehenden 
Elemente  angehäuft,  so  dass,  wenn  wir  die  Dichte  desselben  mit  6 
bezeichnen,  ein  Massenelcment  in  der  F-Entfernung  IIP  = a von  der 
Oberfläche  dio  Masse  enthält: 


Legen  wir  durch  P eine  Parallelebene  (X'Y')  zur  XF-Ebene, 
welche  die  Z-Achse  in  0'  schneidet  und  bezeichnen  wir  mit  <*'  die 
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Stücke  der  neuen  P'-Coordinaten,  welche  von  der  Eckkugcl  und  der 
Graden  HP  begrenzt  werden,  so  ist: 


o 

C.dx.dz  '.da. 


Dies  Integral  stellt  das  Stück  der  von  der  X'Y’ -Ebene  aus  der 
Eckkugel  ausgeschnittenen  Kreisfläche  (q)  dar,  welches  von  den  bei- 
den Längen  a und  a'p  abgetrennt  wird. 

Daraus  folgt,  dass  in  den  Punkten  ( z , 0,  0')  und  (3,  0',  0)  die- 
selbe Dichte  vorhanden  ist. 

Schneidet  die  zu  P gehörige  JJf'-Coordinate  die  Kreisperipherie 
in  N,  die  P'-Achse  in  A,  so  ist  das  von  der  Kreisfläche  abgeschnit- 
tene Stück  gleich  der  Differenz: 

OANJI — OAPH  = 


^arc cos  + arc  sin 

+ | Vp*— y2+^Vp2— ®*+:ry 

Q*(n  , . x . y\ 

2-^+arcsm--f-arcsm-j 


S 


+ | Yq*  — y2  + 1 Yq2  — *2+xy 


welche  Formel  sich  im  Punkto  < * y ? nicht  ändert. 

ly  = * ) 

Mithin  ist  die  Dichte  im  Punkte  ( xyz ) der  Eckkugel: 

Ak  = Const.S, 

wobei  zu  setzen  ist: 

Q2  = i22_ZS. 

Für  Punkte  der  inneren  Oberfläche  der  Eckkugel  muss  diese 
Formel  in  die  Gleichung  F übergehen;  für  solche  Punkte  ist: 
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p2  — x2-\-y 2,  und 


. x n . y 
arcsin  - — « 4- arcsin  -» 
Q 2 ' q 


daher  die  Dichte  4{k,e)  in  solchen  Punkten: 

Al  Al 

2 +arcsin^  + - 


Vp2— y*’ 


Es  ist  aber  nach  Gleichung  F: 


71 


A Q 


o + arc  sin  7==-=^=  + y . 


V R2—z2  — y 2 


J/ 

y^n.wi’r2'-  w-z2 


daher: 

und 

4k 


7t 


Const  = 


'Ot 


R2.7t* 


R2.n 


R2 Z2  [7t  , 35  . 

-2-.^+arcsin^_i  + 

+ o Vp2  — 2/2  + 1 Vp2— 


arcsm 


Vi2 


2 — Z2J 


Die  Flächen  gleicher  Dichte:  z/  = const  sind,  soweit  sie  inner- 
halb der  Eckkugeln  und  der  Endcylinder  liegen,  transcendent;  im 
übrigen  Raume  aber  Parallelcbenen : z = const. 

Gehen  die  beiden  Endcylinder  in  einander  über,  so  vervollständigt 
man  den  sphärogenen  Körper  durch  Ansetzung  eines  anderen  zu  einem 
solchen,  in  dem  die  Endcylinder  sich  nicht  schneiden,  und  hat  dann 
die  Dichte  an  jedem  Punkte  gleich  der  Differenz  der  dortigen  Dichten 
des  neuen  Körpers  und  des  angesetzten  Hilfskörpers. 


§ 9. 

Die  Kreisfläche  mit  homogener  Massenbelegung. 

Um  einen  der  homogenen  Kreisfläche  äquipotentialen  Körper  zu 
erhalten,  zerschneiden  wir  den  Radius  OSl  = a derselben  in  unendlich 
viele  gleiche  Teile,  legen  durch  dio  Teilungspunkte  concentrische 
Kreise,  denken  die  Masse  zwischen  je  zweien  solcher  Kreise  auf  den 
inneren  Kreis  concentrirt  und  construiren  zu  jedem  linearen  Kreis- 
ring den  äquipotentialen  körperlichen  Kreisring  vom  constanten  Ra- 
dius R. 
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Diese  sämmtlichen  Kreisringe  setzen  sich  zu  einem  scheiben- 
artigen Körper  zusammen  von  der  Dicke  27?,  dessen  Potential  durch 
das  der  homogenen  Kreisfläche  ersetzt  werden  kann. 

Untersuchen  wir  die  Dichte  dieses  sphärogenen  Körpers. 

Bei  der  Concentration  der  Masse  der  Kreisplatte  in  lineare  Kreis- 
ringe werden  die  auf  jedem  Ringe  lagernden  Massen  mit  der  Ent- 
fernung vom  Mittelpunkte  immer  grösser,  in  demselben  Verhältnisse 
wächst  aber  auch  der  Umfang  des  Kreisringes;  mithin  ist  die  Dichte 
auf  allen  diesen  Ringen  gleich.  — Statt  aus  diesen  Ringen  mittels 
äquivalenter  Massentrausposition  den  resultierenden  Körper  herzu- 
stellen, können  wir  auch  die  Kreisplatte  durch  zwei  orthogonale  un- 
endlich nahe  Liniensysteme  in  gleiche  quadratische  Elemente  zerlegen 
und  jedes  derselben  von  seinem  Mittelpunkte  aus  durch  eine  homo- 
gene Kugel  transponieren;  denn  je  näher  wir  uns  in  beiden  Fällen  die 
Liniensysteme  an  einander  gerückt  denken,  um  so  mehr  nähern  sich 
die  beiden  Massenverteilungen  der  homogenen  Belegung  und  können 
der  letzteren  über  jede  beliebige  Grcnzo  der  Genauigkeit  hinaus  naho 
gefülirt  werden. 

Für  die  letztere  Verteilung  kennen  wir  bereits  die  Dichte;  sie  ist: 


Diese  Formel  gilt  aber  nur  für  solche  Punkte,  in  denen  von 
allen  Seiten  gleichmässig  Masse  abgelagert  wird;  sic  gilt  daher  hier 
nicht  für  Punkte  des  äussersten  Kreisringes. 

Um  für  diese  die  Dichte  zu  finden  (Fig.  7.),  construieren  wir 
von  0 aus  ein  orthogonales  Coordinatensystcm,  dessen  Z-Achse  senk- 
recht zur  Kreisfläche,  und  schneiden  durch 

1)  die  Ebenen  z = const  und  z-\-dz  — const', 

2)  die  Cy linder  im  Abstande  (a-f-£°)  und  (a-)-£0-|-</a)  von  der 

Z-Achsc, 

3)  die  durch  die  Z-Achse  gelegten  Ebenen  cp  = Const  und 

cp~\-(lcp  = Const' 

ein  Element 

(o-|- 1°) . dtp  .dz. da 

aus  dem  äussersten  Kreisringe  heraus  und  berechnen  die  Summe  dm 
der  hineinfallenden  Massen. 

Ist  <5a(«*o,*)  die  Dichte  des  Endringes  im  Punkte  (£°,  z)  und 
d(a— a)( £o, ,)  die  entsprechende  Dichte  des  Ringes  mit  der  Achse 
ö — ff,  so  ist: 

t*u  lxv.  4 
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Hu  s mann:  Ueber  äquipotentiale  Massenverteilungen, 
dm  = J (a  + £°)  • d(p  .ds.d^.ö(a  — q~ |- £)(£o;.) 


£=<F° 

— (a+ 1°)  • (1<P  • dz  • J ” d(a  — Q + • dl, 

wo  l die  X-Coordinateu  der  Hingpunkte  in  Bezug  auf  Sl , den  Mit- 
telpunkt der  äussorstcn  Kreisfläche,  darstellt.  Es  lässt  sich  aber  auf 
folgende  Weise  die  Dichte  d(a — p-f-£)(£«s)  durch  die  Dichte  im  End- 
ringc  da(£o,)  ausdrücken. 

Es  ist  nach  Formel  D hei  gleichem  t: 

dart  da'0 


a . arc  cos 
ferner  nach  C: 

<5(l' 


[2a2—  R- 

'2a'2  — R- 

2 a2 

a . arc  cos 

2a'2 

arccos | 

faf2+(a/-{-^ 

[ 2a 

arccos  | 

[2a'2— 1 
2a'2 

• d«'o 


a 

a 


Es  ist  aber: 

setzen  wir  daher 

so  ist: 

und: 

daher: 


fa'24- 

(<•'+  iV)s  - ?2 

arccos  [ 2a'(a'-f  |V) 

2a2 — 7i’2 1 

arc  cos 

2a2  1 

. ii 


£°a'  = $°«  + a — a\ 
a'  = (a — p-j-  £), 

. ■a,+IV*>rt  + |°«  = (fl  + S0); 


. v arccos . 

P + S L . 


d(«— (>  + £)(£«,)  = 
und: 

£=<> 

dm  = CoilSt(a -|-£0)  . / (a — p-|-£)-arc  cos 


r(a“?+ö*+^«+^-!?2)‘ 

|_  2(«  — _J 

2a2  — öao 
2a2 


arc  cos 


•(a-^t)2^(a^ö)2^ 

2(a— p-f  |)(a-fl°j 


dt 


Durch  Division  mit  dem  Volumelement:  (a-f-£°) . dtp. dz. dt  erhalten 
wir  die  Dichto  4e  im  Punkte  (^°c)  gleich 
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X 


Je  = Const  / 2(a  — q -f-  £) . arc  cos 
¥ 


(«_ - 9 + J )*  + ^+1T  -e8 
2(a- ? + {)(«+!“) 


.d'i 


Const 


j\(a- 


wo  <p  den  der  Seite  g des  Dreiecks  ($>,  «+1°,  a-f -q — £)  gegenüber- 
liegenden Winkel  bedeutet,  oder: 


Je  = Const  / 2ä  . c/|, 


wo  ä der  zu  9 gehörige  Rogen  im  Kreise  (a  — (>-{-£)  ist. 
Es  stellt  aber  das  Integral: 


die  Fläche  2F  dar,  welche  in  der  Ebene  z = const  der  um  den  Punkt 
(£°,  z)  mit  q = — z*  beschriebene  Kreis  von  einer  in  derselben 

Ebene  liegenden  Kreisfläche  abschneidet,  die  mit  « um  die  X-Achse 
beschrieben  ist  (Fig.  8.). 

Bewegt  sich  in  der  Ebene  z = const  ein  Punkt  aus  dem  End- 
ringe heraus  in  das  Innere  des  sphärogenen  Körpers,  so  schneidet 
dieser  Kreis  stets  seine  vollo  Fläche  ab;  folglich  ist  für  solche  Punkte 
die  Dichte  J constant  und  zwar  proportional  der  Kreisfläche: 

(ye2 — z*)n. 


Für  den  Punkt  (£°z)  ist  2F  gleich  der  ganzen  Kreisfläche  p2.rc, 
vermindert  um  die  Ergänzungsfläche  2 F\  also: 

2 F=  (R--z2)n  — 2F'. 

Es  ist  aber: 

F' — D+Sec  — S^ 
wo 

D die  Fläche  des  von  «,  «-f-£°  und  q gebildeten  Dreiecks, 

Sa ' die  Fläche  des  vom  Radius  g und  der  X-Achse, 

S9  die  Fläche  des  von  den  Radien  q eingeschlosscnen  Kreis- 
sectors  bedeuten.  Dabei  ist: 

D = | . y4(ö+I«)*a*— [«*+(«+{»)— 

4*  * 
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Sw  = Q: 


'.  j~7r  — arccos^ 


q2  -f-  (n  -|-£0)2  — «2 


2 («+$> 

c _ , /a’+Ca-K0)*-^ 

Äy  _ a .arccos  2(«+|>  / 


)]• 


Es  ist  daher: 


Je  = C.2F=  C.^n-ZiD  + Sa—Sy)] 


Dabei  ist  für  Punkte:  £°  = — 9,  d.  h.  für  Punkte,  die  auf  der  Grenze 
des  Endringes  liegen: 


D = 0,  Sf  = 0,  5„'  = 0. 


Daraus  ergiebt  sich  die  Bestimmung  der  Constanten  C.  Für  derartige 
Punkte  ist  nach  Formel  D: 


M2—z- 

nach  obiger  Formel  aber: 

Je  — C.(7?2-Ä2)7r; 


daher: 

und: 


C = 


4j) 

R2.  n 


Jf.  = JPn  * [(“®* — **)* — 2(Z> + Sa' — Sy)] . J0 


Die  gefundenen  Formeln  gestatten  leicht,  die  Dichte  in  allen 
Punkten  sphfirogener  Körpör  anzugeben,  die  irgend  einer  homogenen 
ebenen  Fläche  äquipotential  sind,  wenn  diese  von  Kreisen  oder  Ge- 
raden begrenzt  wird;  eine  besondere  Berechnung  erfordert  jedesmal 
die  Dichtenbestimmung  innerhalb  der  Eckkugcln: 


§.  10. 

Potential  sphärogencr  Körper  auf  innere  Punkte. 

Um  das  Potential  sphärogencr  Körper  auf  innere  Punkte  zu 
finden,  denken  wir  nur  jede  der  erzeugenden  Kugeln  in  unendlich 
viele  conccntrische  Kugelschalen  zerlegt. 

Während  auf  äussere  Tunkte  die  ganzen  Massen  der  erzeugenden 
Kugeln  einwirken,  kommen  bei  einem  inneren  Punkte  diejenigen 
Schalen  dieser  Kugeln  in  Wegfall,  welche  den  Punkt  umschlicssen, 
da  das  Potential  einer  homogenen  Kugclschalc  auf  einen  inneren 
Punkt  eine  Constante  ist.  Bei  Berechnung  des  Potentialwcrtes  werden 
wir  daher  nur  diejenigen  Schalen  der  erzeugenden  Kugeln  zu  berück- 
sichtigen haben,  für  welche  der  afficierto  Punkt  ein  äusserer  ist. 
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Betrachten  wir  zunächst  einen  Punkt  P(Fig.  9)  innerhalb  eines  sphä- 
rogenen  Cylinders  mit  den  Coordiuaten  2,  y — 0,  x = 0.  Auf  diesen 
Punkt  wirken  noch  mit  ganzer  Masso  ein  die  Kugeln,  deren  Ober- 
flächen durch  ihn  hindurchgehn,  von  den  darauf  folgenden,  den  Punkt 
P umschliessenden  Kugeln  aber  nur  derjenige  kugelförmige  Teil  ihrer 
Masse,  welcher  die  Entfernung  RH  des  Punktes  P vom  Mittelpunkte 
zum  Radius  hat.  Denken  wir  uns  daher  die  Massen  dieser  Kugeln 
auf  die  /-Achse  in  den  Elementen  dm  etc.  concentrirt,  so  verhalten 
sich 

dm:dm 1 ...  dmn  = R3:Rt3  ...  7?n3, 

so  dass  also: 


dmn 


RJ 

W 


dm 


V(**+y*j* 


n* 


.dm. 


Es  ist  aber  nach  §.  5.  die  Dichte  t*  der  dem  Cylinder  äquipotentialen 
linearen  Masse  ausgedrückt  durch  die  Dichte  <50  in  unmittelbarer  Nähe 
der  Achse  des  sphärogenen  Cylinders: 

dm 2 7t  R* 

E = ds  = “3“ ' d°‘ 

Diese  Formel  gilt  nur,  wenn  der  afticierte  Punkt  ein  äusserer  ist-, 
liegt  derselbe  im  Innern  des  Cylinders,  so  wird  die  zugehörige  lineare 
Dichte  €i  ausgedrückt  sein  durch: 

dmu  Y(z*-\ -y*)3  2nR2  f 

€i  ~ ds  ~~  R*  ’ 3 d° 

2tt  VSH ~y*y* 

5=5  3 * R Ö°- 


Danach  lässt  sich  das  Potential  P für  einen  inneren  Punkt  leicht  be- 
rechnen. 


Wir  zerlegen  dasselbe  in  zwei  Teile  P,  und  deren  erster  her- 
rührt von  den  Kugeln,  welche  gauz  ausserhalb  des  afficiertcn  Punktes 
liegen;  der  zweite  von  den  in  Betracht  kommenden  Teilen  der  übrig 
bleibenden  Kugeln: 

P = Pt  + 

Alsdann  ist: 


in  YR* 

y 


u=0 

2z2 -YR2' 


R 


• dr 


<0 

R 
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Das  Potential  P,  lässt  sich  nach  §.  5.  ohne  Schwierigkeit  aufstellen. 


Um  das  Potential  für  einen  Punkt  P im  Innern  eines  sphärogc- 
nen  Kreisringes  zu  berechnen,  denken  wir  uns  durch  den  Punkt  P 
eine  Ebene  senkrecht  zur  Ringebene  gelegt,  welche  die  letztere  in 
der  F-Achsc  schneideu  mag.  Betrachten  wir  ferner  die  erzeugenden 
Kugeln  als  zusammengesetzt  aus  lauter  homogenen  Kugelschaleu , so 
sind  für  den  Punkt  P die  Potentiale  derjenigen  Schalen  constant, 
welche  denselben  umschlicssen.  Ziehen  wir  daher  die  Verbindungs- 
linie Rh  vom  Punkte  P nach  dem  Mittelpunkte  einer  ihn  umschlies- 
senden  Kugel,  so  wird  nur  die  Masse  der  Kugel  (Rn)  nach  dem  Mit- 
telpuuktselemcnto  elmn  zu  concentrircn  sein.  Es  würden  sich  daher 
die  Massen  in  den  Elementen  (hin,  soweit  sie  innerhalb  einer  um  P 
mit  dem  Radius  R beschriebenen  Kugel  liegen,  verhalten  wie  die 
Kuben  der  Radien  R, 4, also  dm : dmx : ...  :dm„  = R3: Rt3 : ...  :72«3. 

Es  ist  aber: 


und: 


Rh*  = = 22-K«  + y)*+«2  — 2«(a-f  y)  COS  (pn 

, R»3  , VF-FF2)3  , 

(Win  — ^ ' pj  ‘ . dm  ] 


ferner  nach  §.  6.: 


daher: 


Nun  ist: 


dm  2 


n 


R3 


ds 


■ V» 


Bi 


di/),i  2 

ds  3 


3*  ' \2a2  — R2~\  ‘ a 

arccos[-2a”J 

* V5‘+?»8)3 


arc  cos 


2a2— R2 
2a2 


a 


V 


3 

o r*"a- 

V 


dq> 


-fi 


Z 7t  t r 9 I on 

3 [2a2— 


arc  cos 


2 — R2~\ 

2 a2  J 


7t 


\2a2— P2] 

arccos 

2a2  J 

WO 


P = — 2rt(«-f-^)  sin 


(o-hf)2+q2  — 7Z2-h  z* 

2a{a-\-y) 


(p  = arccos 


H u s m arm:  Lieber  äquipotentiale  Massen  verleiht  ntjen . 


00 


Für  Punkte  (y  = 0,  3 = 0)  in  der  ringförmigen  Achse  ist  dem- 
nach: 


wo 


8«2  71 

3 “ r 


— sin  ?]  • 6 

arecös  I — 2a^~ 


o» 


[2a2 — ff2 

<p  = arccos  I — ^ 


Bei  einer  sphärogenen  Platte,  die  einer  homogenen  ebenen  Be- 
legung entspricht,  werden  von  allen  Kugeln,  die  in  gleicher  Entfer- 
nung vom  Punkte  P liegen,  gleiche  Kugelschalen  fortfallen. 

Denken  wir  uns  durch  den  Punkt  P senkrecht  zur  Eeitebenc  die 
Z-Achse  gelegt  und  um  den  Fusspuukt  derselben  in  unendlich  kleinen 
Abständen  von  einander  conceutrische  Peripherien  beschrieben,  so 
wird  die  Masse  eines  dieser  unendlich  dünnen  Kreisringe  in  der  Ent- 
fernung Jlu  vom  Punkte  P ausgedrückt  sein  durch  die  Formel: 

dmH  = 2nyu . dy.[X,h 

in  der  Entfernung  Jf  aber: 

dm  II  = 2 TT  yu . dy . pp. 

Da  aber  die  ebene  Massenverteiluug  völlig  homogen  ist,  also  auf 
gleiche  Flächeuelemente  eine  gleiche  Anzahl  von  Kugeln  fällt,  so  ver- 
halten sich  die  Massenelemente , d.  h.  die  Dichten  wie  die  Massen 
der  zugehörigen  Kugeln,  oder  wie  die  Kuben  der  Kugelradien: 

ft/t: p,:  ...  :(tn  = R3:Rj3:  ... 

Es  ist  aber  nach  den  beiden  obigen  Formeln: 


und  nach  der  letzten: 


daher : 


t*»  = 

dmu  yit 

fiR  " 

dm  y„ 

M H = 

R»3. 

(IR 

R3  * 

dmn 


y»  Rn^ 
yn  * jR3 


. dm. 


Zerlegen  wir  nun  wie  oben  das  Potential  der  ganzen  sphärogenen 
Platte  in  zwei  Teile:  Py-\- P.z , deren  erster  herrührt  von  den  Ku- 
geln, für  welche  der  Punkt  P ein  äusserer  ist,  der  zweite  aber  von 
den  sämmtlichen  übrigen  Kugeln,  so  ist: 
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V*ä*-ä*  \rn'-z* 

r°-  =,/*  j£ = ^/*w+*.* 

tf—O  y=o 


*2  7t  fl 

V R*— . 

[4  + 2 J»=o 

5=3  w * 

TT. ja  [ 

P4  — 34  ] 

- 2 i 

. P3  J- 

Würde  die  ganze  Ebene  die  homogene  Dichte  n haben,  so  würde  das 
Potential  P,  sich  umwandeln  in 


v=/ 


f ü»-i* 

27 xy  ,<ly  . fx 


V y*  "f* z<i 

v=o  1 y r 
27Efl.[P z]. 


Daher  kann  man  das  Potential  einer  sphärogenen  Tafel  für  einen 
inneren  Punkt  aus  dem  Potential  für  einen  äusseren  Punkt  einfach 
erhalten,  indem  mau  von  demselben  die  Differenz 


subtrahirt. 


Dp. 


P4  — zK' 
2 P3 


Durch  diese  wie  Überhaupt  sämmtlicho  im  Verlaufe  der  Unter- 
suchung gefundenen  Formeln  sind  die  Potentiale  nur  bis  auf  additive 
Constanten  genau  bestimmt. 
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III. 

Potential  des  sphärischen  Dreiecks. 


Von 

R.  Hoppe. 


Ein  sphärisches  Dreieck,  wie  jedes  Dreieck,  lässt  sich  in  3 Drei- 
ecke zerlegen,  deren  eine  Ecke  ein  beliebig  gewählter  Punkt  ist. 
Wir  wählen  als  gemeinsame  Ecke  den  Punkt  D,  welcher  auf  gerader 
Linie  mit  dem  Mittelpunkt  M und  dem  vom  sphärischen  Dreieck 
ABC  angezogenen  Punkte  /'  liegt.  Fällt  dieser  innerhalb  ABC,  so 
lat 

ABC  = BCD  + CAD-\-ABD 

In  andern  Fällen  sind  irgend  welche  dieser  3 Teile  negativ  zu  rech- 
nen, unter  Umständen  auch  die  ganze  Kugelfläche  zu  addiren.  Es 
handelt  sich  also  zunächst  nur  um  Berechnung  des  Potentials  V eines 
solchen  Dreiecks  ABU. 


Sei  D Anfang  sphärischer  Polarcoordinaten  cp,  tp,  und  zwar  tp 
sphärischer  Radiusvector  von  1)  aus,  tp  Azimut  von  DA  aus;  dann 
ist  das  sphärische  Flächenelemeut,  wenn  mau  den  Kugelradius  «=  1 
setzt, 

= dtpdtpsiutp 


Bezeichnet  r die  Entfernung  desselben  von  P,  und  ist  MP  = e,  so 
hat  man: 

r2  = e2- j-1  — 2c  cos  ig  (1) 


Die  Anziehung  der  Flächeneinheit  in  der  Entfernung  = 1 auf  den 
Punkt  P sei  = 1 ; daun  ist  das  Potential  eines  sphärischen  Flächen* 
Stücks 


V 


dtp  dtp  sin  tp 

r 
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Wir  lassen  erst  ip  über  die  Transversale  DN  = i/>0,  dann  tp  über  den 
Winkel 

ADB  = v 


variiren;  dann  ist  das  Potential  des  Dreiecks  ABD 

o 

dip  sin  »h 


V 


r=/Svf- 


r 


(2) 


oder,  da  nach  (1) 
ist, 


o o 
rdr  = cöi/'Sin  rp 
<P=  >{'o 


F _ \fsVf 

0 ij/=0 


di' 


(3) 


Je  nachdem  P ausserhalb  oder  innerhalb  der  Kugel  liegt,  hat  inan 
für  t{>  = 0: 

r =■  + (c  — 1 ) 


Ist  entsprechend  der  oberu  Grenze 

r02  = e2-|- 1 — 2c  cos  % 


so  wird 


V 


1 /*  _c  — 1 

V = -J  r0d<pT  — v 


(4) 

(5) 


Sei 


DE  = 2h 


das  sphärische  Lot  von  1)  auf  AB , also  Kathete  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  DEN-,  dann  hat  inan: 

cos  EDN  = cos(EDA  — <p)  — tg  2h  cot  % 

und  nach  Differentiation: 


d<p  sin  EDN  = 


also  nach  (4) 


dip0  tg  2/t 
sin2i|>0 


dep  = — 


r0Br0tg2h 


e8in3t|;oy  1 — tg22/iCOt2ip0 
r0  &r0  sin  2h 

c sin2tf/0  V cos  *2/1  — cos2i//0 
Dies  cingeführt  in  (5)  giebt: 


r02  dr0  sin  2h 


siu2ipoy  cos22A  — cos2i|>0 


6 — 1 

-|- V 


wo 
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PA  = r, ; PB  = r2 

Nachdem  mau  gemäss  (4)  in  r0  ausgedrückt  hat,  kann  man  r statt 
r0  schreiben  und  erhält: 


„ P 8er2  0r  sin  2/i 

*/  [4c2 — (c2-f-  1 — r2)2]  >/4e“COS-2/i  — (e2- 


(e2-f-l  — r2)2 


e — 1 

= 4-  v 

kO  > A 


-/ 


8er2örsin2/<  c — 1 

'/ '“s  ‘ J 


[(e-f  l)a — r2][r2 — (e  — 1)"  V'  (»*2  — » 2)  (r2  — r/i2£'2j  c 


wo 


m 


2 = e2  -f-  l -{-  2c  cos  24 


e2  -f- 1 — 2c  cos  2/i 
* = l-f  2ccos  2/i 

gesetzt  ist.  Der  rationale  Bruch  lässt  sich  folgendermassen  zerlegen 

Bcr2 _(c  + D*  ,9  (c- 1)2 

£(e-f- 1)2  — r2J  [r2  — (c  — l)2]  (c-f  l)2  — r2"^- r2  — (c  — l)2 


2r2 


(e-f- 1)2  — r2  2c  cos2/i  r2  — (c — l)2  ”r  2c  cos2/i 


(c  — l)2  m2 — 


wr 


J 

• O />  enew, 


Der  Ausdruck  zerfällt  demnach  in  4 Teile: 


nämlich : 


Vt 


“ 2sln2A/(H 


i“  i',+i»+rs+^ 


r.= 


(e  -f  1 )2  — r2  y (w5ä  _ (r*  — toV2) 

r* 

(e — l)2  . . /*  m2 — r2 


, . r 

8 J r* — (e — l)a 


V (//i2 — r2)(r2 — infk'*) 


(6) 


1-  ™2*  i.  /* 

c t/  V(»i2  — r2)(r2 — wi2&  2) 


ir  —«—1 

4 = + —r~v 


Hier  ist  V3  elliptische  Function  1.  Gattung  für  den  coujugirteu  Modul 
F,  Vx  und  F2  3.  Gattung  in  der  Form,  in  welcher  sic  sich  direct  in 
Jacobi’schcn  Functionen  darstellen  lassen.  Sei 
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H—CO 


0,(tt,  T)  = £ e-H,r+2nm 

H=— «0 

//1(M)  *)  = ~£  e-(H  + J)»r4(2n+l)»« 


M = — CO 


0(w,  t)  = Sx(u  — R,  x) ; /T(m,  x)  Ht (u — R,  x) 

dann  wird  r bestimmt  durch 


— j—  1 — 2e  cos  2 h 
t cos  2 h 


0(Q.*>  _ v , lA’+i-a 

^i(0,  x)  f 

ferner  u durch 

@,(m,  x)  r _ 


6 (“’ ')  V(e*+l)*-4e*C08‘2A 

x)  1 | /r*  — m2k '* 

0 (w,  x)  m p 


//(«,  r) 


,*)  _ 1 l M 
, xj  m |/ 


2 


0 (w,  x)  mV  k 
Nach  dieser  Substitution  wird  sogleich 

7=^=  = - ^ e,»(o, «) 

V(m2— r*)(r*~  mU'J)  *» 


Ferner  werden  2 Parameter  A,  p.  bestimmt  durch 


0,0  Hi A 


m 


00  //t»A 


« + 1 


000,/A 


»77,00a  2y«siu/i  77,00a  2y « sin  A 0,00a 

00  ///ft  sin/*  # 0,077,7,11  *cos/i 

iH^e'ip  = V"cös2Ä  * JÜÖÖS  “ Vcos2/* J 

0 00  ip e — 1 

• 11  1 


= COt/i 


(7) 


(S) 


(9) 


(10) 


0,O0,»fi 


m 


Führt  man  dies  ein,  und  geht  u für  r = r,1,  r2  über  in  so 

kommt: 

e-f-1  tÄ*A0*A0jtA  P 012m0w 
Tl==  c /pi  J 0(w  + tA)(0(tt—  *A)  (11) 

«i 

ß — 1 iHipGip&iip  /*  H2udu 

V*aJr  e Hx  *>i  J J3r1(t*-|-»jÄ)jy1(u — 1>)  ' 
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Gl 


m 


r3  = - tg  ä . — ttt) 


(13) 


and  nach  Integration: 

V 1 " { 2 0g  e (m* — ü) ö(Ml  +iA)  * Hx'il M| ) j 


r.  = + 


e— 1 ( * , »»  .Hxip/  i 


(14) 


wo  das  obere  Zeichen  einem  äussern,  das  untere  einem  innern  Punkte 
P entspricht. 

Hier  ist  e die  einzige  von  der  sphärischen  Figur  unabhängige 
Grösse,  die  demnach  für  alle  Teile  derselben  gleichen  Wert  hat  Die 
Zeichen  t,  A,  p,  w„  us,  m,  h hingegen  haben  in  allen  3 Teildreiecken 
Terschiedene  Werte.  Wir  wollen  letztere  nach  folgender  Tabelle  be- 
zeichnen: 


Im 

Dreieck 

sei  gesetzt  für 
m h k x 

A 

P 

«1 

Mg 

V 

BDC 

mj  ht  1ct  r, 

Ai 

Pi 

«1 

Ul' 

Vl 

CDA 

Äg  Ag  Tg 

As 

Pi 

Mg 

V 

** 

ADB 

A*s  t3 

A3 

Pa 

«3 

V 

*3 

Ausserdem  sei  der  Kugelradius  jetzt  = c,  und  bezeichne  V das  Poten 
tial  des  Dreiecks  ABC.  Liegt  D innerhalb  ABC,  so  ist 

vi  + v*  + v3  = 4R 

and  man  hat: 


c ic  j 0(u, — j'Aj  ) 0(u2— / A2)  0(m3— * As) 

e 2 10g  \e(th+tA1)e(fif-HA1)Ö(u3+.A8)  * 

e(  y+a,)  0(  V+/A«)  ew+nj) 
®K' -ajeM-aj  e<y — »a  3)f 

, « — etc  i H^—ip^H^—ip^H^—ips) 

~ e 2 l0g  * 


wo,  gültig  für  die  Indices  1,  2,  3, 


G = 


(15) 
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m2  = e2  c2  -|-  2ce  COS  2h 
( mk ')2  — e2-\ -c2 — 2ce  cos  2h 

0(0,  r)  ®i(w,  t) r # 0,OAT) r* 

0,(0,  t)  ' ‘ 1 0 («,  r)  m~[/  Je'  ’ 0 (m',  rj  m~\/ k’ 

rä  =>  **</  = AP;  r,  = r3'  = P7J;  r2  = r/  = CP 

0,(0, _T)0  (/A;  r)  _ 0 (0,  t)H  (?>,  T) 

0 (0,  t)0,(a,  r)  “ *0,(0,  T)//,(//i,  r)  Tg  4 

ist,  und  der  nicht  geschriebene  Modul  r immer  den  gleichen  Index 
mit  dem  Argument  hat. 


Seien  nun  ca,  cß,  cy,  unterschieden  durch  die  Indices  1,  2,  3, 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  3 Ecken,  £,  £ die  des  ange- 

zogenen Punktes  P für  den  Anfangspunkt  M und  beliebige  Axen- 
richtung;  dann  handelt  es  sich  darum  V als  Function  von  £,  7/,  £ 
darzustellen. 


Zunächst  hat  man: 

«a  = 42+>?2+£2 

r32  = r2'2  =--  (I  — ca,)2 -{-(?/  — c/?,)2-j-(£—  ey,)2;  etc.  oder 
= ß2  + c’a  — 2c(|«,  + -f  £y,) ; etc. 

Den  Wert  von  h findet  man  leicht  auf  trigonometrischem  Wege,  so- 
fern 2h  das  sphärische  Ilöhcnlot  im  Dreieck  DCD  ist.  Hiernach 
hat  man: 


sin  2/i,  = sin  BD  sin  CBD 


-1—,  V {sin2 PC—  cos2 HD  — cos2  CD 4-2 cos PCcos ZiDcos CD\ 
sin  HC  r 1 * 

'cos2Z*Z)-f-  cos2CD—  2 cos  ZiCcos  PZZcos  CD 


cos 

und  zwar  ist 


2/,,  = y< 


1 — cos2  PC 


cos  nc  = 
cos  BD  = 

cos  CD  — 


“1"  7*7$ 

gs£+feq+yg£ 

c 

iy»? 

c 


woraus  durch  Vertauschung  der  Indices  die  Werte  von  cos2/i2,  cos2/<3 
hervorgehen. 

Geht  JlfP  nicht  durch  APC,  so  geht  cs  durch  eins  der  Dreiecke 
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A'HC,  AB’C , ABC ', 

AB'C ',  A'.ÖC",  vt'/PU, 

A'.ö'e", 

wo  -4',  .ö',  C'  die  diametralen  Gegenpunkte  von  A , if,  C sind.  Je- 
nachdcm  1,  2 oder  3 Ecken  Gegenpunkte  sind,  ist  1,  2 oder  3 der 
Teildreiecke  negativ  zu  nehmen.  In  den  2 ersten  Fällen  wird 
einer  der  3 Winkel  hei  D gleich  der  Summe  der  beiden  andern  und 

c c 

hebt  sich  dagegen,  so  dass  der  Term  4R<?  wegfällt.  Die  beiden 

letzten  Fälle  kann  man  aber  auch  auf  den  ersten  und  den  ursprüng- 
lichen zurückführen , indem  man  statt  des  convexen  Dreiecks  ABC 
das  concave , welches  jenes  zur  Kugeliläche  ergänzt,  in  die  entspre- 
chenden Stücke  zerlegt.  Dann  hat  mau  ursprünglich: 

v=  F,+  v,+  V., 

und  in  den  3 Fällen: 

V-  V,+  Ks-K, 

V-  + IV) 

v=  F0-(F1'+  IV  + Ka') 

wo  i'0  das  Potential  der  Kugclflächc,  nämlicli 
8Rc~ 

für  äussern,  BRc  für  innern  Punkt, 

c 

bezeichnet 

Der  Uebergang  aus  einer  Lage  von  P in  die  angrenzende  ge- 
schieht, indem  D eine  Dreiecksseite,  dann  die  Verlängerung  einer 
andern  überschreitet.  Auf  der  Grenze  verschwindet  das  entsprechende 
h ; mau  kann  es  von  da  als  negativ  betrachten.  Dasselbe  gilt  von  ft ; 
dagegen  wird  A = |r.  Der  entsprechende  Term  von  V verschwindet 
und  wird  bei  fernerem  Wachsen  von  A negativ. 

Bei  verschwindendem  ft  wird  für  ein  im  Dreieck  gelegenes  /), 
wo  zwischen  und  u2  der  Wert  n = R liegt,  die  zu  integrirende 
Functiou  in  (12)  unstetig,  sofern  H^u  + ip)  zwischen  den  Integrations- 
grenzen  verschwindet.  Aus  Gl.  (5)  ist  zu  ersehen,  dass  daun  der  be- 
treffende Term  nicht  verschwindet,  sondern,  da  r constant  = e — c 
wird,  sich  gegen  den  4.  Term  hebt,  so  dass  der  ursprüngliche  Fall 
bei  erster  Ueberschreituug  einer  Dreiecksseite  stetig  in  den  folgen- 
den übergeht,  in  welchem  der  4.  Term  null  ist.  Bei  Ueberschreituug 
einer  Seitenverlüngerung  hingegen  kann  zwischen  den  Intcgralgrenzen 
u nicht  =R  werden;  die  3 ersten  Terme  sind  also  stetig  und  der 
4.  Term  bleibt  null. 
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Die  Formel  für  das  Potential  eines  Dreiecks  gilt  offenbar  für 
jedes  Vieleck,  wo  nnr  die  Auzahl  der  homologen  Stücke  gleich  der 
Seitenzahl  zu  setzen  ist,  die  Form  aller  Bestandteile  von  V aber  die- 
selbe bleibt. 

Der  Fall , dass  einer  dieser  Bestandteile  nicht  elliptisch  ist , tritt 
ein,  wenn  die  in  1)  zusammen  stossenden  Seiten  eines  Teildreiecks 
Quadranten  sind.  Hier  nämlich  wird  2h  = R,  hf  = 1,  und  umgekehrt. 
Man  hat  demnach,  da 

»o  = 

ist,  nach  Gl.  (5)  für  das  Tcildreieck: 

y „ Ve2-j-cgHF(e  — g) 

e 

für  die  Halbkugel,  deren  Pol  Z), 

V - 4 Re  *»+?  + («-«> 

e 

Subtrahirt  man  dies  vom  Potential  der  ganzen  Kugclfläche,  so  erhält 
man  für  die  abgekehrte  Kugelhiilfte: 

V = 4Re  1 ±c-j/£±? 

e 

mag  P ausserhalb  oder  innerhalb  der  Kugel  liegen. 
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IV. 

Elemente  der  Determinantentheorie. 


Von 

R.  Hoppe. 


Die  folgende  Bearbeitung  geht  aus  dem  Gesichtspunkt  hervor, 
dass  die  der  Determinantentheorie  eigentümlichen  einfachen,  allge- 
meinen und  weitgreifenden  Schlüsse  ihren  eigentlich  instructiveu  Keru 
bilden,  der  nicht  durch  umständliche  Methoden  verdeckt  werden  darf. 
Alle  Vorbereitung  durch  specielle  Rechnung,  alle  unnötige  Zerlegung 
verwerfe  ich  und  zeige,  dass  zur  Herleitung  keiues  elementaren  Satzes 
eine  Anwendung  der  Unterdeterminanteu  erforderlich  ist.  Die  Kenut- 
niss  der  letztem  ist  deshalb  nicht  überflüssig. 


§.  1.  Gesetz  der  Determinnntenbildung. 


Die  Determinante  eines  Systems  von  n Reihen  zu  je  n Elementen, 
die  sich  demgemäss  folgendcrmassen  in  ein  Quadrat  ordnen  lassen 


11  l | 

<i]  du  ...  fl» 

i 

2 2 2 
fl j fl o ...  Uh 


(D) 


M *»  U 

CI j Cfg  ...  fl» 


wird  erhalten,  indem  man  das  Product  der  in  der  Diagonale  von  liuks 
oben  nach  rechts  unten  stehenden  Elemente 


12  n 

u 1 flj  . . . fl« 


bildet,  dann  die  untern  Iudices  alle  Permutationen  durchlaufen  lässt, 
und  bei  jeder  Vertauschung  von  2 Indiccs  das  Vorzeichen  des  Pro- 
ducts wechselt,  endlich  alle  so  erhaltenen  Productc  addirt. 


Teil  LXY. 


5 
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Sic  wird  bezeichnet  durch  das  geordnete  System  von  nn  Elementen 
zwischen  2 Verticalstrichcn,  wie  oben  zu  sehen  ist.  Je  nach  der 
Reihenzahl  n heisst  sic  «ter  Ordnung. 

Statt  der  untern  Indices  kann  man  auch  die  obern  permutiren-, 
oder  was  dasselbe  ist  die  Horizontalreihen  lassen  sich  zu  Vertical- 
reihen  machen  und  umgekehrt;  die  Determinante  bleibt  unverändert. 


§.  2.  Beobachtungen. 

1)  Jeder  Term 
Reihe  (horizontalen 
als  Factor. 

2)  BeiVertauschung  zweier  parallclcnReihen  wech- 
seln alle  Terme,  folglich  auch  die  Determinante  ihr  Vor- 
zeichen, ohne  Veränderung  ihres  absoluten  Wertes. 


cincrDeterminante  enthält  a u s j e d e r 
wie  verticalen)  ein  und  nur  ein  Element 


§.  3.  Lehrsätze. 

1)  Sind  2 horizontale  oder  2 verticale  Reihen  in  allen  entspre- 
chenden Elementen  einander  gleich,  und  man  vertauscht  sie,  so  bleibt 
natürlich  die  Determinante  unverändert.  Nach  Beob.  2)  vertauscht 
sie  aber  ihr  Vorzeichen.  Folglich  ist  sie  null,  und  man  hat  den  Satz: 

Eine  Determinante  mit  2 gleichen  parallelen  Rei- 
hen ist  uull. 

2)  Nach  Beob.  1)  müssen  alle  Terme  verschwinden,  sobald  alle 
Elemente  einer  Reihe  verschwinden,  und  man  hat  den  Satz: 

EincDctcrminnntc  ist  n u 1 1 , w e n n e i n e R e i h e n u 1 1 i st. 


§.  4.  Multiplication  einer  Determinante  mit  einem  Factor. 

Multiplicirt  mau  alle  Elemente  einer  Reihe  mit  demselben  Factor 
7/t,  so  multiplicircn  sich  nach  Beob.  1)  alle  Terme  mit  m und  das 
Multiplicationsgesetz  lautet: 

Eine  Determinante  wird  mit  einer  Zahl  multipli- 
cirt, indem  man  eine  beliebige  Reihe  damit  multipli- 
cirt, 

§.  5.  Addition  gewisser  Determinanten. 

Die  bekannte  Regel  über  die  Multiplication  einer  Summe  s mit 
einem  Factor  m lässt  sich  so  ausdrücken:  mx  ist  gleich  der  Summe 
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der  Werte,  welche  dnreh  Substitution  aller  Terme  von  s für  « aus 
im  erhalten  werden.  Ist  nun  jedes  Element  einer  Reihe  einer  Deter- 
minante dio  Summe  von  k Teilen,  so  hat  nach  Beob.  1)  jeder  Term 
eine  solche  Summe  zum  Factor;  folglich  wird  jeder  Term,  also  auch 
die  ganze  Determinante  widererhalten,  wenn  man  für  jede  der  « 
Summen  gleichzeitig  ihren  ersten,  dann  ihren  zweiten,  u.  s.  w.  end- 
lich ihren  Arten  Teil  substituirt  und  die  k Resultate  addirt.  Das  Er- 
gebnis können  wir  in  zweierlei  Form  aussprechen: 

Eine  Determinante  lässt  sich  in  eine  Summe  von  k 
Determinanten  zerlegen,  die  man  erhält,  indem  man 
jedes  Eie  ment. einer  Reihe  in  k Teile  zerlegt  und  die- 
selben nach  einander  für  die  Summe  substituirt. 

Mehrere  Determinanten,  welche  nur  in  einer  Reihe 
ungleich  sind,  werden  addirt,  indem  man  die  entspre- 
chenden Elemente  der  ungleichen  Reihe  addirt. 

In  Verbindung  mit  §.  4.  folgt  hieraus: 

Sind  A„  /)2,  ...  Dk  Determinanten,  die  nur  eine  Reihe 
ungleich  haben,  und  7n,,  ...  mi  beliebige  Grössen,  so 

kann  man  die  Summe 


m,  1)A  -f-  vu  -f-  v ö* 


in  eine  Determinante  verwandeln,  indem  man  die  un- 
gleiche Reihe  jedes  D mit  dem  zugehörigen  m multipli- 
cirt  und  die  Producte  addirt. 

Jetzt  folgt  in  Verbindung  mit  Lehrsatz  1): 

Eine  Determinante  bleibt  unverändert,  wenn  man 
zu  einer  Reihe  das  «»fache  einer  parallelen  Reihe  ad- 
dirt; mithin  auch,  wenn  mau  von  einer  Reihe  Teile  streicht, 
welche  einer  parallelen  Reihe  proportionirt  sind. 


§.  6.  Multiplication  zweier  Determinanten. 
Sei 

h 11  2 2 n u 

ck  — ak?/h-\-akbt,- {-  ...  akht 


daun  lässt  sich  die  Determinante 


5* 
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1 

1 

1 

C1 

Cq  9 • • 

Cf. 

2 

2 

2 

c\ 

• 

Cj  * t » 
• 

C}. 

• 

II 

• 

» 

• 

f» 

C1 

Cg  . . . 

c» 

h It  h 

nach  §.  5.  bei  successiver  Anwendung  auf  die  Summen  <?,,  ...  cH 

in  ?iM  Determinanten  zerlegen,  die  inan  erhält,  indem  man  für  jene 
Summen  nach  einander  ihre  Teile  substituirt.  Eine  beliebige  der  nH 
Determinanten  ist  dann 


N 


a a ß 

ß P V 

ff,  *,  ff, 

Vg  • • • ff,  2*,| 

a a ß 

ß v r 

ffg  lf1  ff  2 

l)<2  ...  ff g iji 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

] a o ß 

ß V V 

! ff«  ffj  fff.  <f2  • • • ®**  Un 

a ß 

r 

a,  • • • 

ff, 

a ß 

V 

ß V 

ög  ^ t • t 

(h 

... 

• • 

• • 

• 

• 

• • 
a ß 

r 

&U  fff.  • . • 

Of« 

wo  a,  ß,  ...  v beliebige  der  Zahlen  1,  2,  ...  n bezeichnen.  Befinden 
sich  unter  ihnen  irgend  2 gleiche  Zahlen,  so  hat  die  Determinante 
zur  Rechten  2 gleiche  Vcrticalreihen,  und  N ist  null.  Folglich  sind 
unter  allen  Systemen  («,  0,  ...  v)  nur  diejenigen  iu  Rechnung  zu 
bringen,  welche  durch  Permutation  aus  dem  System  (1,  2,  ...  »)  her- 
vorgehen. 

Bei  jeder  solchen  Pcrmutatiou  wechselt  nun  nach  Beob.  2)  die 
Determinante  zur  Rechten  ihr  Vorzeichen  ^mal,  wenn  j)  Vertau- 
schuugen  von  2 Zahlen  dazu  erforderlich  sind,  während  der  absolute 
Wert  ungeändert  bleibt  Setzt  mau  also 
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so  wird 


A 


1 l l 

ttj  a?  . . . an 

2 2 2 

ö|  flj  i • • du 


n n n 

a%  • • • ö» 


iv=  (—  . . . lHA 


Hiernach  ist  A Factor  aller  Teile  von  C.  Die  Coefficicnten  von 
A aber  gehen  aus 

1 2 » 

^1  ^2  • • • bn 


durch  Pcrniutatiou  der  obern  Indices  hervor,  während  ihr  Vorzeichen, 
ausgedrückt  durch  ( — 1 )p,  bei  jeder  Vertauschung  von  2 Indices 
wechselt.  Daher  ist  ihre  Summe  nach  §.  1. 


B -= 


2 

*1 


1 1 

b%  • • • 

2 2 

^2  • • • ^H 


and  man  hat: 


t»  n n 

b%  ...  bn 

ab  = a 


Es  hat  sich  ergeben,  dass  man  das  Product  zweier  beliebigen 
Determinanten  von  gleicher  Ordnung  durch  eine  Determinante  der- 
selben Ordnung  darstellen  kann. 


§.  7.  Auflösung  eines  Systems  linearer  Gleichungen. 

Es  sei  gegeben  das  System  von  n linearen  Gleichungen  zwischen 
n Gesuchten  x2,  ...  xn 

li  li 

«1  x\  “l-fl*  *2  4"  • • • °n  Xn  — tt 

2 2 2 2 
al  X1  4~a2  **+  • • • «»  *»  = U 


h n nh 

ajAfj-j-aj  atj -j-  ...  anxn  = u 
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Die  Determinante  des  Coefticientensystems 


i 

l 

i 

«i 

«2 

• • • 

«n 

2 

2 

2 

D = 

al 

• 

• 

• • • 

«n 

* 

■ 

n 

• 

it 

«1 

• • • 

«M 

Substitution  von 

h h 

ii  für  ak  über  in 

i l 

1 

l 

1 

• . . «* 

-l 

M 

«Jk+1 

• • • 

«M 

2 2 

2 

2 

2 

Dk  = 

rtj  . . . «* 

• • 

• • 

-l 

U 

• 

• 

«4+1 

• 

• 

• • • 

«M 

• 

• 

• • 
n »i 

n 

n 

• 

tt 

• • • flk 

-l 

n 

<**+ 1 

• • # 

«». 

Da  die  u Summen  von  je  « Teilen  sind,  so  kann  man  nach  §.  5.  die- 
jenigen Teile  streichen,  dereu  Coefficienten  den  Vcrticalrcihen  in  77* 

h u 

gleich  sind.  Dann  bleibt  für  n nur  übrig  akx k.  Der  gemeinsame 
Factor  xk  der  fcten  Reihe,  als  Factor  der  Determinante  herausgestellt» 
hat  dann  zum  Coefticienteu  die  Determinante  Z),  uud  es  wird 

Dxk  = Dk 

Ist  nun  D nicht  null,  so  ist  die  beliebige  Gesuchte 

= Dk  : D 


Ist  hingegen  D null,  so  sind  alle  Gesuchten  unbestimmbar;  denn 
wenn  alle  Dk  null  sind,  so  ist  mindestens  eine  Gleichung  durch  jedes 
xk  erfüllt,  wenn  aber  irgend  ein  Dk  nicht  null  ist,  so  zeigt  die  rc- 
8ultirende  Gleichung  einen  Widerspruch  an.  Hieraus  folgt,  dass  für 
D — 0 nicht  alle  « Gleichungen  von  einander  unabhängig  sind.  Vor- 
ausgesetzt, dass  7)  nicht  null  ist,  lautet  das  Ergebniss  im  Anschluss 
au  die  obige  Anordnung: 

Die  Je te  Gesuchte  ist  gleich  einem  Bruch,  dessen 
Nenner  dieDoterminaute  desCoefficienten Systems  ist, 
und  dessen  Zähler  daraus  durch  Substitution  der  Reihe 
der  rechten  Seiten  für  die  fcte  Vcrticalreihe  hervorgeht 

Sind  alle  u null,  so  sind  auch  alle  Dk  null.  Die  resultirende 
Gleichung  zeigt,  dass  dann  entweder  alle  x null  sind,  oder  D null  ist. 
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§.  8.  Elimination. 

Es  seien  m lineare  Gleichungen  zwischen  n Gesuchten  gegeben, 
in  der  Form,  dass  die  rechten  Seiten  Ü sind;  man  soll  m — 1 Unbe- 
kannte elimiuireu.  Man  bilde  eine  Determinante,  deren  erste  m — 1 
Vcrticalreihen  die  Coefticienten  der  Eliminanden,  und  deren  letzte 
Yerticalrelhe  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  bilden.  Nach  Lehrs.  2) 
ist  sie  = 0,  und  nach  §.  5.  kann  mau  alle  Terme  der  Gleichungen, 
welche  die  Eliminanden  enthalten,  streichen.  Hieraus  ergibt  sich  die 
praktische  Regel,  wobei  die  anfangs  §.  7.  aufgestellte  Glcichungsform 
vorausgesetzt  ist: 

Man  ordne  die  Terme  der  Gleichungen  so,  dass  die  Eliminanden 
vor  den  übrigen  Unbekannten  kommen,  streiche  die  Eliminanden 
nebst  den  nachfolgenden  Additionszeichen,  setze  statt  = das  Zeichen 
— , ziehe  links  und  rechts  einen  Verticalstrich,  und  setze  die  so  er- 
haltene Determinante  = 0. 


§.  9.  Unterdcterndiianten. 

* 

Da  nach  Ileob.  1)  jeder  Term  der  in  §.  1.  aufgcstelltcn  Determi- 
nante 1)  einen  und  nur  eiuen  Factor  aus  der  Aten  Verticalreihe  ent- 
hält, so  hat  die  Determinante  die  Form : 

11  2 2 h h >4  M 

1)  — aic  (lk  -f-  tik  -f  ...  (Ik  dk  dk 

und  zwar  ist  dk  eine  Summe  von  Producten  von  je  « — 1 Elementen 
des  Systems  ( D ).  Die  obern  Indices  jener  Elemente  sind  der  Reihe 
nach 

1,  2,  ...  h — 1,  Ä-j-1.  ...  u 

die  untern  in  jeder  möglichen  Reihenfolge 

1,  2,  ...  h — 1,  &-j- 1,  ...  n 

und  mögen  der  Reihe  nach  sein 

o,  ß . . . ft 

Das  Vorzeichen  aber  ist  ( — 1)*,+'/,  wo  und  q die  Anzahlen  der 
Vertauschungen  je  zweier  Zahlen  bedeuten,  welche  nötig  sind,  um  die 
Reihe  1,  2,  ...  n bzhw.  in  die  Reihe  A,  1,  2,  ...  h — 1,  ä-J-1,  ...  n 
und  in  die  Reihe  A,  a,  ß,  ...  ft  überzuführen.  Nach  §.  1.  wird 

h 

demnach  dk  nach  dem  Gesetz  einer  Determinante  aus  einem  System 
von  n — 1 Reihen  zu  n — 1 Elementen  gebildet,  welches  sich  von 
dem  System  (D)  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  die  Ate  Ilori- 
zontalreihc  und  die  /.;te  Verticalreihe  fehlt,  während  der  Aufangsterm 
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der  neuen  Determinante  im  voraus  das  Vorzeichen  ( — 1)A+*  statt 
-j-  hat. 


Die  Grösse  <h  heisst  die  dom  Element  a*  entsprechende  Unter- 


determinante,  und  zwar  ist  ( — 1 )A+*rf*  die  Determinante  des  Sy- 
stems (D)  nach  Unterdrückung  der  /tten  Horizontal-  und  fcten  Verti- 
calreihe. 

Wie  hier  die  Determinante  nach  Elementen  einer  Verticalrcihe 
entwickelt  ist,  kann  man  sie  natürlich  auch  nach  Elementen  einer 
Ilorizoutalreihe  entwickeln. 


Jeden  der  vorstehenden  Sätze,  jede  Anordnung,  Beobachtung  und 
Regel  wende  der  Studirende  nach  Auffassung  der  allgemeinen  Argu- 
mentation auf  Determinanten  2.  und  3.  Ordnung  an.  Eines  weitern 
bedarf  es  nicht,  um  eine  genügende  Vertrautheit  mit  der  Determi- 
nautenrcchnung,  soweit  sie  in  der  analytischen  Geometrie  vorkommt, 
zu  orlangen. 

Für  die  Determinanten  3.  Ordnung  ist  noch  folgende  Bemerkung 
wichtig.  Jede  cyklischo  Pormutation  der  ludices  oder  Roihen,  d.  h. 
jedes  Fortschreiten  in  der  Folge  1,  2,  3,  1,  2,  3 lässt  das  Vorzeichen 
der  Determinanten,  sowie  ihrer  Terme  unverändert;  die  ansteigende 
Folge  (123,  231,  312)  entspricht  dem  -f-  Zeichen,  die  absteigende 
(321,  213,  132)  dem  — Zeichen  jedes  Terms,  und  zwei  — Zeichen 
geben  ein  -f-. 


h 


h 


h 
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Arnes  eder  i Die  Regelfläche  vierten  Grades  mit  zwei  Doppelgeraden.  73 


V. 

Die  Regeltfache  vierten  Grades  mit  zwei 

Doppelgeraden. 


Von 

Adolf  Ameseder. 


Art.  1.  Das  Erzeugnis  zweier  zweideutiger  Puuktrcihen  Jflaa) 
uud  At(ßß')  auf  zwei  windschiefen  Geraden  bzhw.  ist  eino 
Regellläche  vierten  Grades  qp4.  Denn  iegen  wir  durch  eine  willkür- 
lich angenommene  Gerade  g eine  Ebene  A und  weisen  ihr  jene  Ebenen 
If,  Bf  desselben  Büschels  als  entsprechend  zu,  welche  durch  die  dem 
Schnittpunkte  «,  von  A und  Ax  zugeordnetem  Punkte  ß , ß‘  der  Reihe 
gehen;  so  erhalten  wir  dadurch  zwei  zweideutige  coaxiale  Ebcncn- 
büschel  g(A)  und  gr(JB),  welche  vier  Doppelebenen  besitzen.  Jede 
Doppelebene  enthält  zwei  einander  entsprechende  Punkte  « uud  ß 
der  erzeugenden  Reihen,  also  eine  Erzeugende  c selbst;  g wird  dem- 
nach von  vier  Erzeugenden  geschnitten  uud  <p4  ist,  was  zu  beweisen 
war,  von  der  vierten  Ordnung  uud  Classe. 

Einem  Punkte  « von  entsprechen  zwei  Punkte  ß , ß‘  auf 
(und  umgekehrt),  welche  mit  dem  ersten  verbunden  die  in  diesem 

Punkt  sich  schneidenden  Erzeugenden  e = «ß  und  e'=a/3'  liefern. 
Diese  zwei  Erzeugenden  liegen  in  einer  Ebene  («^/a)=r  des  Büschels 
und  bestimmen  mit  dx  zwei  Ebenen  (ßdt)  = d und  (ßr/ft)  = d', 
welche,  wenn  e das  Büschel  A^ee)  durchläuft,  das  mit  diesem  in 
zweideutiger  Beziehung  stehende  Ebeuenbüschel  ^(d,  d')  bilden. 

Die  beiden  Büschel  Afldö')  und  A^ee')  liegen  mit  den  erzeu- 
genden Reihen  d^ßß’),  dflaa')  wechselweise  perspectivisch  und  er- 
zeugen ebenfalls  die  Regelfläche  <p4;  jedes  ihrer  Elemente  d.  h.  jede 
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Ebcue,  welche  dx  oder  d2  enthält,  ist  eine  Doppeltangen teuebene  der 
Fläche,  mit  auf  dx  bzhw.  d»  liegenden  Berührungspunkten,  und  jeder 
Punkt  der  Geraden  dx,  dA  ist  ein  Doppelpunkt  der  Fläche,  die  Tan- 
gentialebenen derselben  in  ihm  sind  durch  dx  bzhw.  d « und  die  ihn 
enthaltenden  zwei  Erzeugenden  bestimmt. 

„Das  Erzeuguiss  zweier  zweideutiger  Gebilde  auf 
zwei  windschiefen  Geraden  dx  und  d s ist  eine  Regel  - 
fläche  vierten  Grades,  welche  dr,  d2  zu  Doppelgeradeu 
h a t.“ 

Art.  2.  Die  durch  einen  Puukt  « von  dx  laufenden  Erzeugenden 
t',  e"  bestimmen  mit  dx  die  zwei  Tangentialebenen  d,  d'  von  cp 4 im 
untersuchten  Punkt.  Durch  die  Schnittpunkte  ß\  ß'f  dieser  Ebenen 
mit  d2  geht  noch  je  eine  Erzeugende  c/,  Cj",  welche  auf  dx  die 
zweiten  Berührungspunkte  a"  von  d resp.  d*  mit  g/4  tixiren. 

Die  Punkte  « und  a"  sind  zwei-zweideutig  verwandt,  die  durch 
sie  gebildeten  Reihen  haben  daher  vier  Doppelpunkte  dx,  dt' , dA\  tlx. 
Es  existiren  demnach  in  der  Reihe  ds(ßß')  vier  Punkte  cx\  cs‘ 
und  c4'  von  der  Eigenschaft,  dass  die  einem  jeden  derselben,  etwa  cx 
entsprechenden  Punkte  «,  auf  dx  zusammenfallend,  einen  Doppel- 
punkt <7/  constituiren.  Wir  nennen  diese  Punkte  nach  Wcyr  die 
Verzweigungspunkte  der  Reihe  d2(ßß')\  ein  jeder  solcher,  so  cx 
hat  die  Eigenschaft,  dass  die  in  ihm  sich  schneidenden  Erzeugenden, 
welche  in  der  Ebene  (cx  dx)  ^vx  liegen,  mit  der  Geraden  — 
coincidiren. 

Die  Ebene  vx  berührt  die  Regel  fläche  längs  der  Geraden  <?/, 
welche  deshalb  eine  singuläre  Erzeugende  derselben  ist;  sie 
bestimmt  mit  d2  die  zwei  Tangentialebenen  der  cp1  im  Punkte  cx\ 
diese  fallen  also  zusammen  und  bilden  eine  Doppelebene  5/,  der  aus 
den  Tangentialebenen  der  Fläche  in  Punkten  von  d 2 bestehenden, 
ebenfalls,  wie  leicht  einzusehen,  zwei  zweideutigen,  coaxialen  Ebeueu- 
büschcl  d2(e,  £'). 

Während  die  Regelfläche  in  irgend  einem  Punkt  der  Geraden  d2, 
zwei  getrennte  Tangentialebenen  besitzt,  fallen  diese,  dem  Gesagten 
zufolge  für  cx  (und  c2  ...c4')  mit  d/ zusammen ; die  Fläche  berührt 
sich  also  im  Punkte  cx\  und  zwar  längs  der  Ebene  d,'  — sic  hat 
daher  cx  zum  Cnspid alpunkt.  Weil  sich  in  diesem  Punkte  zwei 
unendlich  benachbarte,  iu  vereinigte  Erzeugende  von  durch- 
schueiden,  ist  jede  Gerade  f,  welche  durch  cx  geht,  als  Tangente 
der  Fläche  iu  diesem  Punkte  zu  betrachten,  und  eben  deshalb  haben 
wir  auch  irgend  eine  Ebene  des  Büschels  ex  als  Tangentialebene 
von  <p4,  mit  dem  Berührungspunkt  cx  anzusehen.  Unter  allen  diesen 
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Ebenen  nimmt,  wie  erwähnt,  <$,'  insofern  eiue  ausgezeichnete  Stellung 
ein,  als  sich  die  Fläche  an  sie  im  Punkte  cx  und  zwar  doppelt  au- 
schmiegt.  Doch  auch  die  d/  entsprechende  Verzweigungsebeue  0/ 
von  zeichnet  sich,  und  zwar  dadurch  aus,  dass  sie  cp1  nicht  nur 
in  c/,  sondern  in  allen  Punkten  von  e/  taugirt.  Besonders  innig 
wird  diese  Berührung  im  Schnittpunkt  <lx  von  c,'  mit  dx,  da  jede 
Gerade,  welche  durch  diesen  Punkt  in  der  Ebene  0/  gezogen  wird, 
in  ihm  vier  unendlich  nahe  Punkte  mit  qt>4  gemein  hat;  jede  solche 
Gerade  ist  also  eine  Inliexionstangeutc,  und  dx  selbst  ein  In  flexions- 
punkt der  Iiegcltiächo. 

Da  auch  dio  Reihen  d*(ßß')  vier  Doppelpunkte  dx\  dj\  d^\ 
d,"  und  dem  entsprechend  vier  Verzweiguugspuukto  c/',  t\/', 

c:{",  c4"  haben,  und  für  diese  Punkte  auch  das  oben  Gesagte  gilt, 
können  wir  das  Resultat  dieser  Untersuchung  nun  folgendermasseu 
zusammen  fassen: 

„Die  Rogelflächc  qp4  mit  zwei  Doppelgcraden  J,,  d2 
besitzt  acht  Cuspidal  punkte  und  acht  In  flexionspunkte. 

Die  ersteren  sind  die  Vcrz weigungspunkte,  die  letz- 
tem die  Doppelpunkte  der  erzeugenden  Reihen  dx (««'), 
dt(ßß).  Die  acht  Verbindungslinien  je  zweier  zusam- 
mengehöriger Punkte  der  genannten  Gruppen  sind  die 
singulären  Erzeugenden  der  Fläche.  Diese  wird  längs 
derselben  von  den  Verzweigungsobe  11  en  der,  auch  qp4 
erzeugenden  Ebenenbüschel  dx(ö,  ö')  uud  d2(e,  e‘)  berührt, 
während  die  Doppelebenen  derselben  die  Fläche  in  den 
Cuspidalpuukten  taugire n“. 

Je  eine  Verzweigungsebene  des  einen  Büschels  dx  geht  durch 
einen  Verzweigungspunkt  der  andern  erzeugenden  Reihe  d2,  uud  ebenso 
liegt  immer  ein  Doppelpunkt  der  letztem  in  einer  Uoppelebcne  des 
ersteren. 

Art.  3.  Eine  Ebeuc  E von  beliebiger  Lage  schneidet  die  Regel- 
fläche qn4  in  einer  Curve  vierter  Ordnung  C84,  welche  die  Schnitt- 
punkte der  Ebene  mit  den  Doppelgeraden  du  zu  Doppelpunkten 
hat,  also  von  der  achten  Classe.  Diese  Curve  kaun  man  als  das  Er- 
zeugnis jener  zweideutigen  Strahlenbüschel  erhalten,  in  welchen  die 
die  Ebencnbüschel  Jßöö'),  dßie')  von  Egeschnitten  werden;  sie  hat 
in  einem  ihrer  Doppelpunkte  die  Schnittlinien  von  E und  den  Tan- 
gentialebenen der  <p4  im  genannten  Punkt  zu  Tangenten.  Die  aus 
diesem  Punkt  au  sie  gelegten  vier  Tangenten  sind  hingegen  die 
Schnittlinien  der  Ebene  E mit  deu  vier  Verzweigungscbeneu  jenes 
Büschels,  auf  dessen  Axe  der  Doppelpunkt  sich  befindet;  ihre  Bo- 
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rührungspunkte  liegen  auf  den  zugehörigen,  d.  h.  auf  jenen  singulären 
Erzeugenden  von  <p4,  welche  in  den  bczeichneten  Vcrzweigungsebeneu 
liegen.  Die  Regelflächo  berührt  sich  in  jedem  Cuspidalpunkt  e;  es 
wird  daher  die  Ebene  E,  wenn  sie  durch  eiueu  solchen  geht,  <p4  in 
einer  Curve  C'74  schneiden,  die  in  C einen  Rückkehrpunkt  hat;  weil 
die  sonst  getrennten  Doppelpunktstangentcn  der  C\ 4 in  C nun  coin- 
cidiren.  Die  Curve  ist  in  diesem  Fall  blos  von  der  siebenten  Cla9se. 

Enthält  die  Ebene  E zwei,  und  zwar  nicht  auf  derselben  Doppel- 
geraden liegende  Cuspidalpunktc  c\  c"\  so  ist  ihre  Schnittcurve  C64 
von  der  vierten  Ordnung  und  sechsten  Classe.  Die  Regelfläche  q o* 
enthält  sechszehn  Büschel  derartiger  Curven. 

Wir  haben  bereits  erwähnt,  dass  eine  durch  einen  Iuflexions- 
punkt,  und  zwar  in  der  ihm  beigeordneten  Verzweigungsebene  ge- 
zogene Gerade  /,  eine  Inflexioustangente  der  Fläche,  also  auch  jeder 
derselben  eingeschriebenen  Curve  ist,  deren  Ebene  t enthält. 

Wir  seheu  daraus,  dass  eine  ebene  Curve,  welche  auf  <jd4  liegt 
und  durch  einen  Inflexionspunkt  d derselben  läuft,  notwendig  ent- 
weder in  ihm  einen  Inflexionspunkt  hat,  oder  die  durch  d gehende 
singuläro  Erzeugende  c als  Bestandteil  enthält. 

In  dem  letztem  Fall  enthält  jedoch  ihre  Ebene  die  genannte  Er- 
zeugende selbst  und  schneidet  <p4  ausser  in  *,  in  einer  Curve  C63, 
dritter  Ordnung  sechster  Classe,  die  sowol  d als  auch  den  auf  e be- 
findlichen Cuspidalpunkt  c zu  einfachen  Punkten  hat. 

Dies  gilt  ganz  allgemein  für  jede  Ebene,  die  durch  irgend  eine 
Erzeugende  e von  <p4  gelegt  ist.  Jede  solche  bestimmt  auf  <p4  eine 
Curve  C63,  welche  c ausser  in  den  Schnittpunkten  dieser  Geraden 
mit  z/j  und  in  einem  dritten  mit  E variabeln  Punkt  b schneidet. 
Dieser  dritte  Punkt  ist  bekanntlich  der  Berührungspunkt  der  Ebene 
E;  er  fällt  aus  diesem  Grund,  wenn  E eine  singuläre  Erzeugende  e 
enthält,  mit  dem  auf  dieser  befindlichen  Cuspidalpunkt  c zusammen  *), 
und  selbst  berührt  demnach  e in  c. 

„Jede  der  Regel  fläche  <p4  eingeschriebene  ebene 
Curve,  welche  durch  einen  Cuspidalpunkt  geht,  hat  in 
ihm  entweder  einen  Rückkehrpunkt,  oder  sic  berührt 
die  durch  ihn  gehende  singuläre  Erzeugende“. 

„Jede  auf  rp*  liegende  ebene  Curve,  welche  durch 
einen  Inflexionspunkt  läuft,  hat  in  ihm  entweder  auch 


1)  Weil  nach  Art.  2.  jede  durch  t gelegte  Ebene  die  qp*  in  c berührt. 
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einen  solchen,  oder  ihre  Ebene  enthält  die  durch  ihn 
gehende  singuläre  Erzeugende.“ 

„Eine  Ebene  von  allgemeiner  Lage  schneidet  qp4  in 
einer  Curve  vierter  Ordnung,  achter  Classe,  welche 
zwei  auf  resp.  d2  liegende  Doppelpunkte  hat.“ 

„Enthält  die  Ebene  eine  Erzeugende,  so  bestimmt 
sie  auf  qp4  eine  allgemeine  Curve  dritter  Ordnung  (sech- 
ster Classe),  welche  sowol  als  auch  einpunktig 

schneidet“ 

Eine  Curve  C84  ist  durch  drei  Punkte  vollkommen  bestimmt. 

Eine  Curve  C63  ist  hingegen  durch  zwei  Punkte  p\  p " zweideutig 
gegeben,  da  ihre  Ebene  durch  pp"  und  eine  jede,  jener  zwei  Er- 
zeugenden von  qp4  gelegt  werden  kann,  die  p‘p " in  von  p\  p"  ver- 
schiedenen Punkten  begegnen. 

Aus  dem  letzten  Satz  folgt  auch  u.  A.: 

„Gleitet  eine  Gerade  an  einer  allgemeinen,  ebenen 
Curve  dritter  Ordnung  (sechster  Classe)  C63,  und  zwei 
windschiefen  Gcradeu  deren  jede  einpunktig 

schneidet,  so  erzeugt  sie  eine  Regel  fläche  qp4  etc. 

Durch  einen  Punkt  &'  einer  ebenen  Curve  der  Regelfläche  qp4 
geht  nur  eine  Erzeugende  e'  hindurch;  sie  schneidet  in  einem 
Punkt  «,  durch  welchen  wieder  ausser  e'  nur  c"  läuft.  Diese  Er- 
zeugende bestimmt  auf  der  ebonen  Curve  einen  Punkt  ö",  der  offen- 
bar mit  &'  involutorisch  liegt. 

Die  Gerade  befindet  sich  in'  der  Ebene  der  Curve  und 

eiuer  der  Erzeugenden  c',  e",  schneidet  also  in  demselben  Punkte 
£,  in  welchem  diese  die  Curve  trifft. 

„Das  Erzeugniss  einer  centralen,  quadratischen  In- 
volution auf  einer  ebenen,  allgemeinen  Curve  dritter 
Ordnung  und  einer  ihr  projectivischen  Reihe  auf  einer 
C63  einpunktig  schneidenden  Geraden  ist,  wenn  sich 
der  gemeinschaftliche  Punkt  einmal  selbst  entspricht, 
eine  Regelfläche  qp4. 

Der  Punkt  Sl  ist  das  Involutionscentrum,  durch  ihn  läuft  die 
Doppelgerade  d2.  Ist  diese  gegeben,  so  können  wir  die  in  irgend 
einem  Punkt  « von  sich  schneidenden  Erzeugenden  e',  e"  cou- 
Btruiren.  Wir  legen  zu  dem  Zweck  durch  « und  die  Ebene  e 
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diese  schneidet  C03  ausser  in  fl  in  zwei  conjugirteu  Punkten  w',  ff” 
der  erzeugenden  Involution,  welche  Punkte  mit  a verbunden,  die  ge- 
suchten Erzeugenden  liefern. 

Diese  Erzeugenden  sind  daher  gleichzeitig  mit  den  Schnittpunkten 
0',  0"  von  f mit  C’;3  reell  uud  imaginär. 

Aus  Sl  kann,  man  an  6',. 3 vier  Tangenten  tj',  t8",  t"  legen, 
welche  mit  J2  die  Verzweigungsebenen  e,",  v2”,  w3",  t»4"  des  Büschels 
42,  und  deren  Berührungspunkte  b”,  b2”,  b3”,  b 4"  mit  den  Schnitt- 
punkten der  Ebenen  und  der  Doppelgeraden  <4, , nämlich  den  auf 
dieser  liegenden  Cuspidalpynkten  c”,  r.2",  c3”,  c”  und  zwar  in  an- 
gegebener Reihenfolge  verbunden,  die  vier  singulären  Erzeugenden 

e^\  e3",  e4"  bestimmen. 

Lassen  wir  nun  einen  Strahl  0'0",  des  Scheines  der  Involution 
sich  um  Sl,  also  die  Ebene  £ um  drehen.  Der  Punkt  a durch- 
läuft während  der  Drehung  die  Gerade  d1  und  füllt  dann  mit  einem 

Cuspidalpunkt  r,"  zusammen,  wenn  s mit  r,"  oder  also  0'0"  mit 
coincidirt. 

Es  ist  nun  bekannt  und  leicht  analytisch  nachzuweisen,  dass  wenn 

eine  Gerade  z.  B.  hier  0'0"  sich  um  den  Punkt  Sl  von  Cti3  drehend, 
vor  iiirer  Coiucidenz  mit  einer  aus  Sl  an  C’G3  gelegten  Tangente,  so 
tj",  die  genannte  Curve  in  zwei  reellen  Punkten  04,  0"  schneidet, 
diese  Punkte  imaginär  werden,  wenn  0'0"  die  Gerade  tx”  über- 
schritten hat,  und  so  lauge  imaginär  bleiben,  bis  bezeichneter  Strahl 
mit  einer  andern  aus  & an  C’,;3  gelegten  Tangente  /2"  zusammenfällt, 
um  fortan  bis  zu  reell  zu  bleiben  etc. 

Da  aber  mit  den  Punkten  0',  0”  auch  die  in  der  Ebene  (0'0"c<)=* 
liegenden  Erzeugenden  e',  c",  gleichzeitig  reell  uud  imagiuär  sind, 
sehen  wir,  dass  wenn  die  sich  in  einem  Punkt  « von  schneiden- 
den Erzeugenden  reell  sind,  sie  dann,  wenn  « nach  eiuer  bestimmten 
Richtung  auf  Jx  sich  bewegend,  den  nächsten  Cuspidalpunkt  c”  über- 
schritten hat,  imaginär  werden  uud  so  lange  es  bleiben,  bis  « mit 
den  auf  cx  folgenden  Cuspidalpunkt  c2  coincidirt,  um  dann  bis  r3" 
reell  zu  sein  etc. 

„Die  vier  auf  einerDoppelgeraden  liegenden  Cuspi- 
dal punkte  teilen  dieselbe  in  vier  Strecken,  von  wel- 
ch e n j e zwei  nicht  benachbarte  gleichartig,  d.h.  gleich- 
zeitig eigentlich  oder  ideell  sind.“ 

Logen  wir  also  durch  einen  Punkt  von  Jx,  etwa  «,  und  die 
Gerade  J2  die  Ebene  f,  so  wird  diese  in  reellen  Erzeugenden  r', 
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t"  schneiden,  wenn  « ciu  eigentlicher , in  imaginären,  wenn  « ein 
ideeller  Doppelpunkt  der  Fläche  ist. 

Im  erstem  Fall  sind  aber  auch  die  Schnittpunkte  ß\  ß"  von  e', 
f”  und  di4)  d.  h.  die  Berührungspunkte  der  Ebene  * mit  15p4  reell, 
während  sie  dann,  wenn  « ideell  ist,  imaginär  sind. 

Die  Grenzen  zwischen  den  Doppeltangentenebenen  mit  reellen 
and  jeneu  mit  imaginären  Berührungspunkten,  bilden  offenbar  die 
Ebenen  (/fjc,"),  {dtc”)  etc.,  d.  h.  die  Verzweigungsebenen  des  Bü- 
schels d2.  Diese  teilen  also  den  vollen  Winkel  um  d2  io  v*er  Win- 
kclränme,  deren  je  zwei  nicht  benachbarte  gleichzeitig  Doppeltangen- 
tenebenen mit  reellen  bzhw.  imaginären  Berührungspunkten  enthalten. 
Wir  wollen  Räume  erster  Art  reell,  letzter  Art  kurz  imaginär  nen- 
nen D- 

,,Die  vier  Verzcigungsebencu  eines  der  <pl *  erzeugen- 
den Ebenenbüschel,  teilen  den  vollen  Winkel  um  ihre 
Axe  d in  vier  Winkelräume,  von  welchen  je  zwei  nicht 
benachbarte  gleichartig,  d.  h.  gleichzeitig  reell  oder 
imaginär  sind.“ 

Liegt  z.  B.  ein  Punkt  P,  sowohl  in  einem  reellen  Winkelraum 
von  dn  als  auch  von  d2,  s0  bat  der  aus  ihm  der  umschriebene 
Kegel  zwei  eigentliche  Doppeltangentenebenen  etc. 

Sind  aber  die  vier  Cuspidalpuukte  von  dt  (d.  h.  jene  die  auf 
dt  liegen)  sämmtlich  imaginär,  so  kann  von  einer  Teilung  der  Ge- 
raden d1  in  eigentliche  und  ideelle  Teile  nicht  die  Rede  sein.  Jeder 
Pankt  von  d^  ist  in  diesem  Fall  ein  eigentlicher  Doppelpunkt  und 
jede  Ebene  des  Büschels  d2  eine  eigentliche  Doppeltangentenebene 
der  Regelfläche  *). 

Diese  Untersuchung  hätte  auch,  wie  leicht  einzusehen  ist,  unter 
Vermittlung  einer  ebenen  Curve  C*4,  oder  eines  beliebigen  tpl  um- 
schriebenen Kegels  geschehen  können ; im  letztem  Fall  natürlich  in 
reciproker  Weise. 

Denn  wie  für  6^ 3 können  wir  auch  für  den  allgemeinsten  Schnitt 
zeigen,  dass  die  in  Punkten  einer  Doppelgeradeu  sich  schneidenden 
Erzeugenden  auf  ihm  eine  Involution  bilden ; das  Involutiouscentrum 

I)  Die  hier  eingeführten  Bezeichnungen  für  die  Singularitäten  der  Fläche 
?’  sind  jenen  von  lirn.  Prof.  Dr.  Einil  Weyr  in  seinem  Werk  „Ccoraetrio 
•kr  räumlichen  Erzeugnisse  1 — 2deutiger  Elomentargcbildc  i.  b.  der  Itegel- 

flifho  3ten  Grades“  Leipzig  1871  gebrauchten  analog. 

-)  Vergleiche  den  Art.  10. 


QO  Ame.se der:  Die  Regelfläche,  vierten  Grades  mit  zwei  Doppehjeraden. 


ist  nun  selbstverständlich  ein  Doppel puukt  der  C84,  da  durch  das- 
selbe die  zweite  Doppelgerade  d2  der  qp4  läuft. 

Art.  4.  Die  oben  für  ebene  Curven  der  Regelfläche  qp4  nacb- 
gewiesenen  Eigenschaften,  gelten  im  Allgemeinen  auch  für  räumliche, 
auf  ihr  liegende  Curven. 

Eine  Fläche  wter  Ordnung  f»  schneidet  qp4  in  einer  Raumcurve 
R4",  4»ter  Ordnung,  welche  die  2 n Schnittpunkte  der  Doppelgoradeu 
z/j  und  mis  f'4  zu  Doppelpunkten  hat. 

Die  Doppelpuuktstangenten  x\  x"  der  R4u  in  einem  solchen 
Puuktc,  ct  wollen  wir  ihn  nennen,  sind  die  Schnittlinien  der  Tangen- 
tialebene E von  f4  in  «,  mit  den  Tangeuteuebeneu  <5,  ö'  der  Regel- 
fläche q p4  in  demselben  Punkt.  Für  einen  Cuspidalpuukt  c coincidiren 
die  Ebenen  <5,  d'  mit  der  betreffenden  Doppelebene  d;  es  fallen  da- 
her auch  die  Doppelptinkstangcntcn  r',  x"  zusammen  und  c ist  dem- 
nach ein  Rückkehrpunkt  der  Curvc  R4u. 

Ein  eventuell  vorkommender  Berührungspunkt  h beider  Flächen 
ist  auch  ein  Doppelpunkt  ihres  Schnittes  R4n. 

Wenn  f”  durch  c geht  und  in  diesem  Punkte,  eine  Tangential- 
ebene E besitzt,  welche  dem  Büschel  e angehört,  so  berührt  sie  in 
diesem  Puukt  die  Fläche  qp4. 

Die  Durchschnittscurve  R4n  hat  nun  in  c einen  Doppelpunkt, 
weil  dieser  ein  Doppelpunkt  der  Fläche  qp4  ist,  sie  besitzt  aber  in 
ihm  auch  einen  zweiten,  dem  ersten  unendlich  nahen  Doppelpunkt, 
welcher  von  der  Berührung  beider  Flächen  herrührt,  d.  h.  c ist  ein 
Berührungsknoten  der  Curvc  R4n  und  c die  Tangente  derselben  in  ihm. 

„Eine  auf  der  Regel  fläche  qp4  liegende  (räumliche 
oder  ebene)  C u r v e , welche  durch  einen  Cuspidalpuukt 
läuft,  hat  in  ihm  entweder  einen  Rückkehrpunkt  oder 
die  betreffende  singuläre  Erzeugende  zur  Tange  nt  o.“ 

Weil  die  Tangente  der  Curve  R4n  in  einem  ihrer  Punkte  m,  als 
Tangente  von  qp4  immer  in  der  Tangentialebene  des  Punktes  liegen 
muss,  folgt: 

„Eine  der  Regelflächo  qp4  eingeschriebene  Curve 
berührt  die  Verzweigungsebenen  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  dou  singulären  Erzeugenden.“ 

Angenommen  die  Curve  7? 4,4  enthielte  einen  Inflexionspunkt  <1 
der  Fläche  qp4;  so  können  wir  leicht  zeigen,  dass  sie  die  durch  « 
gehende  Verzweigungsebeue  v im  genannten  Puukt  zur  Osculatious- 
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ebene  hat  Denn  der  Schnitt  C"  der  Ebene  v und  der  Fläche  fM, 
bestimmt  auf  dx  (wenn  d auf  dieser  Geraden  liegt),  ausser  <7,  n — 1 
Pmikte  n und  ebenso  auf  e,  der  in  r liegenden  singulären  Erzeugen- 
den, ausser  d noch  » — 1 Punkte.«.  Da  sowohl  als  auch  e.  als 
Schnitte  von  ?*  mit  qr4  doppelt  zu  zählen  sind,  haben  wir  auch  die 
2h  — 2 Punkte  « und  a doppelt  zu  zählen,  d.  h.  für  4n  — 4 Puukte 
zu  rechnen.  Da  aber  Jt4n  von  der  4//  ter  Ordnung  ist,  hat  sie  not- 
wendig in  d vier  unendlich  nahe  Punkte  mit  v gemein. 

„Eine  der  Fläche  <p4  eingeschriebene  Raum  cur  ve, 
welche  einen  In  flexionspunkt  enthält,  hat  in  ihm  im 
Allgemeinen  die  zugehörige  V erz weigu ngs ebene  zur 
Osculationscbene.“  *)• 

Art.  5.  Unter  den  auf  qp4  liegenden  Raumcurven  verdienen  die 
Bcrühningscurven  besonderes  Interesse;  wir  gelangen  zu  ihnen  durch 
Betrachtungen,  welche  dem  iu  Art.  3 geführten  rcciprok  sind.  Die 
durch  einen  Punkt  V und  die  Erzeugenden  der  Fläche  <p4  gelegten 
Ebenen  umhüllen  den  aus  P der  Fläche  umschriebenen  Kegel.  Dieser 
ist  von  der  vierten  Gasse,  weil  irgend  eine  dem  Bündel  P augehörigo 
Gerade  nur  vier  Erzeugende  r,,  c2,  c3,  c4  von  tpl 2  schneidet,  welche 
mit  ff  die  durch  diese  Gerade  an  den  Kegel  möglichen  Tangential- 
ebenen bestimmen.  Er  ist  von  der  achten  Ordnung,  weil  eine  Ebene 
des  Bündels  P,  von  sonst  allgemeiner  Lage,  die  Fläche  cp4  in  ciuer 
Cnrve  vierter  Ordnung,  achter  Gasse  schneidet  und  die  aus  P von 
C,4  gelegten  Tangenten,  Kanten  des  Kogels  K4S  sind.  Die  zwei  Dop- 
peltangenten dieses  Kegels  sind  durch  P und  bzhw.  bestimmt. 

Jede  Kaute  des  Kegels  Kf  berührt  die  cp1  im  Allgemeinen  iu 
einem  Punkt;  der  Ort  desselben  ist  daher  eine  Curve  achter  Ord- 
nung-); was  übrigens  schon  daraus  folgt,  dass  diese  Curve  als  Hälfte 
dos  Gosammtschnittes  der  Flächen  qp4  und  Ä48,  welcher  von  der  Ord- 
nung 32  ist,  doppelt  zu  zählen  ist.  Jeder  Punkt  der  Berührungs- 
eurve  ist  ja,  weil  sich  in  ihm  die  Flächen  <p4  und  A48  beruhen,  ein 
Doppelpunkt  des  Gesammtschnittes. 

Die  durch  das  Centrum  P und  irgend  eine  singuläre  Erzeugende 
e gelegte  Ebene  K berührt  <p4  in  dem  auf  c liegenden  Cuspidalpunkt 
ci  nnd  zwar  einfach.  Die  Berühruugscurve  B*  schneidet  also  jede 


1)  Diese  drei  letzten  Sätze  gelten  im  Allgemeinen  für  jede  Rcgclflftche, 
weil  wir  bei  der  Beweisführung  keine  Eigenschaft  der  q>A  als  Fläche  vierter 
Ordnung  benutzt  haben. 

2)  Weil  in  einer  Ebene  des  Bündels  P sieh  nicht  Ivnnten  von  A'4Ö  be- 
finden und  nuf  jeder  Kante  ein  Punkt  der  Curve  liegt. 

T*il  LXV.  6 
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Doppelgerade  und  ausser  iu  den  Berührungspunkten  «,  a 
bzhw.  ß , ß',  der  durch  die  genannten  Geraden  und  P bestimmten 
Doppeltangeutcncbcncn  in  allen  Cuspidalpunktcn;  sie  hat  daher  beide 
Doppellinien  von  qp4  zu  sechspunktigen  Sccantcn.  Dies  stimmt  auch 
mit  der  Eigenschaft  der  i*8,  jede  Erzeugende  der  Fläche  qp4  zur  ein- 
punktigeu  Secante  zur  haben,  überein. 

Denn  legen  wir  durch  eine  Ebene  so  schneidet  diese 
in  acht  Puukten,  von  welchen  zwei  auf  den  in  d'  liegenden  Erzeu- 
genden e',  e/  und  sechs  auf  sich  befinden. 

Die  ersteren  zwei  Punkte  coincidireu  mit  eiuem  auf  liegenden 
Cuspidalpuukt  c",  wenn  <P  mit  der  Verzweiguugsebenc  — v 

zusammcnfällt.  Dies  lässt  sich  aber,  weil,  wie  wir  eben  gesehen  haben, 
durch  jeden  Cuspidalpuukt  einfach  geht,  nur  dahin  erklären,  dass 
diese  Curven  in  c”  die  singuläre  Erzeugende  c"  tangirt.  Dies  ist 
auch  richtig,  denn  abgesehen  davon,  dass  es  mit  den  Resultaten  des 
letzten  Artikels  ganz  im  Einldaug  steht;  weil  nämlich  jeder  Punkt 
von  Bb  ein  Doppelpunkt  des  Gcsammtschnittcs  ist,  und  7i8  durch  c' 
geht,  sie  nach  1.  c.  die  e'  iu  c ' berühren  müsste;  lässt  sich  dies  auch 
direct  zeigen.  Wir  legen  zu  dem  Ende  durch  c"  und  eine  Ebene, 
(welche  nebenbei  bemerkt,  Doppclcbene  dieses  Büschels  ist);  sie  ent- 
hält ausser  c"  noch  eine  Erzeugende  c von  qp1.  Einer  ihrer  acht 
Schnittpunkte  mit  BH  liegt  auf  c,  weitere  fünf  sind  die  Punkte  ß , ß' 
und  die  drei  ausser  c'  auf  z/2  befindlichen  Cuspidalpuuktc  <*a", 
c3".  Weil  nun  die  Tangentialebene  der  qp4  iu  irgend  einem  Punkte 
der  B*  den  Punkt  V enthalten  muss,  und  die  qp4  längs  e"  berührende 
Verzweigungsebene  r/  nicht  dem  Bündel  P augehört;  können  sich 
die  letzten  zwei  in  {/. 12c ')  liegenden  Punkte  von  JP  nur  iu  dem 
Schnittpunkt  c'  von  und  c"  befinden. 

Es  haben  also  zwei  durch  e”  gehenden  Ebenen  bzhw. 

(^2«")  mit  BH  in  e"  zwei  unendliche  nahe  Punkte  gemein,  d.  h.  e" 
berührt  bczcichncte  Curvc  in  c". 

Die  Berührung8curve  BH  kann  nur  daun  einen  eigentlichen  Dop- 
pelpunkt besitzen,  wenn  zwei  verschiedene  Tangentialebenen  des 
Kegels  A'48  die  Fläche  qp1  in  demselben  Punkte  berühren.  Dieser 
Punkt  müsste  daher  auf  d 1 oder  liegen,  und  kann,  wenn  V im 
Raum,  d.  h.  nicht  auf  qp4  liegen  soll,  nur  ein  Cuspidalpuukt  sein,  und 
P müsste  dann  selbstverständlich  einer  Doppelebene  der  Büschel 
bzhw.  augehöreu. 

Die  zwölf  Rückkehrtangenten  des  Kegels  rühren  daher  im 
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Allgemeinen  nicht  von  Rückkehrpunkten  der  Curve  B 8 her,  sondern 
sie  siud  Taugenten  derselben  *)• 

Legen  wir  durch  eine  beliebige  Gerade  G und  den  Punkt  P die 
Ebeue  E\  so  sehen  wir,  dass  weil  irgend  eine  Gerade  <7,  welche  durch 
P geht  und  in  E liegt , ausser  von  den  zwölf  sie  in  P schneidenden 
Tangenten  von  Z?8,  von  vier  Tangenten  dieser  Curve,  welche  bzhw. 
in  den  vier  durch  g an  A'/  gelegten  Tangeuteuebeneu  sich  befinden, 
resp.  in  den  Punkten  />.>,  />.t,  pA  geschnitten  wird;  dass  der  geome- 
trische Ort  dieser  Punkte  eine  Curve  scchszehutcr  Ordnung  ist,  die 
P zum  zwölffachen  Punkt  hat  und  demnach  auch  G in  zechszehu 
Punkten  trifft. 

Die  aus  den  Tangenten  der  Bcrührungscurve  BH  bestehende  de. 
veloppablc  Fläche  hat  also  das  Centrum  zum  zwölffachen  Punkt  und 
ist  von  der  Ordnung  sechszehn,  und  daher  B8  selbst  von  demselben 
Rang. 

„Der  aus  einem  Punkt  des  Raumes  der  Regel  fläche 

umschriebene  Kegel  iV48  ist  von  der  vierten  Classe 
und  achten  Ordnung.  Er  hat  zwei  durch  die  Doppel- 
geraden bzhw.  gehende  Doppeltangentenebenen 
und  berührt  die  singulären  Erzeugenden  in  den  Cuspi- 
dalpnukten. 

Die  Berührungscurvc  des  Kegels  A48  hat  keinen  wirk- 
lichen Doppelpunkt,  sie  ist  von  der  achten  Ordnung  und 
dem  scchszchnten  Rang.  Sie  hat  die  Doppelgeraden  zu 
sechspunktigen  Secanten,  geht  durch  die  acht  Cuspidal- 
puukte  und  hat  in  ihnen  die  singulären  Erzeugenden  zu 
Tangenten.“ 

Eine  Doppelebene  <Sj  des  Büschels  (dasselbe  ist  von  zu 
sagen)  enthält  ausser  der  singulären  Erzeugenden  eA  noch  eine  Er- 
zeugende e,  welche  mit  et  auf  4.,  den  Doppel-  bzhw.  Inflexionspunkt 

bestimmt  und  berührt  daher  <p4  in  dem  Cuspidalpuukt  und  in 

Umschreiben  wir  aus  einem  Punkt  r der  Ebeue  <5,  der  Fläche 


1)  Wenn  eine  Raumcurvc  (/..  B.  B6)  aus  einem  Punkt  des  Raumes  (P) 
projicirt  wird , so  projiciren  sich  die  Berührungspunkte  der  aus  P an  sie  ge- 
legten Taugenten  als  Rüekkchrpunktc.  Dasselbe  geschieht  aber  auch  mit  einem 
Kückkehrpunkt  der  fraglichen  Curve.  Hat  nun  diese,  wie  z.  B.  ß 8 keinen 
IKickkehrpunkt,  so  können  wir  aus  der  Anzahl  der  Rückkehl  tangenten  des 
Projectionskcgels  auf  die  Anzahl  der  im  Centrum  sich  schneidenden  Tangenten 
der  Curve  sehliesscn  etc. 

6* 
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den  Kegel  AT48,  so  sehen  wir,  dass  von  den  zwei  sonst  variablen 
Schnittpunkten  er,  «'  der  Bertihrungscurve  11*  mit  <4,  einer  nun  mit 
c,  coincidirt.  Von  den  acht  Punkten,  in  welchen  B*  von  <5j  ge- 
schnitten wird,  liegen  also  zwei  in  «,  je  einer  in  einem  der  drei  von 
cx  verschiedenen  Cuspidalpunkten  von  und  daher  drei  unendlich 
nahe  in  cx  selbst. 

Es  hat  in  diesem  Fall  nicht  nur  ein  ex , sondern  auch  mit 
B 8 zwei  unendlich  nahe  in  ct  vereinigte  Punkte,  dieser  ist  also  ein 
Doppelpunkt  der  Berührungscurve.  Weil  diese  Curve  auf  liegt, 
müssen  sich  beide  Doppelpunktstangenten  in  der  Ebene  <5j  befinden; 
sie  fallen  aber  zusammen  (weil  eben  diese  Ebene  im  genannten  Punkt 
mit  B*  nur  drei  unendlich  nahe  Punkte  gemein  hat  *)  und  bilden  eine 
Rückkehrtangente;  woraus  wir  wieder  sehen,  dass  cx  ein  Rückkehr- 
punkt von  B*  ist. 

Eine  von  den  Rückkehrtangenten  des  Kegels  A4H  ist  jetzt  Pc„ 
daher  nur  eilf  Tangenten  der  Curve  B*\  diese  ist  vom  Range  fünfzehn. 

„Die  Berührungscurve  B 8 des  aus  einem  Punkt  einer 
Doppelebene  <5,  eines  der  Erzeugenden  Ebenenbüschel 
der  Fläche  cpx  umschriebenen  Kegels  A4S,  hat  in  dem  auf 
6 liegenden  Cuspidalpunkt  einen  R ückkehrpuukt.  Sie 
ist  von  der  achten  Ordnung  und  dem  fünfzehnten  Rang.“ 

Sowohl  diese,  als  die  allgemeinere  Berührungscurve  Bs , haben 
acht  durch  P gehende,  zweipunktige  Sccautcn. 

Nachdem  eine  Verzweigungsebene  v die  längs  einer  singulären 
Erzeugenden  c berührt;  zerfällt  der  aus  einem  Punkt  P derselben 
der  Regclfiüche  umschriebene  Kegel  in  die  Ebene  v und  einen  Kegel 
A47,  vierter  Classe,  siebenter  Ordnung,  welcher  (P42)  zur  Doppel- 
tangentenebene  und  (P^x)  ==  v zur  Inttexionsebeue  hat.  Die  In- 
flexionskante zielt  nach  dem  in  v gelegenen  Infiexionspunkt  a von 

Die  Berührungscurve  des  Kegels  Kp  ist  von  der  siebenten  Ord- 
nung und  dem  vierzehnten  Rang,  sie  geht  nicht  durch  den  in  v lie- 
genden Cuspidalpunkt  c und  hat,  wie  man  sich  leicht  direct  über- 


1)  Die  Ebene  der  Tangenten  einer  Rauracurvc  in  einem  eigentlichen  Dop- 
pelpunkt A hat  bekanntlich  an  dieser  Stelle  mit  ihr  mindestens  vier  unendlich 
nahe,  von  den  zwei  Tangenten  herrührende  Punkte  gemein.  Ist  J ein  Be- 
rührungsknoten nnd  r seine  Tangente,  so  hat  jede  Ebene  des  Büschels  r mit 
der  Curve  vier  unendlich  nahe  in  J liegende  Punkte.  Ist  hingegen  J ein 
Rückkehrpunkt,  so  schneidet  irgend  eine  Ebene  der  Rüekkebrtangcnte  die  Curve 
in  drei  zusammenfallenden  Punkten. 
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zeugt,  in  dem  IuHexionspunkt  d (von  qp4)  die  Ebene  v zur  Oscu- 
lationsebeuo  1). 

Art  6.  Für  ein  auf  der  Regeldäche  qp4  liegendes  Centrum  P 
zerfällt  der  umschriebene  Kegel  in  das  von  der  durch  P gehenden 
Erzeugenden  e bestimmte  Ebenenbüschel,  welches  von  der  ersten 
(•lasse  ist,  und  in  einen  Kegel  dritter  Gasse.  Die  drei  durch  eine 
Gerade  g des  Bündels  P au  Ks  gelegten  Tangentenebeueu  sind  durch 
g und  jene  drei  Erzeugenden  von  qp4  bestimmt,  welche  g in  von  P 
verschiedenen  Punkten  treffen. 

Eine  durch  P gelegte  Ebene  bestimmt  auf  qp4  eine  Curve  C84, 
vierter  Orduuug,  achter  Classe.  Ausser  der  Tangente  t von  Cs4  in 
P,  welche  die  Tangentialebene  im  genannten  Punkt  erfüllt,  kann  man 
an  sie  sechs  Tangenten  t'  ziehen,  welche  die  sechs  in  der  Ebene 
(C„4)  befindlichen  Kanten  von  A';}  sind.  Dieser  Kegel  ist  daher  von 
der  sechsten  Ordnung. 

Die  Fläche  cp1  hat  in  P ausser  e eine  eigentliche  Haupttangente 
r,  welche  Iuflexionstangente  für  jede  Curve  C84  ist,  deren  Ebene 
durch  sie  geht.  Eine  von  den  sechs  aus  Pan<?84  gelegten  Tangenten 
fällt  daher  mit  r selbst  zusammen,  d.  h.  aus  P kann  man  nur  fünf 
Tangenten  au  C84'  legen,  welche  sie  in  von  P verschieden  Punkten 
berühren.  Die  Haupttaugente  ist  demnach  auch  eine  Kaute  des 
Kegels  Ks%  und  zwar  jene,  welche  qp4  berührt.  Daraus  folgt  nun, 
dass  dio  Berührungscurve  des  Kegels  KJ*  von  der  siebenten  Ordnung 
ist,  durch  das  Centrum  P läuft  und  hier  r zur  Tangente  hat. 

Wie  Bb  geht  auch  B1  durch  die  acht  Cuspidalpunkte  und  berührt 
in  ihnen  die  singulären  Erzeugenden.  Sie  ist  vom  vierzehnten  Rang, 
weil  r als  Tangente  von  B~  in  P doppelt  und  jede  der  neun  Rück- 
kehrtangenten von  KJ*  einfach  zu  zählen  sind. 

„Der  aus  einem  Punkt  der  Regelfläche  qp4  ihr  um- 
schriebene Kegel  Ar/  ist  von  der  dritteu  Classe,  sech- 
ster Ordnung  und  hat  die  durch  die  Doppelgeradcn  ge- 


1)  Ein  Kogel  Kp  entsteht  aus  einem  Kegel  A"4B,  wenn  eine  Doppel- 
tangentenebene des  letztem  in  eine  Inflcxionscbcne  übergeht.  Im  vorliegenden 

Fall  ist  v die  Inflexionsebene,  da  die  sonst  getrennten  Berührungskanten  Pa> 
Pa1  jetzt  mit  Pd  zusammenfallen.  Die  Ebene  v hat  also  mit  K47  drei  un- 
endlich nahe  in  Pd  vereinigte  Kanten  und  daher  mit  B1  drei  unendlich  nahe 
in  d liegende  Punkte  gemein.  Dass  d ein  einfacher  Punkt  von  BT  ist,  folg1 
daraus,  dass  in  einer  Fbenc  des  Büschels  Jn  zwei  Erzeugende  e;/  von 
tf 4 uud  auf  jeder  ein  Punkt  voe  BT  und  vier  weitere  Punkte  iu  den  auf  J , 
liegenden  Cuspidalpunkt  liegen  etc. 
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legten  Ebenen  zu  einfachen  Tangentialebenen.  Seine 
Berührungscurve  ist  von  der  siebenter  Ordnung,  dem 
vierzehnten  Rang  und  berührt  die  singulären  Erzeugen- 
den in  den  Cuspidalpunktcn.  Sic  läuft  auch  durch  das 
Centrum  P und  hat  in  ihm  die  eigentliche  Ilaupttangente 
von  qp4  zur  Tangente.“ 

Sie  hat  iede  Doppelgerade,  so  z7„  zur  fünfpunktigeu  Sccantc, 
der  variable  Schnittpunkt  ist  der  z/j  und  der  zweiten  in  (ez/j)  lie- 
genden Erzeugenden  gemeinschaftliche  Punkt. 

Eine  Berühruugscurve  ß*  ist  durch  drei  Punkte  eindeutig  ge- 
geben, da  die  Tangentialebenen  von  qp4  in  den  drei  Punkten,  das 
Centrum  bestimmen.  Eine  Curve  IP  hingegen  erscheint  durch  zwei 
Tunkte  p\  p”  von  cp1  zweideutig  bestimmt,  da  ihr  Centrum  P ein 
jeder  jener  zwei  Schnittpunkte  der  Schnittlinie  </,  der  Tangentialebenen 
von  qp4  in  p bzhw.  7?",  mit  qp4  sein  kann,  deren  keiner  auf  den  durch 
p’  und  p”  gehenden  Erzeugenden  liegt.  Denn  aus  dem  Gesagten  er- 
hellt ja,  dass  ß 7 mit  der  durch  ihr  Centrum  gehenden  Erzeugenden 
nur  diesen  und  keinen  weitern  Punkt  gemein  hat. 

Ist  P ein  Punkt  einer  singulären  Erzeugenden,  so  berührt  A3® 
die  Fläche  qp4  längs  derselben  uud  in  einer  Curve  ß sechster  Ord- 
nung, die  durch  den  auf  e liegenden  Inflexionspunkt  d geht,  den  zu- 
gehörigen Cuspidalpunkt  aber  nicht  enthält.  Sie  hat  die  Ebene  v 
jedoch  nicht  zur  Osculationsebene,  welche  Anomalie  von  dem  in 
Art,  4.  aufgestcllteu  Satz  aber  in  der  besonderu  Natur  der  Berüh- 
rungscurve  und  in  der  Tatsache,  dass  v in  d beide  Flächen,  nämlich 
K 3 6 und  qp4  berührt,  ihre  Begründung  findet. 

Art.  7.  Wie  wir  aus  Artikel  2.  sehen,  ist  die  Regclfläche  qo4 
durch  ihre  zwei  Doppelgeraden  zf, , zL  und  eino  ebene  Curve  <?84, 
vierter  Ordnung,  achter  Classe,  also  durch  z72  und  acht  in  einer 
Ebene  E liegende  Punkte  p bestimmt.  Denn  eine  Curve  (?84  ist  ja 
durch  ihre  zwei  Doppelpunkte  und  acht  einfache  Punkte,  von  allge- 
meiner Lage,  eindeutig  bestimmt.  Die  Ebene  E schneidet  nun  die 
Doppelgeradcn  uud  zL  in  jenen  Punkten  77,  bzhw.  772,  welche 
wir  als  Doppelpunkte  der  in  E liegenden  Curve  Csl  anseheu  können. 
Diese,  welche  noch  die  hinreichende  Bedingung  durch  die  acht  Punkte 
p zu  gehen,  zu  erfüllen  hat,  bestimmt  mit  zf,  und  z/2,  als  Leitlinie, 
die  Fläche  qp4  eindeutig. 

Um  die  durch  irgend  einen  Punkt  pn  von  C'84  laufende  Erzeu- 
gende von  qp4  zu  construireu,  legen  wir  durch  pn  und  zf,  die  Ebene; 
sic  schneidet  die  Doppelgeradc  zL  in  einem  Punkt  0,  der  mit  pH  ver- 
bunden eine  Gerade  e liefert,  die,  weil  sie  durch  pH  geht  uud  sowohl 
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als  auch  schneidet,  also  mit  der  durch  z/,,  J2  und  Cft4  be- 
stimmten Fläche  qp4  fünf  Punkte  gemein  hat,  ganz  auf  ihr  liegt,  d.  h. 
die  gesuchte  Erzeugende  ist. 

Durch  einen  Punkt  a von  J1  gehen  zwei  Erzeugende  e',  e", 

welche  wir  als  die,  von  ab2  verschiedenen,  in  der  Ebeno  (aJ2)  lie- 
genden Kauten  des  aus  « der  Curve  C84  umschriebenen  Kegels  üf84 
vierter  Ordnung  erhalten  etc. 

Auch  weitere  Constructionen  können  wir  andeuten,  z.  B.  die  der 
auf  z/,  liegenden  Inflexionspunkte  der  Fläche,  und  zwar  blos  vermit- 
telst C'84,  un(l  ^2'  Wir  legen  zu  dem  Ende  durch  die  vier 
Tangentialebenen  au  C84  und  bestimmen  ihre  Berührungspunkte  mit 
dieser  Curve,  uud  ihre  Schnittpunkte  mit  J2.  Entsprechende  Punkte 
beider  Gruppen  verbunden,  jgeben  die  vier  singulären  Erzeugenden, 
welche  zf,  in  den  gesuchten  Punkten  treffen  etc. 

Doch  auch  dann,  wenn  die  nicht  gegebenen  Punkte  p beliebig  im 
Raume  angeorduet  sind,  bestimmen  sie  mit  und  J2  die  Fläche  qp4 
eiudeutig.  Die  durch  sie  gehenden  acht  Transversalen  von  und 
4»  sind  Erzeugende  der  Fläche.  Sic  werden  von  einer  beliebigen 
Ebene  E des  Raumes  in  acht  Punkten  n getroffen,  welche  mit  den 
in  E liegenden  Punkten  der  Geraden  und  J2,  diese  als  Doppel- 
punkte betrachtet,  eine  Curve  684  festlegen.  Diese  Curve  aber  be- 
stimmt mit  Jx  und  d2,  »He  drei  Linien  als  Leitlinien  betrachtet,  eine 
Fläche  qp4,  die  offenbar  die  acht  Transversalen,  also  auch  die  acht 
gegebenen  Punkte  enthält. 

Da  eine  Tangentialebene  von  qp4  durch  ihre  Schnittpunkte  a,  ß 
mit  bzhw.  z/2  auch  eine  Erzeugende  der  Fläche  qp4  fixirt,  kann 
statt  einer  beliebigen  Anzahl  von  Punkten  eine  gleich  grosse  Zahl 
von  Ebenen  gegeben  werden. 

„Die  Regelfläche  qp4  ist  durch  ihre  zwei  Doppelgc- 
raden  und  acht  Erzeugende,  oder  eine  Anzahl  von 
Punkten  und  Tangentialebenen,  deren  Summe  auch  Acht 
ist,  im  Allgemeinen  eindeutig  bestimmt.“ 

„Die  gegebenen  Punkte  können  auch  alle  in  einer 
Ebene  liogen,  und  ebenso  können  die  Tangentialebenen 
sich  in  einem  Punkte  schneiden.“ 

Nur  darf  die  Verbindungslinie  zweier  Punkte,  oder  die  Schnitt- 
linie zweier  gegebener  Tangentialebenen  nicht  eine  Transversale  von 

und  z/2  sein. 

Für  einen  Fall  bleibt  jedoch  die  Aufgabe  auch  unter  dieser  Vor- 
aussetzung unbestimmt,  und  diesen  wollen  wir  nun  untersuchen. 
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Wir  nehmen  zu  dem  Zwecke  an,  zwei  Ilegelflächcn  <p und  t|>s4 
hätten  dieselben  Geraden  d2  zu  Doppelgeraden.  Sie  schneiden 
sich,  da  jede  der  geuauuteu  Geraden  als  Teil  des  Gesammtschnittes 
viermal  zu  zählen  ist,  noch  in  einer  Curvc  achter  Ordnung.  Eine 
beliebige  Ebene  E schneidet  A>8  in  acht  Punkten  p\  die  durch  einen 
solchen  laufende  Transversale  e von  ^ und  d2  ist  nach  Obigem  so- 
wohl eine  Erzeugende  von  <pß  als  auch  von  <p24 , d.  h.  sie  gehört 
beiden  Flächeu  als  Erzeugende  an.  Da  dies  für  jeden  der  acht  Paukte 
gilt,  sehen  wir,  dass  sich  qpj4  und  <ps4  ausser  in  J2  in  acht  Er- 
zeugenden schneiden. 

Hätten  daher  die  gegebenen  acht  Erzeugenden  die  eben  ange- 
deutete specielle  gegenseitige  Lage,  so  bestimmen  sie  nicht  eine,  son- 
dern ein  ganzes  Büschel  von  unendlich  vielen  Flächen  behandelter  Art. 

„Zwei  R egelflächen  vierten  Grades  <p4,  welche  gemein- 
schaftliche Doppelgcraden  besitzen,  schneiden  sich  in 
acht  Erzeugenden.  Diese  bestimmen  mit  genannten  Dop- 
pellinien ein  Büschel  dor  behandelten  Fläche1). 

Art.  8.  Die  Regelfläche  f4  mit  zwei  Doppelgeraden  und  einer 
Doppelcrzeugendcn  //,  sowie  auch  jene  fc4  mit  einer  Cuspidalerzeu- 
gondeu2),  sind  specielle  Arten  der  hier  untersuchten;  wir  haben  zu 
ihren  in  der  Abhandlung:  „Zur  Theorie  der  Regelflächen  vierten 
Grades  und  einer  Doppelgeraden  und  einem  Doppelkegelschnitt“ 3) 
gefundenen  Eigenschaften  noch  Folgendes  hinzu  zu  fügen. 

Die  Fläche  f4  wird  von  einer  Ebene  E in  einer  Curve  vierter 
Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  geschnitten.  Sic  ist  durch  ciuc 
solche  Curve  C’G4  um  ihre  zwei  Doppelgeraden  d2  eindeutig  be- 
stimmt. Ihre  Doppelerzeugende  <4,  ist  jene  Transversale  genannter 
Geraden,  welche  durch  den  dritten  Doppelpunkt  der  Curve  läuft. 

Da  nun  die  Annahme,  dass  eine  ebene  Curve  einen  Doppelpuukt 
habe,  wenn  dieser  nicht  gegeben  ist,  für  eine  Bedingung  gilt,  uud 
zwei  Doppelpunkte  der  CGl  auf  den  Geraden  bzhw.  d2  liegen 
müssen,  ist  diese  Curve  durch  Angabe  von  sieben  weitern  Punkten 
eindeutig  gegeben. 

1)  Es  gilt  ganz  allgemein:  Wenn  zwei  Regclfläehen  dieselben  zwei  wind- 
schiefen Geraden  j\  j"  zu  m-  und  «-fachen  bzhw.  und  »»-fachen  Geraden 
haben,  so  schneiden  sie  sieh  in  (/«r-f  nu)  Erzeugenden.  Der  Grad  der  einen 
ist  m -f-  n,  der  der  zweiten  u -f  v. 

2)  Eine  Cuspidalcrzeugcnde  hat  die  Eigenschaft,  dass  jeder  ihrer  Punkte 
ein  Cuspidalpunkt  der  Fläche  ist  etc. 

3)  Siehe  das  Februarheft  dieses  Jahrg.  d.  Sitzungsber.  d.  kais.  Akad.  d. 
Wisscnsch.  zu  Wien. 
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Nehmen  wir  nun  au,  von  f1  wären  dt  unp  d»  sowie  sieben  Er- 
zeugende e gegeben;  so  schneidet  irgend  eine  Ebene  K die  d^  d2  iw 
den  Punkten  Dl  resp.  IX,  und  die  c in  sieben  Punkten  p ; sic  schnoidet 
aber  f4  in  einer  Curve  CVS  welche  die  Dlt  IX,  zu  Doppelpunkten  hat 
und  durch  die  p einfach  geht,  durch  diese  Angaben  daher  vollkommen 
bestimmt  ist. 

Wäre  die  Doppelerzeugende  d selbst  bekannt,  so  ist  durch  ihren 
Schnitt  I)  mit  U,  der  dritte  Doppelpunkt  von  CV1  ßxirt;  zur  Bestim- 
mung von  C’G4  genügt  die  Angabe  von  fünf  Punkten,  also  die  von 
fünf  Erzeugenden  der  f4. 

Wir  sehen  daraus,  dass  die  Hegelfläche  <jp4,  mit  einer  Doppel- 
erzeugenden ^(f4),  durch  ihre  zwei  Doppelgeraden  dti  d ä und  sieben 
Erzeugende  (Punkte  oder  Tangentialebenen)  bestimmt  ist,  wenn  d 
selbst  nicht  gegeben  ist.  Dass  jedoch,  wenn  d„  d « und  d bekannt 
sind,  die  Angabe  vou  fünf  Erzeugenden  (oder  Punkten  und  Tangen- 
tialebenen) genügt. 

„Besitzt  die  Regelfläche  <p4  eine  Doivpelerzeugende  d , 
so  ist  sie  durch  ihre  zwei  Doppolgeraden  d^  d2  uud  sie- 
ben Erzeugende  (oder  Punkte  und  T angeutialebeiicn) 
bestimmt.  Ist  ihre  Doppelerzcugeude  bekannt,  so  ge- 
nügt die  Angabe  vou  fünf  einfachen  Erzeugenden.“ 

„Die  Annahme,  dass  <j,4  eine  Doppelerzeugende  habe 
gilt  für  eine  Bedingung;  die  Doppelerzeugende  selbst 
jedoch  für  drei.“ 4) 

In  derselben  Weise  können  wir  zeigen,  dass  die  Regclflächc  fc4, 
mit  einer  Cuspidalerzeugcnden  d,  durch  die  zwei  Doppelgeraden  dt, 
d2  und  sechs  Erzeugende  c,  oder  durch  dly  d*,  d und  vier  Erzeu- 
gende bestimmt  ist. 

Denn  schneiden  wir  die  gegebenen  Geraden  durch  eine  Ebene  E, 
so  erhalten  wir  für  den  letzten  Fall,  die  Punkte  Du  /)„,  I)  und  vier 
Punkte  p.  Die  E schneidet  nun  fc4  (s.  1.  c.)  in  einer  Curve  6’54,  die 
D1  uud  ü2  zu  Doppelpunkten,  L)  zum  Rückkehrpunkt  hat,  uud  durch 
die  p einfach  läuft.  Da  ein  Rückkehrpunkt,  wenn  er  bekannt  ist, 
für  vier,  wenn  er  jedoch  nur  vorhanden  ist,  für  zwei  Bedingungen 
gilt,  ist  6'54  eindeutig  gegeben.  Lassen  wir  jetzt  eine  Gerade  an  C54 
uud  -X , gleiteu.  so  erzeugt  sie  eine  ganz  bestimmte  Fläche  fc4; 
diese  ist  demnach  durch  die  gegebenen  Daten  fixirt. 

„Besitzt  die  Regelfläche  q/1  eine  Cuspidalerzeugende 


1)  Gilt  für  jede  Regclflächc  mit  vielfachen  Geraden. 
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d,  so  ist  sio  durch  diese,  ihro  zwei  Doppelgeraden  dx, 
d2  und  vier  Erzeugende  bestimmt.  Ist  d vorhanden,  je- 
doch nicht  gegeben,  so  erscheint  <p4  durch  du  d»  und 
sechs  Erzeugende  (oder  Punkte  und  Taugcnteuebenen) 
er  st  bestimmt.“ 

„Die  Anuahme  <p4  habe  eine  Cuspidalerzeugende,  ist 
äquivalent  zwei  Bedingungen.  Die  Angabe  der  Cuspi- 
dalerze ugenden  selbst  jedoch  gilt  für  vier  Bcdiugun- 
g c n.“  J) 

Die  in  Art.  7.  für  cp1  blos  angedcuteten  Constructiouen  der  Cuspi- 
dalpunkte,  Iutlexionspuukte  und  singulären  Erzeugenden,  können  für 
f4  und  fc4  nebst  andern  Aufgaben  mit  Leichtigkeit  gelöst  werden. 
Au  die  Stelle  der  Curve  Cg4,  welche  wir  mit  d% , d2  bei  Lösung 
der  bezeiclmcten  Probleme  als  gegeben  voraussetzten,  tritt  nun  die 
Curve  Cg4  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  bzhw.  die  Curve 
C’54  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  und  eiuem  Rückkehr- 
punkt-, die  au  diesen  Curven  auszuführenden,  zur  Bestimmung  ge- 
nannter Singularitäten  führenden  Hilfsconstructionen  jedoch,  wie 
wir  in  der  Abhandlung:  „Ucber  Curven  vierter  Orduuug  mit  drei 
Doppelpunkten“2)  gezeigt  haben,  sind  leicht  durchzuführen.  Uebri- 
gens  kann  an  die  Stelle  der  Curven  C04  resp.  C54  immer  ein  f4  oder 
fc4  eingeschriebener  Kegelschnitt  C-  gesetzt  werden,  da  dessen  Ebene 
durch  die  Doppel-  bzhw.  Cuspidalerzeugende  d bestimmt  ist,  und  er 
jede  der  weiter  gegebenen  Erzeugenden  c schneiden  muss.  Reichen 
diese  zu  seiner  Construction  nicht  hin,  so  kann  mau  leicht  eine  be- 
liebige Anzahl  derselben,  und  zwar  mit  Hilfe  der  in  1.  c.  erklärten 
Constructionen  elementar  bestimmen. 

Obwohl  wir  in  der  f4  und  fc4  behandelnden  Arbeit  diese  Flächen 
ausführlich  besprochen,  bemerkon  wir  auch  hier,  dass  jeder  Kegel- 
schnitt der  fc4  die  Cuspidalerzeugende  tangirt. 

Art.  9.  Wir  wollen  die  gefundenen  Sätze  auch  analytisch  naeh- 
weisen,  da  wir  dadurch  zu  neuen  Resultaten  gelangen. 

Es  sei  die  eine  Doppelgerade  dx  der  Fläche  <p4,  die  wir  im  Fol- 
genden immer  als  gegeben  betrachten,  die  £ Axe  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystcms  und  £,  v,  £ die  Coordinateu  irgend  eines  Punktes 
bezogen  auf  dasselbe.  So  ist  die  Gleichung  irgend  einer  Ebene  <5 
des  Büschels  dt\ 

v 

B)  i = ’* 

1)  Gilt  mich  allgemein. 

2)  Sitzb.  d.  k.  Akademie  d.  Wissensch.  zu  Wien.  Januarheit  1879. 
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nud  wenn 

<*£-}- &v-}-  = 0 

und 

die  Gleichungen  irgend  zweier  durch  die  Doppelgerade  gehender, 
nuu  als  fest  zu  betrachtender  Ebenen  £/,  m sind,  ist  die  Gleichung 
einer  dritten  variablen  Ebene  s dos  Büschels  J2  die  folgende: 

t 

ai  + 4«+cf+(i 
P>  a.'l+b'v  + c't  + d'-m 

Sowie  in  der  Gleichung  «)  jedem  n eine  bestimmte  Ebene  des  Bü- 
schels zugeordnet  ist,  entspricht  auch  in  Gl.  ß)  einem  gewählten 

m eine  Ebene  e eindeutig. 

° % 

Die  Bedingung,  dass  die  Büschel  <4,(<5)  und  dfle)  eine  Regel- 
tläche  erzeugen,  ist  an  die  gegenseitige  Zweideutigkeit  derselben, 
also  die  folgeude  Gleichung  gebunden: 

Aus  dieser  Gleichung  sehen  wir,  dass  jedem  Werte  des  m zwei 
Werte  von  «,  also  jeder  Ebene  e von  zwei  Ebenen  in  und 
umgekehrt  entsprechen. 

Zwei  entsprechende  Ebenen  beider  Büschel  schneiden  sich  in  einer 
Erzeugenden  e der  Fläche,  und  umgekehrt  bestimmt  eine  solche  und 
daher  auch  ein  Punkt  p von  tpx  zwei  einander  zugeordnete  Ebenen 
6'  und  «'  von  bzhw.  ^f2,  also  zwei  correspoudirende  Werte  der 
Teilverhältnisse  m und  ». 

Die  obige  Gleichung  enthält  acht  unabhängige  Coeflicientcn,  diese 
sind  durch  acht  Wortpaare  ven  m und  «,  d.  h.  durch  acht  Punkte 
von  <p4  bestimmt. 

Die  Gleichung  1)  bestimmt  nun,  wenn  J2  bekannt  sind,  die 
Fläche  selbst,  diese  ist,  was  wir  früher  synthetisch  bewiesen,  durch 
/ft,  und  acht  Punkte  oder  Tangentialebenen,  oder  schliesslich 
cbensoviele  Erzeugende  gegeben  etc. 

Substituiren  wir  aus  «)  und  ß)  die  Werte  von  m uud  n in  die 
Gleichung  1),  so  erhalten  wir  die  folgende: 

(a,|+Z»,v+c'J+(/,)l(C1v*4-^2vs+C3^2)  =0 

Diese  nach  den  Potenzen  der  Variablen  geordnet,  liefert  die  Glei- 
chung: 
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(Aib*+B1bb'+  C1b*)v*+(Aib*+Bibb'+Cib'i-}-2A1ab+  {ab’-\-a '1)1}^ 
+2C1a%')v*S+(A1a*+Blaa'+C\a'i+A3bt+Bsbb'+CQb'*+2Atab 
— |— JB^{abr— ^o!  b)— br)v2£?— j— C^xi  2-\~2A3ob 
^B3(ab,^a,b)^2C3a,b’)v\*A(-{A3a2-\-B3aat-\-C3a,*)\* 
+(2A1bd+B1(bd'-{-b'd)-}-2CJb,d')v3+(2AJad+B1(ad'-j-a'd) 

- }-2C1a,d,+2Aibd+B2(bd'+b'd)+2C<,b'd')v 2£ 

— }—  (2A3ad-]f-  B-^ad  — |— et  d)— |“ 2 Cg«  <r//  — J — 2A3bd~^~  B3(bd'  b'd) 
^2C3b,dfMi+(2A3ad+Ba((uV+a,d)-^2C3a,df)^ 
+(A1d*+B1dd'+C1d,i)v*+{A*d*+Bi<ld'+Ci(l,i)vl 
+{A3d*+B3<Ul'+C3d>*)i* 

+^{2A1b(^B1{bc,+b,c)+2C1b,c)v3^{2A1ac^-B1{ac+a,c) 
+2t\ac+2AJjcArB^bc'+b'c)+2C3b'c’)vH 
— j—  ( 2A  2& c— |-  B%  ( ei  c ' — }-  ct ' c ) -|—  2 C gö r c ' — j— 2A  3b c — |— ß3  ( b c 1 — j— b ' < • ) 
-l~2C8b,c,)^v+(2A8ae-j-B3(acr-j-a'c)-i-<2C3a,cr)P 
+{2A1cd+ß1(cd'+c'd)+2Cic'd')vi-\-(2Aicd-\-Bi(cd'-\-c'd) 
Ar2C2c,d,)v^+(2Ascd-{-B3(cd,-\-cd)-\-2C3c'd')'] 
~\~^\XAiC2-\-B^cc,-\-CyC2)v2-\-{^A2C3~\-B^cc,-\~02ic,2)v^ 

~\~{^c2~\-^&cc  -\-C3c  x)l2\  = 0, 

wolclie  die  Form  hat: 

2)  + «v^aV+  «3§*V*  + «4sV3-f-«.-,V4  + »,;£3  + «7I2U+ 

+ «Uv3+  «10^*+«ll^v  + wl2v2  + ^l^l^3+^2t,+  W«*+  ßlV* 

+ ß^2 -f-  ftsS v + ßiv*) + £*(  YiZ2 + y£v + y.^2)  = o. 

Dies  ist  also  die  Gleichung  der  Regelflächc  qo4  bezogen  auf  ein 
rechtwinkliges  Coordinatcnsystem,  in  welchem  die  eine  Doppelgerade 
J1  von  qpl  die  £ Axe,  und  £,  v und  £ die  laufenden  Coordiuaten  eines 
Flächenpunktes  sind.  Sie  enthält  einundzwanzig  unabhängige  Coef- 
ficienten,  welche  durch  ebcnsoviele  Gleichungen  2),  d.  h.  durch  ein- 
undzwanzig Punkte  bestimmt  sind.  Daraus  Hicsst  der  Satz: 

„Die  Regelflüche  qo4  ist  durch  eine  Doppclger  ade  und 
einundzwanzig  Punkte  oder  einundzwanzig  Tangential- 
ebene u bestimmt.“ 

Vergleichen  wir  dieses  Resultat  mit  der  bekannten  Tatsache,  dass 
eine  Fläche  vierter  Ordnung  durch  34  Punkte  gegeben  ist  und,  dass 
wenn  beide  Doppelgeraden  von  qp4  bekannt  sind,  die  Angabe  von  acht 
Punkten  zur  Bestimmuug  von  qo4  genügt;  so  gelangen  wir  zu  dein 
Ergebniss,  dass  eine  Doppelgcrado  der  qp4  für  13  Bedingungen  gilt. 
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Art.  10.  Betrachten  wir  irgend  eine  Transversale  r von  ßx  und 

als  Coordinatenaxe,  und  bezeichnen  wir  die  Entfernung  eines 
Punktes  « der  Geraden  von  T mit  a-,  und  die  eines  Punktes  ß 
der  von  derselben  Axe  mit  y\  so  können  wir  die  Gleichung  der 
Fläche  qp4,  bezogen  auf  die  Axe  T folgend  schreiben : 

I)  *2(0,  y 2 -}-  biy  + Cj)  -j-a’Ccr^2  -f-  b2y  -f-  c2)  -f  a3y2  -{-  % -f  c3)  = 0. 

Auch  diese  Gleichung  hat  acht  unabhängige  Cocfficienten,  ist  da- 
her durch  acht  entsprechende  Werte  von  x und  y,  d.  h.  durch  acht 
Erzeugende  der  Fläche  bestimmt  etc. 

Ist  die  Gleichung  der  Fläche  in  dieser  Weise  gegeben,  so  können 
wir  die  in  irgend  einem  Punkt  a„  von  J1  sich  schneidenden  Erzeu- 
genden e',  e"  dadurch  fixiren,  dass  wir  die,  der  dem  Punkte  au  zu- 
kommenden Coordinate  x entsprechenden  zwei  Werte  der  Coordiuatcn 
y aus  I)  berechnen  und  ihr  Vorzeichen  berücksichtigend,  die  ihnen 
zugeordneten  Punkte  ßn  von  Ax  bestimmen  und  mit  c<„  verbinden. 

Umgekehrt  entsprechen  jedem  y zwei  o?,  wie  wir  aus  der  Auf- 
lösung der  Gl.  I),  nämlich: 

II) 

2(«1y*+*iy+ci) 

sehen;  es  schneiden  sich  also  auch  iu  jedem  Punkte  vou  J*  zwei  Er- 
zeugende. 

Wie  wir  der  Gl.  II)  entnehmen  können,  gibt  es  auch  Werte  von 
y,  deren  zwei  entsprechende  Werte  von  x identisch  sind. 

Um  sie  zu  bestimmen  setzen  wir  den  Ausdruck  unter  dem  Wurzel- 
zeichen, welchen  wir  kurz  mit  V bezeichnen,  gleich  Null.  Er  ist  nach 
y vom  vierten  Grade,  hat  daher  die  Form: 

III)  F = A3.y2+A4y+A5. 

Die  vier  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  also,  wreun  wir  sie  gleich 
Null  setzen,  die  Coordinaten  jener  vier  Punkte  von  deren  jeder 
die  Eigenschaft  hat,  dass  die  ihm  in  Jx  zugeordneten  Punkte  coin- 
cidircn.  Diese  Gleichung  liefert  uns  demnach  die  vier  Verzweiguugs- 
punkte  der  Reihe  Aßß)  bzhw.  die  vier  auf  liegenden  Cuspidal- 
punkte,  uud  mithin  iu  Verbindung  mit  II)  die  vier  auf  gelegenen 
Iuflcxiouspuukto  der  Regelfläche  <p‘. 

Wir  könnten  nun  auch  die  in  Art.  3.  bewiesene  Eigenschaft  der 
Cuspidalpunkte,  die  Doppelgeraden  in  eigentliche  und  ideelle  Strecken 
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zu  teilen,  mit  Hilfe  der  Gl.  II)  und  III)  analytisch  nachweisen;  da 
aber  die  dazu  notwendige  Discussion  der  Gleichung  vierten  Grades 
zu  viel  Raum  erfordern  würde,  begnügen  wir  uns,  dies  an  der  Regel- 
flache  tp[  mit  zwei  Doppelgeraden  und  einer  Doppelerzeugen- 

deu  4 zu  zeigeu. 


Um  die  Untersuchung  recht  einfach  zu  gestalten,  wählen  wir  die 
als  bekannt  vorausgesetzte  Doppelerzcugende  A zur  Coordinatcnaxe 
T.  Diese  Annahme  hat  zur  Folge,  dass  die  beideu  y0  — 0 entspre- 
chenden Werte  von  x auch  gleich  Null  sind,  d.  h.  dass  für 

y = 0 auch  a'0'  = £r0"~  0 ist. 

Führen  wir  dies  in  die  Gleichung  II)  ein,  so  erhalten  wir  als  Folge: 


also: 


<?3  = 0,  c22  — 4 cy . c«,  = 0 
c3  — 0 und  c2  — 0. 


Es  ist  demnach  der  Coefticient  von  x in  der  ersten  Potenz  und 
das  absolute  Glied  gleich  Null. 


Würden  wir  die  Gl.  I)  nach  x auflösen  und  die  ebenfalls  beste- 
hende Rediuguug: 

a*o  = 0,  ?/o'=  0 = yo" 
einführen,  so  erhielten  wir  analog: 

= U und  cs  = 0, 

d.  h.  der  Coefticient  von  y in  der  ersten  Potenz  ist  auch  Null. 


Die  Gleichung  der  Regelfläche  f4,  bezogen  auf  ihre  Doppelerzeu- 
gende A als  Axe,  lautet  daher: 

IV)  + hxy  + <?,)  + x(a*y2  + %)  + =*  0. 

Sie  hat  fünf  unabhängige  Coofficieuten , woraus  das  bereits  syn- 
thetisch nachgewiesene  Ergebniss,  dass  f1  durch  A„  A2,  A und  fünf 
Erzeugende  bestimmt  ist,  resultirt. 

Lösen  wir  IV)  nach  x auf  und  heben  y als  gemeinschaftlichen 
Factor  heraus,  so  ergibt  sich  die  Gleichung: 


V) 


--  (a^y-j-^)  + Vfaa2— 4ff1q3)y2-)~  2(a^g— )y-\~  (62— 4^3^) 

2(o1ya+ft1y  + c i) 


Der  Ausdruck  V ist  quadratisch,  hat  demnach  die  Form: 

VI)  V = 


Ameseder:  Die  Regel/läche  vierten  Grades  mit  zwei  Doppelgeraden.  95 


er  liefert  uns,  gleich  Null  gesetzt,  die  auf  J2  befindlichen  zwei  Cuspi- 
dalpunkte  der  Fläche  f4;  die  Realität  derselben  knüpft  sich  daher  au 
die  Relation: 

«)  ^22  — 4L41^48>0. 

Unter  dieser  Voraussetzung  untersuchen  wir  nun  jene  Werte  der 
y nnd  der  diesen  zugeordneten  :r,  welche  durch  die  Gleichung: 

V=  C>  0 
oder 

A*y-\~ -Az  — C — 0 bedingt  sind. 

Zu  dem  Zwecke  bilden  wir  die  Discriminante  der  letzten  Glei- 
chung, sie  ist:  A22 — 4Aj(A3  — C)  und  wegen  der  Voraussetzung  or) 
immer  grösser  als  Null,  d.  h.  es  ist: 

«')  A22  — 4Ax(A3  — C)  > 0. 

Aus  dieser  Relation  sehen  wir,  dass  die  der  Gl.  V=  6'^>0  ent- 
sprechenden Werte  von  y immer  reell  sind,  und  zwar  gleichzeitig  mit 
den  ihnen  zugeordneten,  aus  Gl.  V)  resultirendcn  Werten  von  x. 

Ist  hingegen 

V—  6’<^0,  oder  V—  — Cf  (wobei  C positiv) 

also: 

yl + ^3  + C'  — 0, 

so  kann 

a")  A22-4A1U3+G')>0, 

aber  auch 

«"')  A^-tAßAs+C’XQ 

sein,  wie  man  aus  dem  Vergleich  dieser  Discriminante  mit  Relation 
ß)  sieht 

Nun  ist  aber,  wie  aus  V=  — Cr  und  Gl.  V)  ersichtlich  ist,  s 
immer  imaginär  (eig.  complex),  während  y,  wenn  a")  besteht,  reell, 
wenn  hingegen  am)  erfüllt  wird,  imaginär  ist. 

Es  gibt  daher  auch  reelle  y,  welchen  imaginäre  x entsprechen, 
oder  geometrisch  ausgesprochen:  es  gibt  reelle  Punkte  auf  J2,  deren 
entsprechende  auf  Jt  imaginär  sind,  d.  h.  wenn  die  auf  J2  liegenden 
Cuspidalpunkte  von  qp4  reell  sind,  so  existiren  auf  dieser  Doppel- 
geraden reelle  Punkte,  in  welchen  sich  imaginäre  Erzeugende  schneiden. 

Weil  für  U^>0  jedem  reellen  y auch  reelle  *,  für  F<0  aber 
anch  reellen  y imaginaärc  x entsprechen , und  für  V = 0 die  den  y 
zngeordneten  x coincidiren  *,  sehen  wir,  dass  die  Cuspidalpunkte  es 
sind,  welcbo  in  einer  eigentlichen  und  ideellen  Strecke  teilen. 

In  derselben  Weise  könnten  wir  zeigen,  dass  unter  der  Voraus- 
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Setzung  Aj2 — 4^t|  Aif  < 0,  reellen  y immer  reello  x und  imaginären  y 
auch  immer  imaginäre  x zugeordnet  sind,  d.  h.  dass,  wenn  die  auf 
d2  befindlichen  Cuspidalpunkte  imaginär  sind,  diese  eine  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  nach  eigentliche  Doppellinic  ist.  Dasselbe  gilt  von  J1. 

Art.  11.  Ein  durch  drei  Erzeugende  der  q>*  gelegtes  Hyper- 
boloid k'2  enthält  die  beiden  Doppelgeraden  dx , d2  der  Regelfläche 
und  schneidet  demnach  diese  immer  noch  in  einer  Erzeugenden.  Um- 
gekehrt kann  wie  in  Art.  7.  gezeigt  werden,  dass  jedes  durch  dx  und 
dt  gelegte  Hyperboloid  die  Fläche  in  vier  windschiefen  Erzeugenden 
c,,  c2>  r3i  c4  schneidet. 

Die  zwei  Doppelgeraden  d2  und  zwei  beliebige  Punkte  />,,  p s 
des  Raumes  bestimmen  ein  Büschel  von  windschiefen  Hyperboloiden. 
Jedes  enthält  die  durch  , p2  gehenden  zwei  Transversalen  s1  und 
der  zwei  Doppelgeraden  und  schneidet  die  Regelfläche  in  vier  Er- 
zeugenden. Coincidiren  zwei  dieser  Erzeugenden,  so  wird  das  be- 
treffende Hyperboloid  h~  zum  Berührungshyperboloid  längs  einer  Er- 
zeugenden der  Fläche.  Um  die  Anzahl  dieser  Hyperboloide  zu  be- 
stimmen, legen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  ti  von  und  durch 
s2  die  Ebene  F;  sic  schneidet  qc1  in  einer  Curve  Cg4,  vierter  Ord- 
nung  und  achter  Classe,  an  welche  man  aus  n acht  Tangenten  tx, 
t2  ...  ziehen  kann.  Eine  dieser  Tangenten,  etwa  /,  bestimmt  auf 
s2  den  Punkt  nx  und  berührt  qp4  in  einem  Punkt  bx , welcher  wieder 
mit  dx  und  d2  eine  Erzeugende  Cj  der  Regelflächc  fixirt. 

Von  den  unendlich  vielen  Berührungshyperboloiden  der  Fläche, 
welche  diese  längs  f,  berühren,  bilden  jene,  welche  durch  jx  und 
d2  gehen  ein  Büschel  A»'.  Jedes  Hyperboloid  dieses  Büschels  ist 
durch  Angabe  eines  Punktes  vollkommen  bestimmt.  Jenes,  welches 
durch  den  Punkt  tc  geht,  muss  zur  Erzeugenden  haben,  weil  diese 
Gerade  die  einzige  durch  n laufende,  die  in  einem  Punkt  von  c, 
berührende  Tangente  ist.  Da  es  aber  der  Voraussetzung  nach  als 
dem  untersuchten  Büschel  h2  angehörig  auch  dx  und  d2  enthält, 
wird  es  auch  #,  und  «2  zu  Erzeugenden  haben,  da  jede  dieser  Ge- 
raden dx,  dt  und  tx  schneidet. 

Die  Tangente  tx  durchläuft  also,  wenn  ti  sich  auf  rx  fortbewegt 
ein  Hyperboloid  /<2',  welches  die  Regelflächc  q p1  in  der,  von  dem  Be- 
rührungspunkt bx  beschriebenen  Erzeugenden  ct  berührt  und  durch 
sowie  auch  dx  und  d2  geht.  Da  dies  für  jede  der  acht  Tangenten 
gilt,  sehen  wir,  dass,  wenn  wir  aus  einem  Punkte  ti  einer  Trans- 
versale xx  von  dx  und  d2  jene  acht  Tangenten  an  qp4  legen,  welche 
eine  zweite  Transversale  genannter  Art  schneiden;  die  Berührungs- 
punkte der  acht  Tangenten  ebensoviele  Erzeugende  von  qp1  durch- 
laufen, wenn  sich  n auf  sx  fortbewegt. 
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„Durch  zwei  Punkto  des  Raumes  und  die  beiden  Dop- 
pelgeraden der  Regelflächo  qp4  gehen  acht  Borührungs- 
byperboloide  derselben,  d.  h.  acht  Hyperboloide,  welche 
g:4  längs  je  einer  Erzeugenden  berühren.“1) 

Ist  eine  Erzeugende  der  Regclfiäche  qp4,  liegt  also  p2  auf  der- 
selben-, so  schneidet  die  Ebene  E~  (ns^)  die  qp4  in  eiuer  Curve  Q3, 
dritter  Ordnung,  sechster  Gasse.  An  diese  kaun  man  aus  n nur 
sechs  Tangenten  t2  ...  t6  legen,  welche,  wenn  sich  it  auf  fort- 
bewegt , jene  sechs  durch  , s2  und  s1  gehenden  Berührungs- 

byperboloide  beschreiben,  deren  keines  qp4  längs  s2  berührt.  Dieses 
Hyperboloid  ist  doppelt  zu  zählen,  gibt  daher  mit  den  andern  die 
Zahl  Acht,  und  wird  durch  jene  aus  n an  qp1  gelegte  Tangente  be- 
schrieben, welche  die  Fläche  in  einem  Punkte  von  taugirt.  Liegt 
auch  px  auf  qp4,  ist  also  auch  eine  Erzeugende  der  Fläche,  so  kann 
manjaus  ausser  der  Tangente  t von  C63  in  n vier  Tangcnteu  ziehen. 
Durch  zwei  Erzeugende  der  Regelfläche  gehen  vier  Berühruugshyper- 
boloide,  jene  in  den  festen  Erzeugenden  nicht  gerechnet. 

„Durch  einen  Punkt  des  Raumes  und  eiuo  Erzeu- 
gende der  Regclfiäche  qp4  gehen  sieben  Berührungs- 
hyperboloide derselben,  das  qp4  längs  der  bezeichneten 
Erzeugenden  berührende  Hyperboloid  mitgezählt. 

Durch  zwei  Erzeugende  c2,  c2  von  qp4  gehen  sechs  Bc- 
rührun gshyper boloide,  wobei  auch  die  zwei  qp4  längs  o, 
bzhw.  c2  berührenden  Hyperboloide  gezählt  sind.“2). 

Ein  Schmiegungshyperboloid  der  Regelflächo  qp4  hat  mit  ihr  die 
benachbarte  Erzeugende  gemeiu,  enthält  also  auch  die  beiden  Doppel- 
geraden: 


1)  Durch  zwei  Punkte  des  Raumes  und  die  m fache  und  n fache  Gerade 
einer  Regelfläche  (m-f-u)ter  Ordnung  gehen,  wie  in  obiger  Weise  bewiesen 
werden  kann,  2 m.n  Berührungshvpei  boloide.  Hat  die  Regelfläche  eine  /»fache 
Erzeugende,  so  ist  die  Anzahl  der  genannten  Hyperboloide  2m . n — p(p — 1). 
Für  m = 2,  n = l ist  z — 4 etc. 

Statt  der  zwei  Punkte  können  reciprok  zwei  Ebenen  gegeben  werden, 
welche  die  Hyperboloide  zu  berühren  haben. 

2)  Wenn  ei  und  e2  benachbart  sind,  gilt  das  Gesagte  natürlich  auch; 
der  Satz  specialisirt  sich  folgendcrmassen:  „Von  den  unendlich  vielen 
Hyperboloiden,  welche  tp 4 längs  einer  Erzeugenden  berühren» 
berühren  sie  viere  auch  noch  längs  je  einer  andern  Erzeugen- 
den.“ 

Von  den  Tangenten  einer  Fläche  y4  in  einem  Punkte,  berühren  sie  viere 
»uch  an  anderer  Stelle. 

Teil  LXY.  7 
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„Alle  Schmiegungshyperboloidc  der  Regclflächc  cpK 
gehen  durch  die  beiden  Doppelgeraden.“ 

Ein  Schiniegungshyperboloid  besteht  aus  den  Haupttaugenten  der 
Regclflächc  in  Punkten  seiner  Berührungserzeugenden  e,  es  schneidet 
die  Rcgclfläelie  in  noeh  einer  Erzeugenden  e',  welche  als  der  geome- 
trische Ort  des  Schnittpunktes  einer  die  <pI) * * 4 * * *  in  einem  Tunkt  von 
e berührenden  Haupttangente  r,  durch  Angabe  einer  solchen  eindeutig 
bestimmt  ist. 

Der  aus  einem  Puukt  P des  Raumes  der  qp4  umschriebene  Kegel 
Kf  hat  zwölf  Rückkebrtaugentcu  t„  r2,  r3  ...  r12;  jede  derselben  ist 
zugleich  eine  Haupt  tangente  der  Fläche.  Denn  legen  wir  durch  eine 
derselben,  etwa  Tj  eine  Ebene  E,  so  schneidet  diese  A"48  ausser  in 
Tn  die  als  Rückkehrtangente  im  Schnitt  doppelt  zu  zählen  ist,  in  noch 
sechs  Kanten,  deren  jede  eine  aus  P an  den  Schnitt  6’g4,  von  E und 
<jp4  gelegte  Tangente  ist.  Von  den  acht  aus  P an  C84  zu  ziehenden 
Tangenten  coincidiren  also  zwei  mit  Tj , die  demnach,  weil  sie  nur 
einen  Berührungspunkt  besitzt,  eine  Inflexionstangcutc  von  C84  und 
daher  auch  von  <p4  ist.  Das  Schmicgungshyperboloid  der  Fläche  in 
der  durch  gehenden  Erzeugenden  e,  enthält  auch  die  Haupttangente 
tj , geht  also  durch  P und  hat  die,  diesen  Punkt  enthaltende  Trans- 
versale von  und  zur  Erzeugenden.  Da  dies  von  jeder  der  zwölf 
Haupttangenten  zu  sagen  ist,  gilt  der  Satz: 

„Durch  einen  Punkt  des  Raumes  gehen  zwölf  Sclimic- 
gungshyperboloidc  der  Kegclflächc  <p4.“  J) 

Liegt  P in  einer  Doppelebene  <V  eines  erzeugenden  Ebeucn- 
büschels,  etwa  von  so  hat  der  aus  ihm  der  <pA  umschriebene 

Kegel  Kjf  nur  11  Rückkehrkauteu,  welchen  eigentliche  Schmiegungs- 
hyperboloide entsprechen,  während  die  zwölfte  durch  deu  in  <5/  lie- 
genden Cuspidalpunkt  ct'  laufeud,  anzcigt,  dass  d,'  auch  als  Schmic- 
gungsebene  auzusehen  ist. 

Der  aus  einem  Punkt  P der  Regelfläche  epA  ihr  umschriebene 
Kegel  Ay3  hat  neun  Rückkehrkauteu  tu  r2  ...  r;).  Diese  bestimmen 


I)  In  derselben  Weise  kenn  man  beweisen,  dass  durch  einen  Punkts  des 

Raumes  z — 3(rn(n — 1 J -f-  n(m — 1)  — p(p  — 1))  Schmiegungshyperboloidc  einer 

Regclflächc  fmlM,  (w-f-njtcr  Ordnung,  mit  einer  m-facbcn  und  einer  n-fachcn 

Geraden  und  einer  p-fachen  Erzeugenden,  gehen.  Für  f3(m  = 2,  n — 1 J ist 

arr=3;  für  f4(m=3,  ;i=lj  ist  s~  6;  und  für  f4(m  — 2,  n — 2 , p=  2),  z—  6. 

Ebenso  kann  man  die  Anzahl  der  durch  einen  Punkt  gehenden  Schmie- 

gungshypcrboloidc  irgend  einer  andern,  auch  .allgemeinem  Fläche  als  f»«+« 

bestimmen. 
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jeno  neun  Schmiegungshyperboloide,  welche  durch  die,  durch  P lau- 
fende Erzeugende  c gehend,  sich  cp1 * *  4 längs  anderer  Erzeugenden  an- 
schmiegen. 

„Durch  eine  Erzeugende  c der  Regelfläche  cp4  gehen 
zehn  Schmiegungshyperboloide,  das  sich  <p4  längs  e an- 
schmiegende Hyperboloid  mitgez ählt.“  !) 

Ein  gewöhnlicher  Punkt  der  Regelfläche  cp4  ist  hyperbolisch,  d.  h. 
die  Indicatrix  desselben  ist  eine  Hyperbel;  von  den  beiden  Haupt- 
tangeuten  im  genannten  Punkt  ist  blos  die  eine  eigentlich,  während 
die  andere  durch  die  durchgehende  Erzeugende  repräsentirt  wird. 
Die  eigentliche  Haupttangente  r in  P ist  die  Tangente  jeuer  ebenen 
Curve  CG 8,  in  welcher  cp 4 von  der  Tangentialebene  des  Punktes  P 
geschnitten  wird. 

Nehmen  wir  nun  an , P wäre  eiu  Punkt  einer  singulären  Erzeu- 
genden e von  cp 4 und  legen  wir  an  diese  im  genannten  Punkt  die 
Tangentialebene.  Diese  ist,  wie  wir  aus  Art.  2.  wissen,  eino  Ver- 
zweigungsebene v;  sie  berührt  cp4  längs  der  ganzen  Erzeugenden  e 
uud  schneidet  diese  Fläche  ausser  in  e nur  noch  in  einer  Doppel- 
geraden Jx  oder  J$.  Die  Taugente  an  die  Schnittcurve  {cj)  in  P 
coiucidirt  demnach  mit  e selbst,  möge  P irgend  ein  Punkt  dieser  Ge- 
raden sein.  Jeder  Punkt  einer  singulären  Erzeugenden  ist  also  para- 
bolisch und  das  Schmicgungshyperboloid  längs  derselben  ist  die  Er- 
zeugende selbst,  da  die  Haupttangenten  der  cp 4 längs  e mit  dieser 
sämmtlich  zusammen  fallen. 

Der  aus  einem  Puukt  P des  Raumes  der  Regelfläche  cpx  umschrie- 
bene Kegel  Ä48  besitzt  acht  Doppelkanten  dt,  r/2,  d3  ...  r/s.  Jede 
berührt  die  Fläche  in  zwei  Punkten,  so  d1  in  ht  und  bxf.  Die  durch 
diese  Punkte  gehenden  Erzeugenden  seien  bzhw.  Cj,  etf.  Von  den 
unendlich  vielen  Hyperboloiden,  welche  q p4  längs  Cj  berühren  und  die 
Doppelgeraden  zu  Erzeugenden  haben,  ist  irgend  eines  durch 

die  Angabe  noch  einer  mit  Jt,  j*  windschiefen  Erzeugenden,  welche 
jedoch  cp4  in  einem  Punkt  von  Cj  berühren  muss,  eindeutig  gegeben. 
So  bestimmt  dt  ein  durch  Jx  und  J2  gehendes  Berührungshyperboloid 


1)  Die  Anzahl  der  durch  die  /j-fachc  Erzeugende  ^/  der  Regclflächc  fw»  1 H 

(siehe  1.  Anmkg  ] gehenden  Sehmiegungshyperboloide , die  p sieh  f»»+«  längs 

J anschmiegenden  Hyperboloide  nicht  gerechnet,  ist: 

z'=  3[ro(n — 0“  2/)(p—  1 J]  für  m = 2,  w = 2 und  p = 2,  also 

für  die  rationale  Regelfläehe  g>4  ist  z' — 0. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  reciproke,  eine  beliebige  Ebene  E des 

Raumes  von  12  Schraiegungshypcrboloiden  der  gj4  berührt  wird,  welche  den 

12  Inflexionstangenten  des  Schnittes  von  E und  g> 4 entsprechen  etc. 
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Äj2 *  der  Erzeugenden  fj  vollkommen.  Diese  Gerade  bestimmt  aber 
auch  eiu  4„  42  enthaltendes  Berührungshyperboloid  hJ  der  Erzeu- 
genden c/,  weil  sie  rpl  in  dem  Punkte  ft,'  von  c/  auch  tangirt. 
Ueberdies  hat  hx2  auch  e/  sich  zur  Erzeugenden,  weil  diese  4 
uud  42  schneidet  und  ebenso  enthält  h22  auch  ea;  hxz  und  ä22  haben 
also  4Xi  42,  Cj , c/  und  dx  gemein,  sind  daher  identisch.  Jede  der 
acht  Doppelkanten  von  K*  fixirt  also  mit  4X  und  42  eiu  g>4  doppelt 
berührendes  Hyperboloid. 

„Durch  jeden  Punkt  gehen  acht  die  Kegelfläche  <p4 
doppelt  berührende,  d.  h.  längs  zweier  getrennter  Er- 
zeugenden berührende  Hyperboloide.“1). 

Unter  den  Berührungsflächen  der  Regelfläche  <pd  verdient  die 
Asymptotenfläche  noch  besondere  Erwähnung. 

Sie  besteht  aus  den  Tangentialebenen  der  Fläche  in  den  Punkten 
der  unendlich  fernen  (ebenen)  Curve  C«4;  ist  daher  der  Berührungs- 
curve  //8  eines  cp4  umschriebenen  Kegels  Ar4H  reciprok: 

„Die  Asymptotenfläche  der  Regelfäche  <jd4  ist  eine 
dcveloppable  Fläche  achter  Classe  und  sechszehnter 
Ordnung.  Sie  berührt  die  Verzweigungscbeno  längs  der 
singulären  Erzeugenden.“ 

Von  den  weitern  Eigenschaften  der  Fläche  cp4  wäre  noch  zu  er- 
wähnen, dass  sic  acht  cyklische  ebeue  Curven  dritter  Ordnung,  sechster 
Classe  besitzt;  welche  den  vier  reellen  Verbindungslinien  der  acht 
Schnittpunkte  von  <p4  mit  dem  imaginären  Kugelkrcis,  und  zwar  paar- 
weise zugeordnet  sind. 

Art.  12.  Eine  interessante  Specialität  der  behandelten  Fläche  qo4 
ist  das  Erzcugniss  y4,  zweier  projectivischer,  quadratischer  Involutio- 
nen 4x(aa)  und  42(ßß')  auf  zwei  windschiefen  Axon  4X  und  42. 

Fassen  wir  vorerst  zwei  Punkt -Involutionen  genannter  Art  ins 
Auge,  so  haben  wir  als  entsprechende  Elemente  ein  Punkepaar  a,  a' 
von  4X  und  ein  solches  0,  ß'  von  42  anzusehen.  Die  in  a sich 
schneidenden  Erzeugenden  e',  e"  bestimmen  auf  42  die  Puukte  0,  ßf. 
Sowol  durch  den  einen,  als  auch  durch  den  andern  läuft  noch  eine 
Erzeugende  e/  bzhw.  e,",  welche  sich  in  einem  Punkto  «'  von  4lf 


1)  Für  die  Fläche  f»*+»  ist  die  Anzahl  dieser  Hyperboloide  c=2[;«2n2  — 

5w/i-f-2ro-f-2»].  Hat  fm+n  p Doppel-  und  v Cuspidalerzeugcndc;  so  ist  von  s 

die  Zahl  z'=  (2/i-f-3»')  [(»/i-f  n4  — (w»-f-n)— 6]— 2p(p—  1)— £r(v—  1)—  6p.v  ab- 

zuziehen.  Eine  p-facbe  Erzeugende  gilt  hierbei  für  ±p(p — 1)  Doppelerzeugende. 
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und  zwar  in  jenem  schneiden,  welcher  dem  a in  dßaa')  conjugirt  ist. 
Die  vier  Erzeugenden  e',  e",  e/,  t”  sind  conjugirt , und  zwar  derart, 
dass  eine  von  ihnen  die  drei  andern  vollkommen  bestimmt;  sie  bilden 
ein  Quadrupel. 

Aus  dieser  Lagen-Relation  folgt,  dass,  wenn  ß'  mit  ß coiucidi- 
rend,  einen  Doppelpunkt  d^'  der  Involution  J2(ßßr)  bildet,  nicht  nur 
« sondern  ctf  zum  Yerzweigungspunkt  wird. 

In  einem  der  zwei  Doppelpunkte  d/r,  d2"  der  Involution  J2(ßß') 
— dasselbe  gilt  von  a/1  (aar)  — schneiden  sich  zwei  singuläre  Erzeu- 
gende der  Regelfläche  y4.  Jeder  derartige  Doppelpunkt  ist  daher  ein 
Doppcl-Iuflexionspunkt *)  der  Fläche;  ihm  entsprechen  zwei  Cuspidal- 
punkte,  welche  auf  liegen  und  durch  die  auf  dieser  Doppelgeradeu 
befindlichen  Doppel  - Intiexionspunkte  dt\  d * harmonisch  getrennt 
werden. 

„Das  Erzeugniss  zweier  quadratischer  Punkt-In- 
volutionen auf  zwei  windschiefen  Geraden  d2  ist 
eine  Regelfläche  vierton  Grades  y4,  welche  und  z/2  zu 
Doppelliuien  besitzt.  Die  vier  Doppelpunkte  genannter 
Involutionen  sind  Doppel-Inflexionspunkte  der  Regel- 
fläche, die  ihnen  entsprechenden  Punkte  sind  die  acht 
Cuspidal punkte  derselben,  sie  werden  durch  die  Doppel- 
Inflexionspunkte  paarweise  harmonisch  getrennt.“1 

Je  einem  derartigen  Paar  der  einen  Doppelgeraden  entspricht 
ein  Doppel-Inflexiouspunkt  der  andern. 

Dem  Gesagten  zufolge  berührt  eine  durch  gelegte  Ebene  <5 
die  y4  in  zwei  Punkten  a,  a,,  welche  ein  coujugirtes  Paar  der  erzeu- 
genden Punkt-Involution  4ßact‘)  bilden,  also  durch  die  auf  be- 
findlichen Doppel-Inflexionspunkte  <//,  dJ  harmonisch  getrennt  wer- 
den. Die  in  5 liegenden  Erzeugenden  e,  c'  schneiden  in  a bzhw. 
c i ' und  in  ß\  construiren  wir  die  dem  Punkte  dt'  bezüglich  e und 
und  e'  harmonisch  conjugirte  Gerade  f,  so  läuft  diese  daher  nicht 
nur  durch  ß sondern  auch  d2\  beschreibt  demnach,  wenn  6 sich  um 
dreht,  oder  ß die  Gerade  J2  durchläuft,  das  durch  d 2 und  die 
Ebene  (d2,J2)  bestimmte  Strahlenbüschel. 


1)  D.  h.  in  einem  jeden  coincidircn  zwei  Inflexionspunkte  der  Fläche 
(siehe  Art.  2.).  Legen  wir  durch  einen  solchen  Punkt  eine  Ebene,  so  schneidet 
diese  y4  in  einer  Curvc  CB4,  die  im  genannten  Punkt  einen  Doppelpunkt  be- 
sitzt, der  Inflexionstangenten  za  Doppclpnnktstangcnten  hat,  d.  h:  ein  Doppel- 
Inflexionspunkt  ist. 
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Irgend  eine  durch  elf  gehende  Gerade  g , z.  B.  eine  in  dor  Ebene 
<5  liegende  schneidet  y4  in  zwei  weitern  Punkten  (#e)  und  (ge‘),  welche 
durch  elf  und  den  Schnittpunkt  (gf)  von  g mit  der  Ebene  {df  J2) 
harmonisch  nicht  getrennt  werden.  Nimmt  g nach  einander  alle  mög- 
lichen Lagen  ein,  so  erfüllt  {gf)  die  Ebene  (df  J2)\  diese  ist  die 
Polarcbene  des  Doppel-Iuflexiouspuuktes  elf  beogeu  auf  die  Regel- 
fläche y4. 


„Die  durch  eine  Doppelgerade  uud  einer  auf  der 
andern  Doppelgeraden  liegenden  Doppel-Inflexions- 
punkt  elf  gelegte  Ebene  (d2df)  ist  die  Polarcbeuo  des 
zweiten  auf  befindlichen  Doppel-I nflexionspunktcs 
bezogen  auf  die  Regelfläche  y4.“ 

Eine  durch  df  gelegte  Ebene  E schneidet  y4  in  einer  Curvc  C6\ 
die  in  df  einen  Doppel-Inflcxionspunkt,  uud  in  dem  Schnitt  ß von 
E und  d2  einen  einfachen  Doppelpunkt  hat.  Die  Ebene  E schneidet 
die  Ebene  (elf  d2)  in  einer  durch  ß laufenden  Geraden  />,  welche  den 
gemachten  Auseinandersetzungen  zufolge,  die  Polare  von  elf  bezüglich 
y4,  also  auch  bezüglich  C84  selbst  ist.  Diese  Gerade  hat  die  Eigen- 
schaft, mit  dem  Punkte  df,  je  zwei  auf  einem  Strahl  von  df  liegende 
Cur\Tenpunkte  harmonisch  zu  trennen. 

Dieselbe  Beziehung  besteht  zwischen  irgend  einem  andern  Dop- 
pcl-Inflexionspuukt  und  der  ihm  in  angegebener  Weise  zugeordneten 
Ebene  jenes  Büschels,  auf  dessen  Axe  er  nicht  liegt. 

So  ist  auch  ( 4jdf')  die  Polarcbene  des  Doppel-Iuflexionspunktcs 
df  bezogen  auf  y4.  Daraus  folgt  aber,  dass  irgend  eine  durch  elf  elf 
gehende  Ebene  £,  deren  Schnittpunkt  mit  der  Schnittlinie  dfdf 
der  zwei  Polarebencn  (d^lf)  und  (dxdf)  wir  mit  Sl  bezeichnen,  die 

letztgenannten  Ebenen  in  zwei  Geraden  Steif'  uud  Steif  schneidet, 
welche  die  Polare  df  bzhw.  df  bezüglich  y4,  also  auch  der  durch  E 
auf  y4  bestimmten  Curve  Cf  sind. 

Die  Curve  Cf  hat  elf  uud  df  zu  Doppel-Inflexionspunktcu  und 
die  Eigenschaft,  dass  eine  durch  einen  solchen  Punkt  z.  B.  elf  lau- 
fende Gerade  g ihrer  Ebene  sie  in  zwei  Punkten  p und  p schneidet, 

welche  durch  df  und  den  Schnitt  m 1 von  gt  und  df'Sl  harmonisch 
geteilt  werden.  Sowol  dfp  als  auch  tlfp*  bestimmt  auf  Cf  noch 
einen  Punkt  p bzhw.  p\  deren  jeder  durch  elf  St  von  df  harmonisch 
getrennt  wird,  die  also  eine  durch  df  gehende  Verbindungslinie  ptpf 
habon.  Diese  Gerade  bildet  mit  ;>//,  elf  St  uud  elf  elf'  ein  harmoni- 
sches Strahlenbüschel,  welches  mit  dem  ebenfalls  harmonischen  Vier- 
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strahl  , rf/'Ä,  pip,  Pip'  die  Gerade  d^d x gemeinschaftlich 
hat.  Aus  dieser  Construction  ersehen  wir,  dass  sich  die  Geraden 

PxP\  ppi  im  Punkte  Sl  schneiden,  und  dass  jh  undp',  sowie  p und 
Pi  mit  Sl  und  bzhw.  den  Schnittpunkten  Sl',  Slx  ihrer  Träger  und 

d%f  d i eine  harmonisclio  Reihe  bilden. 

Die  vier  Curvenpunkte  p,  pf,  p,  und  px  bestimmen  ein  Viereck, 
welches  dfl,  d”,  Sl  zum  Diagonaldreieck  hat;  sie  bilden  ein  Punkt- 
Quadrupel  der  Curvo  und  liegen,  wie  leicht  zu  beweisen  ist,  auf 
einem  Erzeugeuden-Quadrupel  der  Regelfläche. J) 

Ist  also  p ein  Punkt  der  Curvc  C#4,  so  ist  auch  der  ihm  bezüg- 
lich Sl  und  dem  Schnittpunkt  Sl'  von  pSl  und  d^tl^'  harmonisch 

conjugirte,  ein  solcher.  Es  schneidet  demnach  jede  Gerade  SlSl 1 
des  Büschels  Sl  die  G'urve  in  vier  Punkten,  welche  paarweise  mit  Sl 
und  Sl * eine  harmonische  Reihe  bilden. 

Bemerken  wir,  dass  Cfl  eine  beliebige  durch  <7/  und  d"  gohendc 
ebene  Curvc  von  y4,  und  SlSl‘  eine  willkürliche  Transversale  der 

Geraden  und  d^d."  ist,  durch  deren  Annahme  C„4  (zweideutig) 

bestimmt  erscheint;  so  können  wir  das  Resultat  der  Untersuchung 
folgendermassen  zusammenfassen : 

„Irgend  eine  Transversale  zweier  windschiefer  Ver- 
bindungslinien der  vier  Doppel-Inflexiouspunktc  der 
Rcgelfläche  y4  schneidet  diese  in  vier  Punkten,  welche 


1)  Die  durch  p gehende  Erzeugende  e schneidet  Jx  in  « und  in  ß. 
L*cgen  wir  durch  e und  Jx  die  Ebene,  so  schneidet  diese  y4  noch  in  einer 
Krzeugendcn  c;,  welche  durch  ß und  p1  laufen  muss,  weil  sich  e und  t'  in  ß 
schneiden  müssen,  und  ß als  auf  e nieht  liegend,  ein  Punkt  der  zweiten  in  ge- 
nannter Ebene  befindlichen  Erzeugenden  sein  muss.  Dass  sich  p 1 wirklich  in 

der  Ebene  (c^/, ) befindet,  folgt  daraus,  dass  pp 1 durch  dx'  geht.  In  derselben 
Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  die  zweite  in  liegende  Erzeugende  e,  durch 

a.  und  px  geht,  sie  schneidet  d%  in  ßx.  Die  durch  />,'  bestimmte  Erzeugende 
e,  muss  sowol  mit  in  einer  Ebene  des  Büschels  liegen,  also  durch  ßx 
laufen;  als  auch  der  Ebene  angchören,  d.  h.  sich  mit  t'  in  einem  Punkt 

ol‘  von  Jx  schneiden.  Weil  nämlich  die  erste  Ebene  dt  in  ßx  trifft,  und  px\ 
px  und  afl  in  einer  Geraden  liegen;  ebenso  schneidet  (e d2)  die  Jx  in  a'  und 

geht  PiPx'  durch  dx'r. 

„Ein  Punkt-Quadrupel  einer  CM4,  deren  Ebene  E durch  irgend  zwei  Dop- 
pel-Inflcxionspunktc  geht,  liegt  immer  auf  einem  Erzeugenden  Quadrupel  von 
Y*,  und  umgekehrt  schneidet  jede  Ebene  E ein  Erzeugendcn-Quadrupel  in  einem 
Punkt-Quadrupel  ihrer  CB*.U 
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durch  die  genannten  Geraden  paarweise  harmonisch  ge- 
trennt werden.“ 

Von  den  sechs  windschiefen  Verbindungslinien  der  vier  Doppel- 
Iuflexionspuukto  haben  selbstverständlich  nur  die  zwei  Paare  d/dj", 
und  d/d/'  die  besprochene  Eigenschaft,  weil  d,  und  Be- 

standteile der  Fläche  sind. 

Lassen  wir  ÄÄ'  an  und  d/d/'  an  einer  Erzeugenden  c 

von  y4  gleiten,  so  erzeugt  sie  ein  Hyperboloid  /t2,  welches  auch  d, 
und  d*  enthält  und  demnach  y4  in  noch  drei  Erzeugenden  c',  e",  cM 
schneidot.  Alle  vier  Erzeugenden  gehören  einer  Schaar  von  h 2 an, 
sind  also  windschief  und  schneiden  ßß'  in  allen  Lagen.  Die  vier 
paarweise  durch  d/d/'  und  d2'd2"  harmonisch  getrennten  Schnitt- 
punkte der  Geraden  ßß'  und  y4  beschreiben  daher  die  vier  wind- 
schiefen Erzeugenden  e,  e',  c",  ew.  Je  zwei  derselben  gehören  einem 

Erzeugenden-Quadrupel  von  y4  an  und  bilden  mit  dj'dj"  und  d2‘^" 
vier  harmonische  Erzeugende  von  /*2.  Da  c beliebig  gewählt  wurde, 
gilt  der  Satz: 

„Jedes  durch  zwei  windschiefe  Verbindungslinien 
der  vier  Doppel-Inflexionspunkte  und  die  zwei  Doppel- 
geraden gelegte  Hyperboloid  h 2 schneidet  die  Regel- 
fläche y4  in  vier  Erzeugenden,  welche  paarweise  mit  den 
genannten  Verbindungslinien  vier  harmonische  Erzeu- 
gende des  Hyperboloides  bilden.  Jedes  derartige  Paar 
gehört  einom  Erzeugenden-Quadrupel  von  y4  an.“ 

Art.  13.  Wir  haben  gezeigt,  dass  durch  zwei  windschiefe  Trans- 
versale der  Doppelgeraden  acht  Hyperboloide  gehen,  welche  die 

Regelfläche  berühren.  Soll  ein  durch  d^d"  und  d2d2  gelegtes 
Hyperboloid  //2  die  Regelfläche  y4  berühren,  so  kann  dies  nur  da- 
durch geschehn,  dass  zwei  nicht  zusammengehörige,  der  vier  auf  h 2 
befindlichen  Erzeugenden  e,  e',  e",  c'"  coincidiren  *,  da- zwei  ein  Paar 

bildende,  d.  h.  einander  bezüglich  JjV/,",  d2d2”  conjugirte  Erzeu- 
gende einem  Quadrupel  angehören,  und  in  einem  solchen  im  Allge- 
meinen nicht  unendlich  nahe  Erzeugende  Vorkommen. 

Fallen  aber  zwei  kein  Paar  bildende  Erzeugende  e und  e"  zu 
einer  Erzeugenden  e;  zusammen,  d.  h.  vielmehr  rücken  sie  unendlich 
nahe,  so  muss  dies  auch  mit  den  zwei  andern,  den  ersten  conjugirteu 
Erzeugenden  e'  und  e'"  geschehen,  weil  diese  an  die  Gleichung: 

(W  d2fd/  e/,  e')  = i",  e/,  O = — l 

gebunden  sind,  welche  dann  erfüllt  wird,  wenn  ew=e'Ee/i  wird. 
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Jedes  Hyperboloid  des  untersuchte«  Büschels,  welches  die  Regel- 
fiäche  längs  einer  Erzeugenden  c y berührt,  berührt  sie  auch  längs  der 

Ci,  bezüglich  d/d/',  d^'dj'  harmonisch  conjugirten  Erzeugenden  eyy; 
welche  mit  cy  einem  Erzeugeuden-Quadrupel  augehört,  also  doppelt. 
Jedes  derartige  Hyperboloid  ist  als  Berührungshyperboloid  doppelt 

zu  zählen,  woraus  folgt,  dass  in  dem  Büschel  <d2,  d2d^' 

vier  solche  Hyperboloide  existiren.  Es  ist  auch  leicht  zu  beweisen, 
dass  von  den  acht  Berührungserzeugenden  dieser  vier  Hyperboloide 
je  viere  ein  Quadrupel  bilden. J) 


1)  Um  dies  schnell  zu  beweisen,  fassen  wir  wieder  eine  jener  unendlich 

vielen  Curven  CH* * * 4  auf,  deren  Ebene  djd%"  in  einem  beliebigen  Punkt  ß 

schneidend  durch  dl,dl,t  geht,  die  also  in  dx  und  dß  Doppcl-Inflexiou9punktc 
hat.  Wie  gezeigt  wurde,  schneidet  eine  durch  ß gehende  Gerade  y die  C„4 

in  vier  Punkten  p,  p ',  — q , q1 *  und  die  Gerade  d/dß  in  einem  Punkt  ß7, 

so  dass  (ß,  ß',  p,  p7)  = (ß,  ß7,  q , q')  = — l ist.  Aus  ß kann  man  an 
acht  Tangenten  legen,  eine  derselben  sei  t.  Von  ihren  vier  Schnittpunkten 

mit  C„4  müssen  zwei  coincidiren.  Es  kann  nun  weder  p mit  p7  noch  q mit 

7 7 zusammenfallcn,  weil  dann  solche  zwei  Punkte  cutweder  mit  ß oder  raitß7 

coincidiren  müssten,  C„4  aber  weder  in  dem  ersten,  d.  h.  ß,  noch  auf  dl,dln 
nasser  dx>  dß  Punkte  hat.  Es  fällt,  also  p mit  q und  daher  nach  obiger 
Gl.,  die  nun  folgend  lautet:  (ßß7pp7)  = (ßß7pr/7)  = — 1 auch  auch  p7  mit 
q 7 zusammen.  Jede  der  (vier)  aus  ß an  C„4  gelegten  Tangenten 
ist  eine  Doppelt angentc  der  Curve,  ihre  Berührungspunkte 

werden  durch  ß und  dl,dl"  harmonisch  getrennt.  Diese  vier  Dop- 
pelfangenten heissen  f,,  tl,}  f2,  f27;  ihre  Berührungspunkte  al,  a,#;  6,,  fr,7; 
aa»  °2#»  &27  bilden,  und  zwar  die  ersten  vier  ein,  die  zweiten  vier  ein  an- 

deres Quadrupel,  wie  aus  dem  Folgenden  ersichtlich  ist.  Es  ist  auch  zu  be- 
merken, dass  (Qdl,i  ßdl*r,  f,7)  = (ßd,#,  ßrfj77,  f2,  t2)  = — 1 ist. 

Ist  y eine  Gerade,  welche  CH4  in  P, , P2,  P3,  P4  und  ßrf/7  in  P schneidet, 
und  y 7 die  ihr  bezüglich  d^dß  und  ßrf,77  harmonisch  erzeugte  Gerade;  so 
sind  die  Schnitte  von  dl,Plt  dt'P2,  dl,P3 , dl,P.l  mit  y1  nämlich  P, 7,  P27, 
Pj  auch  Punkte  von  C„4.  (rfl/  kann  mit  dxn  oder  ß und  ß</,77,  dem 
entsprechend  mit  ßrf,7  oder  dl,dxn  vertauscht  werden).  Fällt  nun  P,  mit  P2 
zusammen,  so  geschieht  dies  auch  mit  Px ' und  P2',  <1.  h.  ist  y eine  Tangente, 
so  ist  es  auch  g 1 und  jede  der  andern  4 y zugeordneten  Geraden  yn , yx> 
cj ,7 , y Fällt  P,  und  P2  mit  P3  zusammen;  so  sind  y und  auch  y\  sowie 
<jn  etc.  Inflexionstangentcn.  Coincidirt  P,  mit  P2  und  P3  mit  P4,  so  ist  jede 
der  Geraden  eine  Doppeltangcnte.  Nun  lässt  sich  das  oben  zu  Beweisende,  so- 
wie die  Richtigkeit  der  folgenden  Sätze  leicht  zeigen: 

„Die  Tangenten  der  C*  in  Punkten  eines  Quadrupels  bilden 
ein  Vierseit,  welches  Qd/d/1  zum  Diagonaldreiseit  hat;  also 
ein  Quadrupel.“ 
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„Jedes  der  vier  durch  zwei  windschiefe  Verbindungs- 
linien (ri/dj"),  oder  dx ’d4\  d”d2)  der  vier  Doppcl-Iu- 

flexionsp unkt e gehende  Berührungs hyperboloide  der  Re- 
gclfläehc  y4  berührt  diese  doppelt,  d.  h.  längs  zweier 
getrennter  Erzeugenden;  w eiche  aber  einem  Erz eugeudeu- 
Quadrupel  angehören.  Diese  zwei  Erzeugenden  bilden 
mit  den  genannten  zwei  Verbindungslinien  vier  harmo- 
nische Erzeugeude  des  Hyperboloides. 

Die  Regelfläche  y4  besitzt  acht  derartige  doppel- 
berührende  Hyperboloide;  die  sechszehn  Berührungs- 
erzeugenden derselben  bilden  vier  Erzeuge nden-Quadru- 
pel  der  Fläche.“ 

Eine  Erzeugende  e bestimmt  mit  und  d2  zwei  Ebenen  J 
bzhw.  r,  welche,  wenn  c die  Fläche  y4  durchläuft,  zwei  projectivische 
quadratische  Ebencn-Involutionen  ^,(d<5')  und  >(ee')  bilden. 

Diese  beiden  Involutionen  erzeugen  auch  die  RegelHächc  y4  und 
liegen  mit  den  erzeugenden  Punkt-Involutiouen , und  zwar  die  erste 
mit  42(ßß')x  die  zweite  mit  (««'),  also  wechselweise  perspectivisch. 

Ein  conjugirtes  Ebenenpaar  der  Involution  berührt  diese 

Fläche  in  demselben  Punkt  a von  Jx  und  schneidet  daher  die  Ge- 
rade in  zwei  Punkten  ß und  ß\  welche  auch  ein  Paar,  und  zwar 
von  J2(ßß')  bilden. 

Der  Punkt  a liefert  mit  ß und  ß ' verbunden  jene  Erzeugenden 
c,  c‘,  in  welchen  dio  Ebene  (z/o«)  = e die  ihr  zugeordneten  Ebenen 
6 und  <5'  schneidet.  Die  Doppelebenen  d/,  <y  der  Involution  4^06') 
gehen  durch  dio  auf  liegenden  Doppel-Iuticxionspuuktc  d " resp. 
d2  und  berühren  y4  in  je  zwei  auf  liegenden  Cuspidal punkten  cx. 


Die  Berührungspunkte  der  vier  in  S2  sieh  schneidenden  Doppcltangentcu 
bilden  zwei  Quadrupel.  Ce4  besitzt  noch  4 Doppeltangentcn,  welche  auch  ein 
Quadrupel  bilden.  Ihre  8 Berührungspunkte  bilden  2 Punkt-Quadrupel. 

Die  Curvc  Ce4  hat  ausser  dx\  dx,r  acht  Inflexlonspunktc,  welche  zu  vieren 

* j,  ia, *  *4  — i, ' , i%',  i3 iA'  sich  zu  Quadrupeln  vereinigen!  Ihre  Tan- 
genten (Inflexionstangenten)  bilden  die  zugeordneten  Quadrupel;  sic  schneiden 
in  acht  Punkten,  für  welche  dasselbe  bezüglich  der  Lage  gilt. 

Lassen  wir  C„4  sich  um  dx'dx"  drehend  deformiren;  so  beschreiben  die 

acht  Inflexionstnngentcn  die  acht  durch  dx>dln  gehenden  Sehmicgungshypcr- 
boloidc  der  y4.  Ihre  Inflexionspunkte  durchlaufen  die  Schmiegungskanten  der- 
selben ; welche  zwei  Erzeugende-Quadrupel  der  Fläche  y4  bilden ; weil,  wie  wie 
schon  erwähnten,  jedes  Punkt-Quadrupel  der  Ce4,  wenn  sich  ihre  Ebene  uro 

dl,dl"  dreht,  an  einem  Erzeugenden-Quadrupel  von  y4  gleitet  etc. 
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cj  bzliw.  c 3',  cA\  welche  wieder  durch  die  auf  befindlichen  Dop- 
pel-IuHexionspunkte  <//,  d2  in  angegebener  Reihenfolge  harmonisch 
getrennt  werden. 

Die  Verzweigungsebenen  r/,  i>2',  y3',  w/  des  Büschels  grup- 
piren  sich  ebenfalls  zu  conjugirten  Paaren;  je  ein  Paar  stellt  die 
Tangentialebenen  der  Fläche  in  einem  Doppel-Inflexiouspuukt  d2 
vor,  und  bestimmt  auf  °in  Cuspidalpunktepaar  etc. 

Eine  durch  einen  Doppel-Infiexionspunkt  dx‘  gelegte  Ebene  E 
bestimmt  auf  y4  eine  Curve  (?84,  die  in  dx'  Inflexionstangenten  zu 
Doppelpunktstangenten  hat.  Die  letztem  sind  die  Schnittlinien  £„  t2 
von  E und  den  y4  in  d^  berührenden  Verzweigungsebenen  ct'  und  c2  . 

Aus  dem  Gesetze  der  Reciprocität  folgt  nun  unmittelbar,  dass 
der  aus  einem  Punkt  P einer  Doppelebenc  <5/  der  y4  umschriebene 
Kegel  A48  die  Ebene  Str  zur  Doppel-Rückkehrtangeutenebene 
hat;  d.  h.  für  den  d/  eine  Doppeltangentenebeuc  ist,  welche  Rück- 
kehrkanten des  Kegels  zu  Berührungskanten  besitzt.  Die  letztem 
zielen  nach  den  auf  St'  liegenden  Cuspidalpuukten  c2.  (Siehe 
Art.  5.). 

Jede  der  vier  windschiefen  Verbindungslinien  der  Doppel-Infiexious- 
punkte  hat  also  nicht  nur  die  Eigenschaft,  dass  eine  beliebige  durch 
sie  gelegte  Ebene  die  Fläche  y4  in  einer  Curve  Cs4  mit  zwei  Doppcl- 
Inflexionspunkten  schneidet;  sondern  auch  die,  dass  der  aus  einem 
ihrer  Punkte  umschriebene  Kegel  A48  zwei  Doppel-Rückkehrtangontcn- 

ebenen  besitzt.  Diese  sind  die  durch  d^dj'  bestimmten  Doppclebeneu 
der  Büschel  und  die  Berührungskanten  zielen  nach  den  vier 
in  ihnen  gelegenen  Cuspidalpuukten  und  sind  Rückkehrkauten  des 
Kegels  A48. 

Die  andern  acht  Rückkehrtangenten  sind,  wie  wir  in  Art,  11. 
zeigten,  Haupttangenten  der  Regelfläche;  sie  bestimmen  die  in  der 

letzten  Anmerkung  erwähnten  acht  durch  d/rf,"  gehenden  Schmic- 
gungshyperboloide.  An  bezeichneter  Stelle  erwähnen  wir  auch,  dass 
die  acht  Schmieguugserzeugenden,  sowie  die  acht  Schnitterzeugcuden 
der  Hyperboloide  mit  y4,  und  zwar  jede  Gruppe  für  sich  zwei  Er- 
zeugenden-Quadrupel  der  Fläche  bilden. 

„Durch  jede  Verbindungslinie  zweier  Doppel-Iu- 
f lexionspunkte  gehen  acht  Schmiegungshyperboloide 
der  Fläche  y4.  Ihre  acht  Sehmiegungserzcugcnden  bil- 
den zwei  Quadrupel.  Jodes  Hyperboloid  schneidet  y4  in 
noch  einer  Erzeugenden;  auch  diese  acht  Erzeugenden 
zerfallen  in  zwei  Erzeugcnden-Quadrupel  von  y4.“ 
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Der  Schnitt  C^4  einer  durch  dtfd"  gelegten  Ebene  E hat  ausser 
den  vier  in  Sl  sich  schneidenden  Doppeltangenten  (siehe  1.  Anrarkg.) 
vier  Doppeltangenten  Tj,  t2,  r.„  t4,  welche  ein  Tangen  ten-Quadrupcl 
von  C£  constituiren.  Die  acht  Berührungspunkte  vereinigen  sich  in 
folgender  Ordnung  zu  Quadrupeln:  /;„  d2,  &s,  bA  — b9\  bs\  b4\ 

wobei  Berührungspunkte  einer  Doppel tangente  den  mit  dieser  gleichen 

untern  Index  haben.  Dreht  sich  E um  d47l4  , so  beschreiben  die 
vier  Doppeltangenten  ebeusoviele  durch  dx'd7'  gehende,  die  Fläche 
y 4 doppelt  berührende  Hyperboloide. 

Obwohl  dies  schon  aus  der  in  Art.  11.  gemachten  Untersuchung 
erhellt,  lässt  es  sich  auch  direct  zeigen.  Es  ist  nämlich  an  sich 
klar,  dass,  weil  die  Berührungspunkte  bx  und  brf  der  Doppel  tangente 
Tj  nicht  einem  Punkt-Quadrupel  angehöreu,  auch  die  durch  sic  gehen- 
den Erzeugenden  e1}  e/  nicht  einem  Quadrupel  angehören  können, 
also  jedenfalls  windschief  sind.  Die  Gerade  t„  welche  an  e1?  c,'  und 

dx‘d"  gleitet,  erzeugt  demnach  ein  Hyperboloid  A2,  welches  auch 
und  zu  Erzeugenden  hat.  Nun  ist  unter  den  unendlich  viclcu  y4 
längs  Cj  berührenden  Hyperboloiden,  welche  durch  <4,  und  d*  gehen, 
eines  durch  Angabe  einer  weitern  Erzeugenden1),  im  vorliegenden 
Fall  durch  xx  bestimmt.  Dieses  Hyperboloid  (l)2)  berührt  aber  y1 
längs  e/,  weil  der  Voraussetzung  nach  r,  die  Fläche  y4  in  dem  auf 
Cj'  befindlichen  Punkt  tangirt.  Das  Hyperboloid  berührt  daher 

y4  längs  fj  und  c/,  hat  <4,,  und  demnach  auch  d^d"  zu  Erzeu- 
genden, ist  also,  was  zu  beweisen  war,  mit  dem  durch  Gleiten  von  rt 

an  fj,  e/,  d^d"  erzeugten  Hyperboloid  A2  identisch. 

„Die  acht  Berührungserzeugenden  der  vier,  blos 
durch  eine  Verbindungslinie  zweier  Doppel-Inflexions- 
punkte  (und  nicht  auch  die  ihr  conjugirte)  gehenden,  die 
Fläche  y4  doppelt  berührenden  Hyperboloide  bilden  zwei 
Erzeugenden-Quadrupcl  vony4.  Die  Berührungserzeugen- 
den eines  dieser  Hyperboloide  gehören  diesen  zwei  Qua- 
drupeln einzeln  an.“ 

Von  den  weitern  Eigenschaften  der  Regelfläche  y4  wäre  noch  zu 
erwähnen,  dass  die  zwei  Doppelebenen  <5/,  d2'  (Doppel- 
Rückkehr  tangentenebenen)  eines  erzeugenden  Büschels, 
etwa  Jx(ö,  d'),  die  Fläche  in  zwei  harmonische  Teile 
trennen. 


1)  Welche  wenn  sie  mit  Jx  und  windschief  ist,  immer  y4  in  einem 
Punkt  von  berühren  muss. 
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Denn  sind  6 und  ö'  irgend  zwei  bezüglich  <52',  <5/  einander  har- 
monisch conjugirte  Ebenen  des  Büschels  ß , ß’  ihre  Schnittpunkte 

mit  und  a einer  ihrer  (gemeinschaftlichen)  Berührungspunkte  mit 

y*\  so  sind  aß  = e und  aß’=  e'  die  zwei  sich  in  a begegnendon  Er- 
zeagenden. Nun  ist  leicht  einzusehen,  dass  irgend  eine  in  der 
Ebene  (ee')  befindliche  Gerade  g die  Erzeugenden  e und  e'  in  zwei 
Pankten  p bzhw.  p schneidet,  die  durch  die  Schnitte  von  g mit  <Y, 
harmonisch  getrennt  worden.  Einer  Erzeugenden  e entsprechen 
in  dieser  Weise  zwei  Erzeugende  e'  und  e",  welche  mit  der  ersten 
einem  Quadrupel  angehören,  und  gegen  die  vierte  Erzeugende  des- 
selben dieselbe  Lagen-Relatiou  haben. 


Der  geehrte  Leser  vergleiche  bezüglich  der  Resultate  diesen  Auf- 
satz und  die  später  folgende  Abhandlung:  „Ueber  rationale  Regel- 
flächen  vierten  Grades“  mit  den  über  denselben  Gegenstand  von 
Chasles,  Caylcy  und  Cremona  veröffentlichen  Arbeiten,  welche  in  den 
Quellen-Nach Weisungen  der  analytischen  Geometrie  von  Salmon-Fiedler 
erwähnt  sind,  und  sich  beziehungsweise  in  den  „Comptes  rendus“ 
(1861,  Bd.  53);  den  „Philos.  Transactions“  (1863  — 1869,  Bd.  153, 
154,  159),  „Cambridge  Transactions“  (1868,  Bd.  11)  und  in  „Mcm. 
d.  R.  Ist.  di  Bologna“  (1868,  Bd.  8)  befinden. 

Halas,  den  31.  März  1880. 

A.  Amcseder, 
cand.  proC 
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Miscellen. 


VI. 

Miscellen. 


1. 


Directe  Bestimmung:  des  Integrals 


71 

2 


j ^ logsins&r 
o 


Nach  dem  7ten  Bande  der  Fortschritte  der  Mathematik  hatWol- 
stenholme  eine  directe  Entwickelung  dieses  Integrals  mit  Hülfe  des 


71 

2 


^ log xrfx  gegeben. 


Im  Jahre  185G  legte  Professor  Dr.  Lehmus  seinen  Collegen  das 
oben  genannte  Integral  vor  und  der  Unterzeichnete  gab  die  folgende 
Lösung: 


71 


7t 

2 


/*  f*  . «r  # 

log  sin#*/#  = / log2sin  ^ cos  ^<lx 


71 

2 


71 

2 


7t  /'  3?  /*  /p 

= 2 log  2 + / log  sin  ^<lx-\~  / log  cos  ^ «fee 


4~ 


71 

4 


= ^log2-f-2^y  log  sin# <7# -f-  j logeosxtte^ 


n 

2 


— ~ log  2-|-  2 J* log  siuirf/#, 


Mi&ctUen. 
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also: 


Kiel  1879. 


Ligowski. 


2. 

Eine  merkwürdige  Eigenschaft  des  Integrals  der  Gleichung: 

cos2j- 


Ich  habe  bewiesen,  dass  alle  Werte,  welche  die  Function  y für 

3?r 


n 

V 


bit 


(2n  1)  ^ 


annimmt,  algebraisch  auf  einauder  zurückgeführt  werden  können; 
welches  auch  immer  die  in  y eintretende  Constantc  sein  mag.  Um 
diese  Relationen  allgemein  darzustellen,  sei  A der  Wert,  welchen  y 
. n 

für  x = -g  annimmt;  y = /(*,  «),  so  ist  stets: 


n ganz 


Ich  habe  ferner  bewiesen,  dass  wenn  /*((),  a)  = 1 ist, 


„ ( (2n— l)n  \ 

^ V. 4 — ’ ")  " 


H71 


—nn 


e 2 -f-COSnjr.e  2 

2yT"“ 


wird. 


Mir  ist  bis  jetzt  kein  Fall  bekannt,  dass  man  bei  Differential- 
gleichungen ohne  vorherige  Trennung  der  Variabcln  für  besondere 
Werte  der  Argumente  algebraische  Beziehungen  zwischen  den  ent- 
sprechenden Functionen  aufgefunden  oder  letztere  in  geschlossener 
Form  dargestellt  hat. 

Den  Beweis  werde  ich  an  anderer  Stelle  mitteilen. 


Kiel,  den  4.  Februar  1878. 


Meis  sei. 
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Miscellen. 


3. 

Neue  Herleit  uns  der  Kreist augentengleicltung. 

Sind 

(# — rt)2_j~(y  — ä)2  — r2  = S — 0 
(x—  — ß)2  — Q2  = <£  = 0 

die  Gleichungen  zweier  Kreise,  so  ist 

S—2  = 0 

die  Gleichung  der  Hadicalaxe  beider  Kreise.  Für  y «=  0 reducirt 
sich  der  Kreis  2 auf  einen  Punkt.  Die  Gleichuug  der  Radicalaxe 
wird  daun: 

2x(« — a)-\-2y{b — |3)-{-a2-j-/32 — a2 — Z»2-j-r2  =»  0 

Liegt  nun  2 auf  dem  Kreise  S,  so  ist 

(a  — — ß )2  = r* 

a2  + ß2  «=-  r*-f-  2aa  -|-  2bß  — a2  — b2 

Die  Radicalaxe  zwischen  S und  dem  Nullkreise  2 hat  also  die  Glei- 
chung: 

(x  — «)  (a — a)~\-(y  — b){ß  — b)  — r2  = 0 

Da  diese  Gerade  durch  die  Schnittpunkte  von  S und  2 geht,  diese 
aber  einander  unendlich  nahe  liegen;  so  geht  sie  in  die  Taugoute 
des  Kreises  S im  Punkte  2 desselben  über.  — Liegt  der  Punkt  2 
nicht  auf  S,  so  erhalten  wir  als  Radicalaxe  eine  Gerade  ©,  deren 
jeder  Punkt  P die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Tangente  von  P an  S 
ebenso  lang  ist  als  P2.  Bewegt  sich  2 auf  einer  Geradeu,  so  hüllt 
© einen  Kegelschnitt  ein. 


Wien,  Januar  1880. 


Emil  Hain. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Stifels  arithmetica  integra.  Ein  Beitrag  zur  Geschichte  der 
Arithmetik  des  16.  Jahrhunderts.  Von  Jul.  Giosing,  Oberlehrer 
au  der  Königlichen  Realschule  zu  Döbeln.  Döbeln  1879.  C.  Schmidt. 
% S. 

Das  Wort  „integra“  sagt,  dass  gegenüber  den  zahllosen  Rechen- 
büchern seiner  Zeit  Stifels  Werk  als  erstes  die  Bestimmung  hatte, 
die  gesammte  Arithmetik  vollständig  zu  umfassen.  Der  nähern  Aus- 
kunft über  dasselbe  geht  voraus  eine  Reihe  gesammelter  biographi- 
scher Notizen,  welche  allein  vorliegen,  um  daraus  Bruchstücke  von 
Stifels  Lebensgeschichte  zu  entnehmen.  Er  ward  1486  d.  19.  April 
in  Esslingen  geboren.  In  seinem,  der  schriftstellerischen  Tätigkeit 
voransgehenden , wechselvollen  Leben  als  Pfarrer  mit  wiederholten 
Interbrechungen  erweckt  besonders  sein  freundschaftliches  Verhält- 
nis zu  Luther  Interesse.  Anfangs  ergab  er  sich  sehr  dem  Hange 
aus  Wort-  und  Buchstabenzählung  in  Sprüchen  zu  weissagen,  verwarf 
denselben , verfiel  ihm  aber  viel  später  noch  einmal.  Seine  erste 
grössere  Arbeit  war  die  Ausgabe  des  Euklid,  den  er  entgegen  frü- 
herer kritischen  Verkürzung  wieder  hcrst'elltc.  lieber  deren  Verhält- 
uiss  zur  arithmetica  integra  sagt  die  Schrift  kein  Wort,  während  sie 
von  beiden  beständig  promiscuc  spricht.  Doch  wird  als  Fortschritt 
hervorgehoben,  dass  Stifel  die  Raumgrösse  als  Zahl  auffasste,  mithin 
der  Geometrie  von  Descartes  vorarbeitetc.  Dies  würde  indes  im 
Euklid  erst  vom  5.  Buche  an  Platz  haben , von  dem  bis  dahin  noch 
nicht  die  Rede  ist.  Von  der  arithmetica  integra  heisst  es  hier  zu- 
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erst,  dass  sic  die  Zahlen  in  rationale  (numeri  veri)  und  irrationale 
(ficti)  einteilt,  erstere  wieder  in  abstracti  und  denominati.  lieber  die 
Methode  wird  mitgetcilt,  dass  algebraische  Aufgaben  dadurch  zur 
Lösung  gclangeu,  dass  mau  durch  regelmässiges  Probiren  das  Gesetz 
der  Variation  einer  resultirenden  Zahl  findet,  welche  eine  gegebene 
sein  soll,  von  derselben  aber  anfangs  differirt  (regula  falsi),  also 
wesentlich  verschieden  von  einem  Durchprobiren  bis  zum  Zutreffen. 
Es  werden  nun  ausführlicher  durchgegangeu  1)  die  arithmetische,  2) 
die  geometrische  Proportion,  3)  die  Wurzelauszichung,  4)  das  Yer- 
hältniss,  5)  die  astronomische,  6)  die  musikalische  Progression.  Der 
vollständige  Titel  des  Werkes  ist:  Arithmctica  Integra,  Authore 
Michaele  Stifelio,  Cum  praefatione  Philippi  Melanchthonis.  Norim- 
bergae  apud  Job.  Pctrejum.  Anno  Christi  M.  D.  XLIIII.  Cum  gratia 
et  privilegio  Caesareo  atque  Regio  ad  Sexcnnium.  II. 


Zur  Geschichte  der  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  in 
den  Jahren  1826  —29.  Von  Leo  Küuigsbcrger.  Leipzig  1879. 
B.  G.  Teubner.  104  S. 

Die  Wahl  dieses  kleinen  Zeitraums  ist  dem  Verfasser  einerseits 
durch  das  50jährige  Jubiläum  der  fundamenta  nova  theoriae  fuuetio- 
num  ellipticarum  au  die  Hand  gegeben,  andrerseits  fand  er  in  dem- 
selben die  wichtige  Epoche  der  Entwickelung  der  Theorie,  wo  sich 
der  Uebergang  von  der  durch  Legendre  zur  Reife  gebrachten  erstcu 
Gestaltung  zu  der  neuen  Auffassung  durch  Jacobi  und  Abel  vollzog. 
Es  war  offenbar  nicht  möglich  die  Erscheinungen  aus  diesen  4 Jahren 
zu  beleuchten  ohne  auf  die  vorausgehende  Geschichte  Rückblicke  zu 
tun.  So  wird  denn  die  ganze  schöpferische  Tätigkeit  Legendre’s  ein- 
gehend charaktcrisirt,  und  als  wesentlich  unterscheidend  gegenüber 
den  Arbeiten  der  Vorgänger  aufgestellt,  dass  durch  ihn  zuerst  die 
elliptischen  Integrale  um  ihrer  selbst  willen  untersucht.,  als  besondere 
Functionen  defiuirt,  ihre  nicht  weiter  zu  reducirenden  Gattungen  er- 
mittelt, und  ihre  Eigenschaften  studirt  werden,  während  es  sich  vor- 
her nur  um  Relationen  zwischen  Curvenbogeu  u.  s.  w.  handelte,  zn 
deren  Berechnung  sie  dienten.  Der  Verfasser  lässt  den  Umfang  der 
lauge  Zeit  von  ihm  allein  ans  Licht  gezogene  Eigenschaften  über- 
blicken, welcher  sich  bis-  zur  Behandlung  des  Multiplications-  und 
Divisionsproblems  erstreckt.  Das  Bedeutendste,  was  Legendre  gelöst 
vorfand,  war  das  von  Euler  entdeckte  Additionstheorom.  Die  ent- 
schieden elegantere  Lösung  von  Lagrange,  die  indes  Legendre  nicht 
adoptirte,  wird  hier  nur  ganz  beiläufig  erwähnt.  Der  Zeitfolge  nach 
sollten  nun  die  Arbeiten  von  Gauss  besprochen  werden;  der  Verfasser 
zieht  es  jedoch  vor,  nachdem  er  die  längst  vorausgegangene  Ent- 
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deckung  der  doppelten  Periodicität  durch  ihn  constatirt  hat,  erst  von 
Abel  uud  Jacobi  zu  handeln.  Es  folgt  nun  die  denkwürdige,  in  der 
Geschichte  der  Wissenschaften  einzig  dastehende  Zeit,  wo  unter  dem 
wetteifernden  Zusammenwirken  dieser  zwei  Männer  eine  grosso  Ent- 
deckung nach  der  andern  ans  Licht  kam,  und  die  Theorie  in  kurzem 
zu  einer  Vollendung  geführt  ward,  wie  sie  durch  den  Zuwachs  in 
den  nächsten  50  Jahren  nicht  wesentlich  grösser  werden  konnte; 
während  als  Dritter,  Legendre,  in  beständigem  Verkehr  mit  ihnen, 
ein  tätiger  Teilnehmer  blieb.  Von  einem  Verkehr  mit  Gauss  ist  nicht 
die  Rede.  Die  Behaudlungsweise  deutet  darauf,  dass  die  Schrift  als 
eiue  im  Detail  begründete  Schilderung  aufzufassen  ist,  dazu  bestimmt 
dem  Leser  eine  lebendige  Vorstellung  von  den  Vorgängen  zu  geben 
und  namentlich  die  Beziehungen  zwischen  den  Personen  zu  cbarak- 
terisiren.  Jede  einzelne  Darstellung  wird  mit  der  Mitteilung  einer 
Stelle  aus  einem  Briefe  verbunden,  in  welcher  sich  dieselben  gegen- 
seitig über  ihre  Arbeiten  aussprechen.  Der  Verfasser  findet  zwischen 
beiden  den  Unterschied,  dass  Abel  seine  Untersuchung  auf  die  vor- 
liegenden Integrale  concentrirte,  Jacobi  hingegen  allgemeine  Eigen- 
schaften der  Functionen  im  Auge  hatte.  Die  gegenseitige  Mitteilung 
soll  sich  mit  der  Zeit  mehr  und  mehr  gemindert  haben.  Zum  Schluss 
werden  die  gleichzeitigen  Resultate  der  Untersuchungen  von  Gauss 
vorgeführt,  die  wol  als  ganz  selbständige  anzusehen  sind.  H. 


Bulletino  di  bibliografia  e di  storia  delle  scienze  matematiche  e 
tisiche  puhblicato  da  B.  Boncompagni.  Tomo  XII.  Roma  1879. 
Ti^ogratia  delle  scienze  matematiche  c fisiche. 

Der  Iuhalt  der  ersten  G Hefte  ist  folgender. 

1.  bis  4.  Heft.  Antonio  Favaro:  Ucber  das  Leben  und  die 
Werke  von  Prosdocimo  de’  Beldomandi,  Paduanischem  Mathematiker 
des  15.  Jahrhunderts. 

5.  Heft.  P.  Riccardi:  Neue  Materialien  zur  Geschichte  der 
mathematischen  Facultät  der  alten  Universität  Bologna.  — Gustaf 
Entström:  Notiz  über  die  Correspondenz  Johann  I Bernoulli’s.  — 
T.  Zebra  wski:  Einige  Worte  in  Betreff  der  Note  vou  Herrn  Maxi- 
milian Curtze  über  die  Schreibung  des  Namens  und  über  das  Vater- 
land Witelo’s.  — Luigi  Dali’  Oppio:  Bericht  über  die  „Fisica 
tocnologica,  elettricitä  e magnetismo,  clettrometallurgia,  accensiono 
elettrica  delle  minc,  illuminazionc  ellettrica,  telefoni  ecc.“  von  Ri- 
naldo Ferrini.  Neapel,  Mailaud,  Pisa  1878.  Ulrich  Hoepli.  — 
F.  Hultsch:  Bericht  über  seine  Ausgabe  der  erhaltenen  Teile  der 
Sammlung  des  Alexandriners  Pappus  mit  lateinischer  Interpretation 
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und  Commentaren,  in  3 Bänden.  Berlin  1878.  Weidmann.  Aus  dem 
Deutschen  ins  Italienische  übersetzt. 

6.  Heft.  Steinschneider:  lieber  Johannes  de  Liueriis  (Live- 
riis)  und  Johannes  Siculus.  — B.  Boncompagni:  Ueber  die  von 
Bernardino  Baldi  geschriebenen,  noch  nicht  herausgegebenen  Lebens- 
beschreibungen dreier  Mathematiker  (Johannes  Danck,  Johannes  de 
Liueriis  und  Fra  Luca  Pacioli  da  Borgo  San  Sopolcro).  Es  folgen 
die  3 Lebensbeschreibungen,  dann  in  einem  Anhang  Documente  in 
Betreff  der  letzten. 

Publicationsvcrzcichüisso  im  2.,  4.  und  6.  Heft. 

Im  254.  litt.  Bor.  ist  der  Wortlaut  dreier  Briefe  vou  Lagrangc 
mitgeteilt,  von  denen  der  Fürst  Boncompagni  Photolithographien  ver- 
anstaltet hat,  nebst  nähern  Angaben  von  Genocchi  über  die  beiden 
ersten,  lieber  den  dritten,  an  Canterzaui  gerichteten,  findet  sich  in 
den  Atti  dclla  Reale  Accad.  dolle  Sc.  di  Torino,  Vol.  XIV.  von  dem- 
selben Autor  jetzt  folgendes  gesagt. 

„Canterzaui  ward  geboren  in  Bologna  den  25.  August  1734  und 
starb  ebenda  den  19.  März  1819.  Er  ward  17GO  zum  Professor  der 
Mathematik  an  dieser  Universität  ernannt,  folgto  176G  dein  berühmten 
Francesco  Maria  Zauotti  als  Secretär  am  Istituto  di  Bologna,  gieng 
1789  auf  den  Ruf  des  Staats-Secretärs  Card.  Boncompagni  Ludovisi 
nach  Rom,  um  über  die  beabsichtigten  Reparaturen  an  der  Kuppel 
von  St.  Peter  sein  Gutachten  zu  geben,  und  ward  1817  zum  Präsi- 
denten einer  Scction  des  Istituto  Franccse  gewählt,  welche  ihren  Sitz 
in  Bologna  hatte.  Auch  ward  er  in  die  Gesellschaft  der  Vierzig  auf- 
genommen,  und  in  deren  Abhandlungen  XIX.  physikalische  Abteilung, 
p.  141 — 171  las  man  die  Lobesschrift  des  Piaccntiner  Marchese  Fer- 
dinando  Landi,  auf  welche  ein  Verzeichniss  der  gedruckten  und  un- 
gedruckten  Werke  Canterzani’s  folgte.  Unter  den  ungedruckten  faudeu 
wir  einige  Schediasmi  ad  uso  doll’  eminentissimo  Boncompagni,  eine 
Schrift  Sul  principio  delle  velocitä  virtuali  uud  eine  Uebersetzung 
eines  grossen  Teils  der  analytischen  Mechanik  von  Lagrangc,  mit 
Randglossen  versehen,  u.  s.  w.  (p.  1 70 — 171.). 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  in  keinem  gedruckten  Werke  die  Er- 
wählung Lagrange’s  zum  Mitglied  der  Bologner  Akademie  sich  er- 
wähnt findet.  Im  6.  Band  der  Commcntarii  doll’  Ist.  Bol.  zusammen- 
getragen vom  Secretär  Canterzaui  wird  Lagrauge  genannt,  aber  nicht 
als  Mitglied  der  Akademie  bezeichnet ; daselbst  wird,  wo  vom  Princip 
der  kleinsten  Wirkung  nach  Maupcrtuis  die  Rede  ist,  behauptet,  dass 
es  in  einigen  Beziehungen  der  grösste  Mathematiker  Leonhard  Euler 
bewiesen  hat,  „denique  in  plerisque  omuibus  is  qui  jure  italoruiu 


Digitized  by  Google 


Litterarischer  Bericht  CCL  VII. 


5 


Geometrarum  princcps  nunc  habetur,  Ludovicus  Lagrangius.“  Vorher 
wird  im  1.  Bande  der  Comm.  (Bol.  1731.  p.  18)  systematisch  fest- 
gesetzt, die  Namen  der  aggregati  all’  Accademia  wegzulassen.“  (Es 
folgt  die  Stelle). 

Aufs  neue  hat  der  Fürst  Boncompagni  ein  Facsimile  eines  Briefes 
herstellen  lassen.  Der  Wortlaut  folgt  hieruächst.  II. 


Lettcra  iuedita  di  Carlo  Fcderico  Gauss  a Sofia  Germain,  pub- 
blicata  da  B.  Boncompagni.  Firenze  1879.  Calcografia  e auto- 

grafia  Achille  Paris. 

• 

Votre  lettre  du  20  Fevrier,  mais  qui  uo  m’est  parvenuc  que  le 
12  Mars,  a ete  pour  moi  la  source  d’autant  de  plaisir  que  de  sur- 
prise.  Combieu  l’acquisition  d’une  amitie  aussi  fiateuso  et  preeieuse 
est-elle  douce  ä mou  coeur;  l’interet  vif,  que  Vous  avez  pris  i\  mou 
sort  peudant  cette  guerre  fuueste  merite  la  plus  siuct?re  rcconuais- 
sance.  Assurement,  Votre  lettre  au  Geueral  Pernety  m’eüt  ct6  fort 
utile,  si  j’avais  et6  dans  le  cas  d’avoir  recours  ä uue  protection  spe- 
cielle  de  la  part  du  gouvernement  fran^ois.  Ileureusement  les  evene- 
ineus  et  les  suites  de  la  guerre  ue  m’out  pas  touchö  de  trop  jusqu’ 
ici,  bienque  je  suis  persuadö,  qu’  olles  auront  une  grando  iufluenco 
sur  le  plan  de  ma  vie.  Mais  commeut  Vous  decrire  mon  admiratiou 
et  mon  6tonnement,  en  voyant  se  metamorphoser  mon  correspondant 
estimö  Mr.  Leblanc  en  cet  illustre  personnagc,  qui  donue  un  exemple 
aussi  brillant  de  ce  que  j’  aurois  peiuo  de  croire.  Le  goüt  pour  les 
Sciences  abstractes  eu  general  et  surtout  pour  les  mysteres  des  nom- 
bres  est  fort  rare:  on  ne  s’en  etonue  pas,  les  charmes  enchautcux 
de  cette  sublime  Science  ue  se  d6c&lent  dans  toute  leur  beautß  qu’  »\ 
ceux  qui  ont  le  courage  de  l’approfondir.  Mais  lorsqu’  une  personne 
de  ce  sexe,  qui,  par  nos  moeurs  et  par  uos  prejuges  doit  rcucoutrer 
iufiniment  plus  d’obstacles  et  de  difticultös,  que  les  hommes,  ä se 
familiariser  avec  ces  rechorches  epineuscs,  sait  neausmoins  franchir 
ces  entraves  et  p6netror  ce  qu’elles  out  de  plus  cacli6 , il  faut  saus 
doute,  qu’  eile  ait  le  plus  noble  courage,  des  talens  tout  & fait  ex- 
traordiuaires , le  genie  superieur.  En  effet  rien  ne  ]>ourroit  me 
prouver  d’une  manicre  plus  flateuse  et  moins  equivoque,  que  les  at- 
ti*aits  de  cette  Science,  qui  ont  embelli  ma  vie  de  taut  de  jouissances, 
ue  sout  pas  chimeriqucs  que  la  predilection,  dont  Vous  l’avez  ho- 
uoree. 

Les  notes  savantes,  dont  toutes  Vos  lettres  sont  si  richement 
remplies,  m’ont  donne  millc  plaisirs.  Je  les  ai  etudiees  avec  atten- 
tion, et  j’admirc  la  facilite,  avec  laquelle  Vous  avez  pßnetre  toutes 
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les  branches  do  PArithmätiquo,  et  la  sagacitä  avcc  laquclle  Vous  avez 
su  gänäraliser  et  perfectionuer.  Je  Vous  prie  d’envisager  commc  une 
preuve  de  cette  atteution,  si  j’ose  ajouter  une  remarquo  ä.  un  en- 
droit  de  Votre  derniäre  lettre.  II  me  semble,  que  la  proposition  in- 
verse, savoir  „si  la  somme  des  puissauces  nenie8  de  deux 
nombres  quclconqucs  est  de  la  forme  lih-\-nff,  la  somme 
de  ces  nombres  eux-memes  sera  de  la  meme  forme“  est 
änoncäe  un  peu  trop  gänäralement.  Voici  un  exemple  oü  cette  regle 
est  en  däfaut: 


1511  -f-  811  = 8649  955  859  375  + 8 589  934  592  = 
8658  345  793  967  = 1595  8262  + ll  .745  391 2 


Näans  moins  15  + 8 = 23  ne  peut  se  räduire  so us  la  forme  xx-\-l\yy. 
II  on  est  de  memo  de  la  proposition:  si  l’un  des  facteurs  de  la 
formule  yy~\-nzz  (»  ätant  un  nombre  premier)  est  de  la 
forme  (1,  0,  «),  l’autre  appartient  näcessairement  k la 
meme  forme.  Votre  dämonstration  ne  prouve  que  ce,  qu’  aucune 
autre  forme  indäfinie,  que  teile  qui  est  äquivalente  ä (1,  0,  »), 
multipliäo  par  la  forme  (1,  0,  »),  ne  peut  donner  le  produit  (1,  0, 
»),  mais  cette  dämonstration  nc  s’etend  pas  sur  les  nombres  däfinis. 
Soit,  pour  1c  däterminant  — w,  C une  classe  de  formes,  quelconquc 
mais  ni  äquivalente  & la  priucipalo,  ni  ä une  autre  classe  anccps , 
soit  D la  classe  räsultante  de  la  duplication  de  C (qui  sera  diffäreute 
de  la  priucipale),  enfin  soit  D‘  la  classe  opposäe  ä D.  II  s’ensuit, 
que  do  la  composition  de  £+(?+/)'  räsulte  la  classe  priucipale. 
Ainsi  si  les  deux  nombres  /,  g peuveut  etre  repräsentäs  par  une  forme 
do  la  classe  C\  et  le  nombre  h par  une  forme  de  la  classe  D\  le 
produit  fg  X h peut  so  räduire  ä,  (1,  0,  f/);  mais  il  est  facile  que  fg 
ne  se  räduit  pas  seulemcnt  k D ou  D\  mais  aussi  ä (1,  0,  n).  Nous 
avons  donc  ici  le  cas,  qu’  un  facteur/#/,  et  le  produit  fg.  h sont  de 
la  formo  (1,  0,  n),  saus  que  pourtaut  l’autre  facteur  y appartienne 
näces8aircmont.  Au  roste  on  voit  facilement  que  le  premier  facteur 
doit  etre  composä,  sans  cela  la  proposition  serait  juste.  Daus  l’ex- 

15ll+8n 

cmplo  ci  dossus  le  facteur  — — ^3 — enveloppo  le  diviseur  67. 


Depuis  cinq  ans  des  travaux  astronomiques  — auxquels  pour  lo 
diro  cn  passant  je  dois  surtout  rheureuse  Situation,  dont  j’ai  joui 
pendant  la  vie  de  notre  duc,  le  vietimo  mallieureux  de  son  attacbeinent 
fidälc  ä la  maison  de  Prusse  — m’ont  empechä  de  me  dälivrer  autaut 
qu’  auparavant  h ma  prädilection  pour  rArithmätique  et  les  autres 
branches  d’analyse.  Je  n’ai  pas  pourtaut  nägligä  celle  ci  tout  ä fait. 
Tout  au  contraire  j’ai  rassemblä  peu  ä peu  un  grand  nombre  »le 
recherches,  qui  un  jour  fourniront  un  autre  volumc  — si  non  deux 
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— certaincment  pas  moins  interessant  que  le  preniier.  Meme  dans 
lc  dernier  hiver  j’ai  reussi  a y ajouter  une  branche  cntierement  nou- 
velle.  C’est  la  theorie  des  residus  cubiques  et  des  residus  biquarres, 
portee  un  degre  de  perfection  egal  k celui,  qu’  a atteint  la  thäorie 
des  residus  quarres.  Je  mcts  cette  thßorie  qui  repand  un  nouveau 
jour  snr  les  residus  quarres  parmis  les  recherehes  les  plus  curieuses 
dont  je  me  sois  jamais  occupe.  Je  ne  saurais  Vous  en  donner  une 
id£e  sans  ecrire  un  memoire  expres.  Voici  pourtant  quelque  thdo- 
reme  special,  qui  pourra  servir  d’un  petit  echantillon. 

I.  Soit  p un  nombre  premier  de  la  forme  3n+l.  Je  dis  que 
2 (c.  ä.  d.  +2  et  — 2)  est  r6sidu  cubiquc  de  p,  si  p se  r6duit  k la 
forme  xx-\~21yy\  que  2 est  non  residu  cubique  de  p,  si  4 p se  reduit 
ä cette  forme.  P.  E.  7.  13.  19.  31.  37.  43.  61.  67.  73.  79.  97.  Vous 
ne  trouverez  que  31  = 4-f-  27,  et  2=43(mod.  31)  2 = (— - 9)3 
(mod.  43). 

II.  Soit  p un  nombre  premier  de  la  forme  8»  + l.  Je  dis  que 
-}-2  et  — 2 seront  residus  ou  nou-residus  biquarres  de  p,  suivant  ce 
que  p est  ou  n’est  pas  de  la  forme  xx-\-^Ayy.  Par  ex.  parmi  les 
nombres  17.  41.  73.  89.  97.  113.  137.  Vous  ne  trouvez  que  73  = 
9 + 64,  89  = 25  + 64,  113  = 49  + 64,  et  254  = 2 (mod.  73),  54=2 
(mod.  89),  204  — 2 (mod.  113). 

Les  demoustrations  de  ces  theoremes  et  de  ceux  qui  sont  plus 
generaux  sont  intimemeut  lides  a des  recherehes  ddlieates.  — Voici 
une  autre  proposition  relative  aux  residus  quarres,  dont  la  d6mon- 
stratiou  est  moins  cachee:  je  ne  l’ajoute  pas,  pour  ne  pas  Vous  de- 
rober  le  plaisir  de  la  dövelopper  Vou8-meme,  si  vous  la  trouverez 
digne  d’occuper  quelques  momens  de  Votre  loisir. 

Soit  p un  nombre  premier.  Soient  les  p — 1 nombres  inferieurs 
ä p partages  au  deux  classes 


A 1,  2,  3,  4,  ...  Kp—1) 

B Kp-!“!)»  ^(p-!-^)?  •••  p — i 


Soit  a un  nombre  quelconquc  uon-divisible  par  p.  Multipliez  tous 
les  nombres  A par  «:  pronez  eu  les  moindres  r6sidus  solon  le  mo- 
dule  p,  soient,  entro  ces  residus,  « appartenants  ä A et  ß apparte- 
nants  k B de  sorte  que  a + ß = j(P  — !)•  dis,  que  a est  residue 
quarre  de  p,  lorsque  ß est  pair,  non-r6sidu  lorsquo  ß est  impair. 

On  peut  tirer  de  cette  proposition  plusieurs  consequenccs  tres- 
remarquables;  entre  autres  eile  donne  lc  mo'icn  d’etendre  l’induction, 
par  laquellc  on  rasscmble  des  cas  speciels  du  th6or6me  fondameutal 
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aussi  loin  qu’  ou  vcut,  ce  qui  ne  pourroit  sc  faire  par  les  metbo- 
des  exposeös  art.  116—124. 

J’ai  donne  dans  raou  ouvrage  deux  demonstrations  rigoureascs 
de  ce  fameux  tbeoreme  et  j’en  possede  eucore  trois  autres  toutes 
cntierement  differentes  entro  eiles;  deux  d’entre  eiles  meine  peuvent 
etrc  conduites  de  deux  differentes  maniöres  chacune:  ainsi  je  pour- 
rois  soutenir  que  je  peux  le  demontrer  de  sept  manieres  differentes. 
Los  autres  demonstrations  que  je  prefererois  pour  l’61egauce  aux  deux 
donnees  dans  mon  ouvrage  seront  publiöes  aussitot  que  j’ay  trouverai 
roccasion.  A propos,  dans  la  premiere  demonstration  qui  se  trouve 
dans  la  IV.  sectiou  il  s’est  glisse  une  faute  legere  que  je  n’ai  aper^ue 
qu’  apres  que  je  ne  pouvois  plus  l’indiquer.  II  faut  donc  faire  la 
correction  suivante. 

p.  146.  (cas  (4) ) 1.  21  lisez  comme  il  suit:  „Facile  vero  per- 
spicitur , ex  ista  aequatiouc  deduci  posse  haec  a'pRh  . . . («), 

Jr  ahlia  . . . ( ß ),  ±_ahRp  . . . (y).  Ex  («)  sequitur,  periude  ut  in  (*), 
h vel  utriusque  p vel  neutrius  residuum  esse.  Sed  casus  prior 
ideo  est  impossibilis , quod  ex  /</?«'  et  (ß)  sequerctur  aRa  contra 
hypotli.  Quaraobrem  necessarie  est  hNp  idcoque,  per  (y),  aNp. 

E.  D.u 

Au  recto  ä la  page  144  il  se  trouve  une  fante  d’imprcssion  non 
indiqueo,  savoir  art.  139  lignc  3 au  licu  de  faA;)  il  faut  lirc 
± ARp. 

J’aurois  repoudu  plus  tot  ä Votre  lettre,  mais  la  decouvcrto 
d’uue  nouvellc  planste  par  Mr.  Olbers  m’a  un  peu  distrait.  Par  lc 
Premier  essai  que  j’ai  fait  sur  son  orbite,  je  trouve  son  mouvemcnt 
eonsiderablemcut  plus  vite  que  celui  de  Ceres,  Pallas  et  Junou,  sa- 
voir 978”  par  jour.  L’iuclinaison  de  l’orbite  de  7°  6'.  L’excentri- 
cite  0,  1.  Cette  plauzte  a beaucoup  plus  de  eiarte  que  Ceres,  Pallas 
et  Juuon,  et  j’espere  ä la  trouver  parmi  les  observations  de  l’histoire 
celcste,  peut  etre  meine  parmi  celles  de  Flamsteed.  Je  vieus  d’ache- 
ver  un  ouvrage  etendu  sur  les  m^tbodcs,  qui  me  sont  propres,  a 
determiner  les  orbites  des  planetes.  Mais  quoiquc  je  l’ai  6crit  cn 
allemand,  je  trouve  beaucouj)  de  difficulte  d’  y engager  un  libraire. 
La  guerre  a suspendu  tout  counexe , plusieurs  de  nos  plus  grauds 
libraires  l’out  refuse.  Je  suis  A präsent  a traiter  avec  un  autre  qui 
se  moutre  un  peu  plus  courageux.  S’il  trouvera  son  cente  a cette 
entreprise,  peut-etre  il  sera  encourage  par-lä  ä risquer  la  publication 
d’un  seeoud  volumc  de  mes  disquisitioues. 

Continuez,  Mademoiselle,  de  me  favoriser  de  Votre  amitie  et  de 
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Votre  correspoudancc,  qui  fout  nion  orgueil,  et  soiez  persuadee,  que 
jo  suis  ct  scrai  toujours  aveo  la  plus  haute  cstimo 


gramm  zu  dem  Jahresberichte  der  k.  bayerischen  Realschule  Freising 
pro  1877/78.  56  S. 

Um  einen  imaginären  Punkt  mit  den  complexen  Coordinaten 
ä+«|,  2 —f—  ifc  reell  im  Raume  darzustellen,  coustruirt  der  Ver- 

fasser zuerst  den  reellen  Punkt  ( xyz ) und  trägt  dann  von  ihm  aus 


ab.  Offenbar  ist  dies  weiter  nichts  als  die  Construction  und  Verbin- 
dung der  2 Punkte  (xyz)  und  (#-{-£,  Die  Strecke  von 

ersterm  zu  letzterm,  für  coujugirte  Punkte  entgegengesetzt  genommen, 
nennt  er  Potenz  und  sagt,  ein  imaginärer  Punkte  sei  dargestellt  durch 
einen  reellen  Punkt,  eine  Richtung  und  eine  Potenz ; verschwinde  die 
Potenz,  so  könne  die  Richtung  noch  bestimmt  bleiben;  in  diesem  Falle 
nennt  er  den  Punkt  einen  Curvenpunkt.  Der  Begriff  der  Derivation 
einer  Function  müsse  erweitert  werden;  er  detiuirt  sie  als  den  Quo- 
tienten der  imaginären  Teile  von  Function  und  Argument,  so  dass, 

wenn  x = « + und  f(x)  — /'(»•)  = , * sein  würde.  Ein- 

zige Voraussetzung  sei  also  die  Darstellung  von  f(x)  in  der  Form 
mit  der  Stetigkeit  habe  der  Begriff  nichts  zu  tun.  Zu  er- 
innern ist  hiergegen,  dass  ohne  Stetigkeit  oder,  was  derselben  gleich- 
kommt, ohne  einen  Curvenzug,  der  eigentliche  Derivationsbegriff  sich 
unter  den  neuen  nicht  subsumiren  lässt;  dann  aber  hat  letzterer 
keinen  Anspruch  darauf  eine  Erweiterung  zu  heissen  und  kann  in 
Betreff  der  Leistungen  den  erstem  nicht  ersetzen.  Noch  andere  Be- 
griffe findet  der  Verfasser  Grund  zu  erweitern,  z.  B.  den  der  Ex- 
ponentialfunction  ex  auf  «*+2 »»*'**  Ungeachtet  aller  hierin  enthalte- 

nen Willkür  sei  dem  Verfasser  die  Berechtigung  dazu  nicht  bestrit- 
ten, wenn  er,  was  er  in  der  Tat  verspricht,  eine  erwiesenermasseu 
widerspruchslose  Theorie  daraus  herleitet.  Wenn  er  aber  erwartet, 
dass  ihm  ein  Leser  auf  dem  Wege  der  Ilerlcitung  folgen  soll,  so 


Bronsvie  ce  30  April  1807 
jour  de  ma  naissance. 


Votre  plus  sincere  admirateur 
Ch.  Fr.  Gauss. 


Methode  und  Principien. 


Neue  Theorie  des  Imaginären  in  der  Functionenrechnung  und  der 
Analytischen  Geometrie  von  Wilhelm  Friedrich  Schüler.  Pro- 
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hätte  er,  u.  E.,  auch  versprechen  müssen,  dass  durch  die  Theorie 
etwas  für  die  Wissenschaft  gewonnen  sei,  und  dies  hat  er  nicht  getan. 
Die  der  Reihe  nach  behandelten  Themata  sind:  Geometrische  Bedeu- 
tung der  arithmetischen  Operationen,  das  Imaginäre  in  der  analyti- 
schen Geometrie,  Prüfung  dieser  Interpretation,  die  Potenzfunction, 
die  Exponentialfunction,  Ableitungen  der  einzelnen  Functionen,  die 
ersten  Lehrsätze  der  Functionenrechnung,  allgemeine  Eigenschaften 
einer  Function  einer  complexen  Veränderlichen;  analytische  Geome- 
trie: die  reelle  Curve  1.  Ordn.  (Gerade),  die  complexe  Curve  l.Ordn., 
imaginäre  Gerade  durch  reellen  und  complexen  Punkt,  complexe  Curve 
1.  0.  durch  2 complexe  Punkte,  Coordinateu  einer  imaginären  Ge- 
raden, die  reellen  Curvcn  2.  0.  II. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Vorlesungen  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung  von  Dr.A.  Meyer, 
ord.  Professor  au  der  Universität  zu  Lüttich.  Deutsch  bearbeitet  von 
Emanuel  Czuber.  Leipzig  1879.  B.  G.  Teubner.  551  S. 

Die  gegenwärtige  deutsche  Ausgabe  ist  das  Resultat  einer  zwei- 
maligen Bearbeitung  des  im  Manuscript  hinterlasseueu  Originals. 
Diesem  gieng  voraus  das  von  A.  Meyer  selbst  herausgegebene  Werk 
„Theorie  aualytique  des  probabilit£s  a posteriori“.  Die  erste  frau- 
zösische  Ausgabe  ward  von  F.  Folie,  dem  das  Manuscript  auvertraut 
war,  veranstaltet.  Es  wurden  einige  Rechenfehler  berichtigt,  einige 
Erklärungen  eingeschaltet,  eine  Lücke  mit  Hülfe  der  Aufzeichnungen 
einos  Zuhörers  ergänzt,  eine  neue  Einteilung  eingeführt,  die  beiden 
Fehlertheorien  von  Laplace  und  Bienayme  au  das  Ende  gesetzt  und 
ein  Auszug  aus  den  Sterblichkeitstafeln  von  Quetelet  kinzugeftigt. 
Nach  Folie’s  Aussage  enthält  das  Werk  vollständig  die  bedeutendsten 
Arbeiten  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung  von  Beruoulli,  Moivre, 
Laplace,  Poisson,  Gauss,  Eucke,  Bienayme  u.  A.  Als  eigne  Pro- 
duction Meyer’s  führt  er  an  Verallgemeinerungen  von  Problemen  mit 
Hülfe  der  höhern  Analysis  und  Differenzenrechnung,  einen  Beweis  des 
Beruoulli’schen  Theorems  nebst  Verallgemeinerung,  den  Rechuungs- 
gaug  bei  Entwickelung  der  Formeln  von  Laplace  uud  zahlreiche  An- 
wendungen der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  Bevölkerung  und 
Versicherungswesen.  Beim  Theorem  uud  Problem  von  Poisson  wird 
von  Folie  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  den  Näherungsrechnungen 
keiu  Vertrauen  zu  schenken  sei.  Mit  der  Uebersetzung  waren,  zu- 
folge der  Vorrede,  neue  Veränderungen  verbunden;  namentlich  hat 
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das  Gapitel  über  Ausglcichungsrechnung  ciuc  durchgreifende  Um- 
arbeitung und  Erweiterung  erfahren,  wobei  die  Bedürfnisse  für  die 
gewöhnlichen  Fülle  Augenmerk  waren.  Den  im  Original  behandelten 
Aufgaben  ward  jene  über  Functionen  direct  beobachteter  Grössen  und 
ein  Abschnitt  über  Ausgleichung  bedingter  Beobachtungen  liiuzuge- 
fügt;  neben  der  Ableitung  der  vorteilhaftesten  Werte  der  Unbekannten 
hat  der  Bearbeiter  auch  der  Genauigkeitsbestimmung  und  den  Rech- 
nungscontrolen  Raum  gegeben  und  den  einzelnen  Abschnitten  voll- 
ständig durchgeführte  Beispiele  aus  verschiedenen  Gebieten  der  An- 
wendung angeschlossen.  In  den  Entwickelungen  wurden  nach  Helmert’s 
Vorgang  die  wahren  Fehler  ven  den  plausibeln  geschieden.  Auch  das 
Capitel  über  Anwendungen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  Sterb- 
lichkeit u.  s.  w.  ist  neu  bearbeitet  gemäss  den  Fortschritten  aus  den 
letzten  Jahren.  Als  selbständige  Arbeit  giebt  Czuber  an  die  Ent- 
wickelung der  mittlern  Dauer  der  Ehen,  des  Witwen-  und  Witwer- 
standes. Der  Inhalt  des  Buches  ist  (abgekürzt)  folgender:  Grund- 
regeln, Wahrscheinlichkeiten  wiederholter  Versuche,  Bernoulli’s  Theo- 
rem, mathematische  und  moralische  Hoffnung,  Wahrscheinlichkeiten 
der  Ursachen  und  künftigen  Ereignisse,  Satz  von  Bayes,  Satz  von 
Laplace  über  die  Wahrscheinlichkeit  der  Mittelwerte  von  Beobach- 
tungen, Theorie  der  Beobachtungsfchler,  Wahrscheinlichkeiten  bezüg- 
lich auf  das  Menschenleben,  Lebensversicherungen,  Wahrscheinlich- 
keiten von  Zeugenaussagen  und  Urteilen,  Fehlertheorien  nach  Laplace? 
nach  Bienayme,  Ausdehnung  des  Beruoullli’schcn  Theorems  auf  Fac- 
toriellen  von  Binomen,  Anmerkungen  und  3 Tafeln.  H. 


General isation  du  logaritkmc  et  de  l’exponentielle.  Par  J.  Farkas. 
Budapest  1879.  F.  Kilian.  121  S. 

Der  Verfasser  behandelt  die  Theorie  der  elliptischen  Integrale 
in  der  Form,  wo  die  Function  unter  dem  Wurzclzeicheu  ein  Product 
dreier  linearen  Factoren  ist.  H. 


Invarianti,  covarianti  e contravarianti  dclle  funzioui  omogenee, 
nota  del  P.  Giaeomo  Foglini.  (estr.  dagli  Atti  delF  Accademia 
Poutiticia  de’  Nuovi  Liticei  XXXI.).  Roma  1879.  Tipografia  delle 
scienze  matematiche  c fisiche.  70  S. 

Die  Theorie  der  Invarianten  ist  hier  für  Studireude  in  klarem, 
leicht  verständlichem  Vortrage  bearbeitet.  H. 

Vorlesungen  über  lineare  Differential-Gleichungen.  Von  Prof. 
Simon  Spitzer.  Wien  1878.  Carl  Gcrold’s  Sohn.  194  S. 
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Integration  partieller  Differential-Gleichungen.  Von  Prof.  Simon 
Spitzer.  Wien,  1879.  Carl  Gerold’s  Sohn.  93  S. 

Im  225.  litt.  Ber.  ist  eine  der  Fortsetzungen  der  Schrift  des- 
selben Verfassers:  „Studien  über  die  Integration  linearer  Differential- 
Gleichungen“  besprochen.  Die  gegenwärtige  Schrift  „Vorlesungen  etc.“ 
unterscheidet  sich  von  den  „Studien“  nicht  durch  den  Inhalt,  aber 
durch  eine  weit  sorgfältigere  Bearbeitung.  Der  durchgehende  Ge- 
sichtspunkt ist  hier:  Wieweit  kann  jede  Aufgabe  durch  die  einzelnen 
namhaften  Methoden  gelöst  werden?  eine  Frage  die  in  jener  dem 
Leser  meist  überlassen  war  zu  untersuchen.  In  der  Vorrede  wird 
durch  eine  Reihe  von  Arbeiten  über  dieselbe  lineare  Gleichung  2.  Ordu. 
mit  linearen  Coefficienteu,  deren  Autoren  sämmtlich  die  Laplace’sche 
Methode  entweder  zu  grossem  Nachteil  ungenutzt  lassen  oder  au- 
wenden ohne  Laplaco  zu  nennen,  gezeigt,  dass  Laplace’s  Arbeit  ganz 
vergessen  war.  Die  zweite  Schrift  „Integration  etc.“  ist  ein  Versuch 
die  Lehre  von  den  partiellen  Differentialgleichungen  nach  dem  ge- 
wöhnlichen Inhalt  im  Zusammenhang  darzustelleu.  Hierzu  kommt  die 
Behandlung  einer  grossem  Zahl  specieller  Aufgaben.  Der  1.  Abschnitt 
betrifft  die  trinomisehe  totale  Differentialgleichung.  Die  2 folgen- 
den die  linearen,  der  letzte  die  nicht  linearen  partiellen  1.  Ordnung. 

H. 


Vermischte  Schriften. 

Nouvclle  Correspoudance  matkematique.  Redigee  par  Eugene 
Catalau,  Doctcur  es  Sciences,  Professeur  ä l’universite  de  Liögc; 
avec  la  collaboratiou  de  MM.  Mausion,  Laisant,  Broeard, 
Neu b erg  et  Edouard  Lucas.  Tome  ciuquiemc.  Licgu  1879. 
E.  Decq. 

Der  lukalt  der  2.  Hälfte  des  Bandes  an  Abhandlungen  ist  fol- 
gender. 

Starkof:  Ueber  die  Integration  der  linearen  Gleichungen. 

Cliadu:  Ueber  den  Kreis  der  9 Punkte. 

Neuberg:  Ueber  die  Krümmung  der  Linien. 

Ribaucour:  Ueber  die  einhüllendeu  Curven  von  Kreisen  uud 

die  einhüllenden  Flächen  von  Kugeln. 

Broeard:  Ueber  die  Häufigkeit  und  Gesammtzahl  der  Primzahlen 
(Forts.  Bd.  V.). 

Neuberg:  Ueber  die  homologen  Dreiecke  (Bemerkungen  d.  Red.). 
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L u c i e n L e v y : Darlegung  der  ersten  Eigenschaften  der  Flächen 
2.  Grades. 

Neuberg:  Ueber  die  homologen  Tetraeder. 

Neuberg:  Eigenschaft  des  Dreiecks  (Forts.  Bd.  III.). 

E.  Catalan:  Eine  Eigenschaft  der  Zahl  365. 

Neuberg:  Ueber  die  Cykloide. 

P.  Mansion:  Principien  der  Theorie  der  Developpoiden  der 
ebenen  Curven. 

G.  de  Longe hamps:  Ueber  die  kubischen  Unicursalen. 

E.  Catalan:  Ueber  die  Zerlegung  eines  Kubus  in  4 Kuben. 

J.  L.  W.  V.  Jenseu:  Multiplication  zweier  convergenten  Reihen. 
S.  Realis:  Fragen  aus  der  numerischen  Analysis. 

E.  Catalan:  Ueber  einen  Grundriss  der  descriptiven  Geometrie. 


Mathematische 

und  physikalische  Bibliographie. 

CL. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Rcdtenbacher,  F.,  geist.  Bedeut,  d.  Mechanik  u.  geschichtl. 
Skizze  d.  Entdeckung  ihrer  Prinz.  München,  Basserniann.  2 Mk.  4üPf. 

Methode  und  Principien. 

Crookes,  W.,  strahlende  Materie.  Dtsch.  hrsg.  v.  H.  Grctschel. 
Leipzig,  Quaudt  & H.  1 Mk.  50  Pf. 

K 1 ein pau  1 , H.,  d.  Sonne  u.  d.  Leben.  Rochlitz,  Bode.  1 Mk.  20 Pf. 

Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Boy  man,  J.  R,  Lehrbuch  d.  Mathematik.  2.  Thl.  5.  All. 
Düsseldorf,  Schwaun.  2 Mk.  25  Pf. 

Gaudtncr,  J.  0.,  u.  K.  F.  Junghans,  Sammlg.  v.  Lehrsätzen 
u.  Aufgaben  aus  d.  Planimetrie.  1.  Thl.  4.  Afi.  Berlin,  Weidmann. 
2 Mk.  40  Pf. 

Gauss,  F.  G.,  fünfstell,  vollst.  logarithm.  u.  trig.  Tafeln.  20.  All. 
Halle,  Strien.  2 Mk. 

Harms,  Chr.,  d.  erste  Stufe  d.  mathom.  Unterrichts.  1.  Abth. 
4.  Afi.  Oldenburg,  Stalling.  1 Mk.  25  Pf. 

Heis,  E.,  Sammlg.  v.  Bcisp.  u.  Aufgaben  aus  d.  allg.  Arithmetik 
u.  Algebra.  54.  Afl.  Cölu,  Du  Mont-Schauberg.  3 Mk. 

Hermes,  0,  Sammlg.  v.  Aufgaben  aus  d.  Goniometrie  u.  ebenen 
Trigonometrie.  Berlin,  Winckelmann  & S.  3 Mk.  60  Pf. 

Jordan,  W.,  Hülfstafeln  f.  Tachymetrie.  Stuttgart,  Methler. 
8 Mk. 

— Tables  tachymetriques.  Ebd.  8 Mk. 

Mart us,  H.  C.  E.,  math.  Aufg.  2.  Thl.  Resultate.  Leipzig, 
Koch.  4.  Ad.  4 Mk.  20  Pf. 


h.% 


# 


Rul and,  M.,  prakt.  Anleitg.  z.  grlindl.  Unterr.  in  der  höh. 
Mathematik.  3.  Tbl.  Bonn,  Cohen  & Sohn.  6 Mk. 

Sachse,  J.  J.,  Mathematik  f.  Lehrbildungsanst.  n.  Lehrer.  2.  Thl. 
Leipzig,  Siegismund  & V.  4 Mk. 

Wittstein,  Th.,  Lehrbuch  d.  Elemeutar-Mathem.  1.  Bd.  1. 
n.  2.  Abth.  u.  2.  Bd.  1.  u.  2.  Abth.  Hannover,  Hahn.  7 Mk.  60  Pf. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Büttner,  A.,  d.  Elemente  d.  Buchstabenrechng.  u.  Algebra. 
5.  Afl.  Berlin,  Stubenrauch.  2 Mk.  40  Pf. 

Heilermann,  H.  & J.  Diekmann,  Lehr-  n.  Uebungsbucli  f.  d. 
Unterr.  in  d.  Algebra.  3.  Thl.  Essen,  Bädeker.  1 Mk.  20  Pf. 

Schering,  E.,  Bestimm,  d.  quadrat.  Rest-Charakters.  Güttin- 
geu,  Dieterich.  2 Mk.  40  Pf. 


Geometrie. 

Ambrözy,  C.,  Elemente  d.  Geometrie  u.  d.  geometr.  Zeichnen. 
1.  Thl.  Bielitz,  Fröhlich.  1 Mk.  20  Pf. 

Ameseder,  A.,  üb.  vierfach  berührende  Kegelschnitte  der  Cur- 
ven  vierter  Ordnung  m.  3 Doppelpunkten.  Wien,  Gerold’s  S.  40  Pf. 

Bobek,  B.,  üb.  ebene  rationale  Curven  4.  Ordnung.  Wien,  Ge- 
rold’s S.  1 Mk.  60  Pf. 

Ebel,  M.,  prakt.  Anleitg.  z.  Gebrauche  d.  graph.  Methoden  bei 
Qocrschuittsberechuungen.  Freiburg,  Herder.  2 Mk.  60  Pf. 

Glinzer,  E.,  Lehrb.  d.  Elementar-Gcometrie.  1.  Thl.  Ham- 
borg, Nestler  <fc  M.  2 Mk. 

Jandeoky,  V.,  Geometria  pro  vyssi  gymnasiea.  3.  Vydani.  Dil 
1.  i.  2.  Prag,  Kober.  3 Mk. 

Junghänel,  A.,  Kursus  z.  Einführg.  in  d.  Geometrie.  2.  Afl. 
Berliu,  Hempel.  60  Pf. 

Junghans,  K.  F.,  Lehrbuch  d.  ebenen  Geometrie.  1.  u.  2.  Thl. 
Berlin,  Weidmann,  ft  2 Mk.  40  Pf. 

Mink,  W.,  Lehrb.  d.  Geometrie.  7.  Afl.  Elberfeld,  Friderichs. 
3 Mk. 

Müller,  J.,  Elemeutc  d.  ebenen  Geometrie  u.  Stereometrie. 
4.  Afl.  Braunschweig,  Vieweg  & S.  . 1 Mk.  60  Pf. 

Reisbaus,  Th.,  Vorschule  z.  Geometrie.  1.  u.  2.  Abth.  Leip- 
zig, Teubner.  3 Mk.  20  Pf. 

Walleutin,  F.,  Grundlehren  d.  räuml.  Geometrie.  Wien,  Ge- 
rold’s S.  1 Mk.  00  Pf. 

Wiecke,  P.,  4 Kurse  in  d.  Geometrie.  Cassel,  Fischer.  5Mk. 
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Gernerth,  A.,  Grundlehren  d.  ebenen  Trigonometrie.  4.  Afl. 
Wien,  Gerold’s  S.  2 Mk.  40  Pf. 

Hechel,  C.,  Leitfaden  z.  Uutcrr.  in  d.  ebenen  Trigonometrie. 
Reval,  Kluge.  1 Mk.  50  Pf. 

— Lehrbuch  d.  spbär.  Trigonometrie.  2.  Afl.  Ebd.  1 Mk.  50  Pf. 

Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Bauern  feind,  C.  M.  v.,  Elemente  d.  Vermessungskunde.  6.  Afl. 
2 Bdc.  Stuttgart,  Cotta.  18  Mk. 

Fialkowski,  N.,  d.  zeichnende  Geometrie.  Wien,  Picbler’s  W. 
& S.  1 Mk.  20  Pf. 

Franko,  J.  M.,  d.  Grundlehren  d.  trigouometr.  Vermessg.  in 
rechtwiukl.  Koordinatensystem.  Leipzig,  Teubner.  12  Mk. 

Kalender  f.  Messkuude  auf  d.  J.  1880.  Ilrsg.  v.  M.  Cloutli. 
Trier,  Liutz.  2 Mk.  80  Pf. 

Schubert h,  H.,  d.  Elemente  d.  geometr.  Zeichnens.  Milten- 
berg, Halbig.  2 Mk.  50  Pf.,  color.  3 Mk. 

Schulze,  C. , Hülfsb.  z.  Lösung  v.  Aufgaben  a.  d.  Geometrie, 
Stereom.  u.  Geodäsie.  Leipzig,  0.  Wigand.  1 Mk.  50  Pf. 

Sc  eher  gor,  G.,  Grundzüge  d.  perspekt.  Schattenlehre.  2.  Afl. 
Regensburg,  Coppenrath.  2 Mk. 

Mechanik. 

Somoff,  J.,  theoretische  Mechanik.  Uebers.  v.  A.  Ziwct.  2.  Afl. 
Leipzig,  Teubner.  6 Mk.  80  Pf. 

Technik. 

Schulze,  R.,  d.  physikal.  Kräfte  im  Dienste  d.  Gewerbe,  d. 
Kunst  u.  d.  W'issensch.  Frei  uach  Guillcmin.  13.  u.  14.  Lfg.  Leip- 
zig, Frohborg,  ü 1 Mk. 

Elasticität,  Aknstik  und  Optik. 

Ei  c hl  er,  J.,  Fabenlehre  in  110  Tafeln  m.  Lehranweisung.  Wien, 
Sallmayer.  7 Mk.  20  Pf. 

Astronomie  und  Meteorologie. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  3.  Folge.  28.  Bd. 
J.  1878.  Wien,  Wallishauseu.  11  Mk. 


Beobachtungen,  raeteorolog.,  in  Deutschland.  Leipzig,  Teubner. 
8 Mk. 

Fortschritte,  die,  d.  Astronomie.  Nr.  5.  1877  — 79.  Leipzig, 
Mayer.  2 Mk. 

Fortschritte,  die,  d.  Meteorologie.  Nr.  5.  1877  — 79.  Leipzig, 
Mayer.  2 Mk. 

Klein,  II.  J.,  Anleitung  z.  Durchmuster,  d.  Himmels.  Braun- 
schweig, Vieweg  & S.  24  Mk. 

Kowalski,  Recherches  sur  la  rßfraction  astronomique.  St.  Pe- 
tersburg, Ricker.  5 Mk. 

Nachrichten,  astronom.  Hrsg.  C.  A.  Peters.  96.  Bd.  Nr.  1. 
(Nr.  2281.).  Hamburg,  Mauke,  prcplt.  15  Mk. 

Oppolzer,  Th.  v.,  Lehrb.  d.  Bahnbestimmg.  d.  Kometen  u. 
Planeten.  2.  Bd.  Leipzig,  Engelmann.  32  Mk. 

Repertorium  f.  Meteorologie.  Red.  v.  H.  Wild.  6.  Bd.  2.  Hft. 
Leipzig,  Voss.  18  Mk.  60  Pf. 

Si  r ius,  13.  Jahrg.  1880.  (12  Hfte.).  1.  Hft  Leipzig,  Scholtze. 
prcplt.  10  Mk. 

Sternfreund,  G. , astronom.  Führer  pro  1880.  5.  J.  Mün- 
chen, Liter.-art.  Anstalt.  1 Mk. 

Struve,  0.,  Mesures  micrometr.  corr.  des  ötoiles  doubles. 
Leipzig,  Voss.  8 Mk. 


Nautik. 

Döring,  W.,  naut.  Kalender  f.  d.  J.  1880.  Papenburg,  Rohr. 
60  Pf. 

Jahrbuch,  naut.,  d.  Ephemeriden  u.  Tafeln  f.  d.  J.  1882.  z. 
Bestimmg  d.  Zeit  etc.  Unter  Red.  v.  Tietjen.  Berlin,  C.  Heymann. 
1 Mk.  50  Pf. 


Physik. 

Ballanf,  L.,  d.  Grundl.  d.  Physik  elem.  5.  Lfg.  Langensalza, 
Beyer  & S.  1 Mk. 

Crüger,  J.,  Lehrbuch  d.  Physik.  4.  Afl.  Leipzig,  G.  W.  Kör- 
ner. 4 Mk.  50  Pf. 

H offmann,  F.,  Lehrbuch  d.  Physik.  2.  Afl.  Prag,  Tempsky. 
3 Mk. 
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Die  Determinanten 


in  zweiter  Auflage 

in  Giessen.  Preis  2 Mark. 


bearbeitet  von  W. 


nebst  Anwendung  auf  die 
Lösung  algebr.  u.  analyt.- 
geometr.  Aufgaben;  elem. 
beh.  v.  Prof.  Dr.  U.  Döly. 
Soldau,  Realschnldirector 


Uugo  Voigt,  Hofbuchhandlung  in  Leipzig,  liefert  einzeln  ohne 
Preisaufschlag: 

Schlömilch,  Handbuch  der  Mathematik 

(aus  „Encyclopädie  der  Naturwissenschaften44). 

9 Liefgn.  = 2 Bände,  geheftet  27  Mark. 

2 eleg.  Halbfranzbände,  geheftet  30  Mark. 

Pro&pectc  gratis  und  franco. 


Verlag  von  Louis  Nebert  in  Halle  a/S. 

Soeben  erschien: 

Repetitorium 

der 

| analytischen  Geometrie. 

Zusammenstellung  d.  wichtigsten  Sätze  aus  der  analyt.  Geometrie 
des  Raumes  über  Puncte,  Gerade,  Ebenen,  Oberflächen  zweiten 
Grades,  die  Wellenfläche  und  die  sphärische  Trigonometrie. 

gr.  8°.  geh.  1 Mark  20  Pf. 


jp JT*  Verzeichnisse  meines  mathemat.  Verlags  auf  Verlangen 
gratis  und  franco. 
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In  meinem  Verlage  erschien  vor  Kurzem: 


Astronomische  Geographie. 

Ein  Lehrbuch  angewandter  Mathematik. 

Von 

H.  E.  C.  Marios, 

Professor  an  der  Königstüdtiachon  Realschule  in  Rerlin. 

Mit  96  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 

23  Bogen.  Geh.  Preis  7 Mk. 

Leipzig.  C.  A.  Koch’s  Verlagsbuchhandlung. 

(J.  Sengbusch). 


Ueber 

Dr.  Buka’s 

Bewegliche  Modelle  aus  Stahlstäbchen 

für  den 

Unterricht  in  der  höheren 

Geometrie. 

I.  Serie 

liegt  dem  heutigen  Hefte  ein  ausführlicher  Prospect  bei,  welchen 

wir  der  Beachtung  empfehlen. 

Preis  der  ganzen  Serie  mit  Statif  200  Mb. 

Bei  Einzel-Bezug  kostet  Modell  Nr.  I.  (Doppelmodell)  40  Mk., 
Nr.  II.  25  Mk.,  Nr.  III.  30  Mk.,  Nr.  IV.  35  Mk.,  Nr.  V.  60  Mk. 
und  das  Statif  30  Mk. 

Berlin.  Winckelmaun  & Söhne. 
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Verlage  Von 

^crßarb  ^talTittg  in  ^fbenfmrg 

erfd)iencn  bic  nadjfolgenbcn  unb  rafd^  verbreiteten 

bie  burd?  alte  gute  93ud$anbhmgcn  511  bejiefjen  ftttb.  93ct  neuen  ©infiU 
rungen  tncrbeit  grretejemplare  an  bie  betr.  Herren  Sefjrer  gern  abgegebei 


^ttrms,  Cfm  (s4?rofeffor  an  ber  föealfc|iilc  in  Clbcnburg).  Redjcnblld)  für  ttolk* 
fdjnlen  mtb  bie  unteren  Stoffen  tjityerer  Sdjnlen.  i.2$rii.  6.  stuft.  Ji.  1.5« 

fjatlBS,  besgl.  II.  Xfycit,  für  bie  Dbcrflaffcit  gehobener  SBotfö*  unb  gortbilbung- 
<Scf)ulen  unb  bie  mittleren  Ätaffcn  l)öl)crer  Sdjuleit.  J(-  1. 

®ie  Arbeiten  non  £>arm#  auf  bem  QJebiete  biefe^  Unterrichte#  gehören  $u  beit  Erfdieinunqe 
welche  bic  Weadjtung  jebe#  SRedjenlehrer#  in  Anfprucf)  nehmen;  fie  befunben  feinen  innern  Xrai 
be$  Schaffen*  unb  feine  uofle  Wetjerrfcbung  be#  Stoffel,  au#  beffen  rcidicv  drittle  er  ein  reich 
Wan  au#theilt:  au#  allen  Weruf#f  reifen  be#  practifcfjcn  Scben#  fteüt  er  bic  Aufgaben  in  inte 
effanter  SBeife  ^ufammen.  — 3n  mcthobifchcr  ftinfidjt  ebnet  cr^ioar  feinen  Schülern  ben  ©eg  nie 
$u  einer  bequemen  .'pecrftTaRc,  bie  fid)  gemächlichen  ©chritte#  wanbern  läßt,  fonbern  forbert  Di 
ihnen  ba#  Einfcpen  ber  ganzen  geiftigen  $raft  unb  $äf)e  Au#bauer;  bafiir  förbert  er  fie  aber  au 
ju  notier  ftlarheit.  3n  brr  ptäcifen  Darlegung  ber  begriffe  ift  er  utuftergültig.  — X)er  I.  Xh< 
gibt  im  1.  Eurfu#  ba#  ÜRedjnen  mit  ganzen  fahlen;  ber  2.  Euriu#  enthält  in  feiner  erften  :päl( 
ba*  JHechnen  „mit  unb  nach  Brüchen",  gemeinen  unb  becintalcn,  aud)  ba#  abgefür^te  Rechnen  n 
lefctern;  in  feiner  ^weiten  £>ftlfte  a)  Aufgaben  fad)lid)  geovbnet:  Wrocent*,  ©efeUfchaft#*  unb  Di 
fd)ung*redmung,  Äcttenfa$,  AiitSjahlcn,  Diün,3=  unb  ©erthpapierred)nung,  geometrifche  Aufgabe 
b)  Aufgaben  nad)  Weruf#freiicn  georbnet:  £>au#wirtl))d)aft,  Sanbwirthfchaft,  bewerbe,  £>anbel  ui 
SSerfebr,  ÖJenoffenfchaft#s  unb  Werfid)erung#wefen;  unb  im  Anhänge  3tnfe#$in#red)nung.  — X 
II.  XtKil  ift  nur  ein  Nachtrag  fiir  bie  uerfd)iebenen  Hebungen  unb  hier  unb  ba  noch  eine  Erroi 
tcrung  be#  Stoffe#,  fomit  fiir  weiter  ftrebenbe  ©chiiler  unb  Älaffett  geeignet.  3U  biefen  neu 
^uthaten  wählen  mir  bie  Ausführung  ber  ©ubtraetion  burd)  Ergänzung;  bie  befabifche  Ergänzen 
Xioifton  ohne  £>infd)reibung  ber  ^artiatyrobufte  ?c.;  bann  Erläuterung  be#  Ouabricren#  x.  but 
^■ijperen.  (Wäbagogifd)e#  Archio,  XIX.,  1877,  Wogen  30.) 

;Obige#  JRechcnbud)  nahm  fd)on  bisher  auf  bem  ©ebietc  be#  3tcd)enunterrid)t#  eine  ehrenoo 
3 teile  ein.  Xurd)  bic  jcitgemft&c  Umarbeitung  nach  ber  neuen  (V)croid)t#=  unb  Diim$orbnung 
nunmehr  feine  Wraud)barfeit  auf  ba#  gan$e  bcutfdje  SReid)  auSgebohnt.  Xurd)  ben  oermehrt 
llebungdftoff  hat  baffelbe  nunmehr  eine  foldje  Woflftänbigfeit  erreidit,  baß  ba#  in  ihm  enthalte 
^Waterial  für  bie  auf  bem  Xitel  angegebenen  Schulen  oollitänbig  au#reid)t.  Xabei  ift  e#  iti* 
uitmefnttlich  in  methobifcher  $>mfid)t  Dcrbcffcrt  worben,  woburch  bie  Wraudjbarfcit  be#  Wudjc#  n 
erhöbt  wirb.  Xcr  zweite  Xheil  greift  in  noch  biel  größerem  Diafec  in  ba#  (Gebiet  ber  £>au#=  u 
fianbwirthfehaft,  be#  $>anbel#  unb  ber  (bewerbe  ein:  eS  nimmt  alfo  feinen  Stoff  au#  bem  Seb 
uirb  arbeitet  für  ba#  Sieben.  Xabei  trägt  e#  ben  Siegeln  ber  neuen  Xibaftif  in  meifterbafter  ©e 
gFlecbmxng.  Weibe  ©erfcheu  oerbienen  bie  wärmfte  Empfehlung.  (Schulfreunb,  1877.) 

5>a#  Sied)enbud)  für  Wolf#)d)ulen  hat  fich  in  ber  norbweft liehen  Ede  unferc#  Waterlanbe#  $ 
■matb§red)t  erworben.  E#  bringt  ben  Siedjenftoff  in  logifdher  ^olge  unb  hat  Diele  Aufgaben,  i 
bem  Sehen  entnommen  finb.  Xem  abgefiirjten  Stechnen  ift  ein  befonberer  Abfd)nitt  gewibm 
Au#  ben  früher  Dom  Werfaffer  hcrauSgegebenen  „methobifch  georbneten  Aufgaben"  hat  fid)  ai 
ba^  ad  2 genannte  Sfedjenbud)  für  Oberflaffen  unb  höhere  Schulen  abge^weigt;  e#  ift  al#  ^o- 
^cpung  be#  oben  ^uerft  genannten  Wuche#  ^u  betrachten.  ^>ier  finbet  fid)  eine  reiche  Samrnlu 
t>on  Weifpielen,  ^u  benen  ^anbel  unb  Werfehr,  £anb=  unb  ipauSwirthichaft,  bewerbe,  Siaturlcf 
unb  SJicchanif  x.  bie  Wcrhältniffe  bieten.  Weibe  Wüchcr  fönneu  mit  am  Enbe  jugefügten  Ai 
roorten  bezogen  werben.  (Äatholifchc  3eiti^r-  f-  Erziehung,  1877.  Sicuß.) 

SWethobifd)  georbnetc  Aufgaben  über  alle  Worfommniffc  ber  gemeinen  Arithmetif  uitb  eine  Dien 
Stoff#  bietenb,  bahei  flanj  burchfichtig  gegliebert!  Auch  bie  Wered)nung  ber  geometrifdjen  ^igux 
\ unb  Körper  ift  aufgenommen.  Ohne  auf  einzelne#  cinjugeben,  empfehlen  wir  biefc  beib 

1 Schriften,  burd)  beren  Öebraud)  ^eTtigfeit  unb  Sicherbeit  im  )Red)nen  erhielt  werben  wirb. 

(Eorrefponbcu3blatt  für  Öelchrten;  unb  Siealfchulen  ©ürttemberg#.) 
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(?iue  reiche  ftunbgrube  indbefonbere  für  gut  Dorbercitete  ftortbilbuugöfd)ülcr.  X»ie  prafiifcpen 
Aufgaben  aud  ber  Eftedjanif,  fßaturlehrc,  $mud=  uitb  2aubwirtl)fd)aft,  bem  (bewerbe,  ipanbcl  unb 
Herfebr,  ©cuoffenfchaftd;  unb  Herjicberungdmcfcu  finb  ber  bcfonbcreti  Hcad)tuug  mertl).  — 

(ftirchem  unb  Sdjulblatt  f.  b.  ©rofcheiaugth-  S.=ffieimar  f.  1877  9Jr.  8.) 

nrms,  (thr. , ll.  Dr.  K.  ßflllius  (Oberlehrer  am  ftönigftäbti{d)en  ©qmitafutin 

in  sBetiüt),  fiedjenbud)  für  (ßi)mnaltcn,  Ucalfd)iilcu,  ©cmccbefdjulen,  höhere 
ßürjrrfdjulen,  Seminare  tr.  Siebente  Slufiagc.  2 je.  25  4. 

£)ie  Herren  Herfaffer  nehmen,  weit  ihr  fRcd)enbud)  für  höhere  Sdiulcn  beftimmt  ift,  gan^  be= 
fottberd  bnrmtf  )Kücffid)t,  baft  ber  9fed)cnuntcrrid)t  and)  bic  Horftuie  für  bic  EUitbmctit  fein  fofl, 
unb  faffen  bcdbalb  bic  (Erflärungeit  für  bie  uicr  Spccied  müglidjft  allgemein,  fo  bau  bicfclben  auch 
bei  ben  fpaterbin  cinlrctenbcn  negatiuen  Tablett  ihre  ©cltuug  behalten.  4>iequ  foniint  noch  bic 
ftUwgebebnte  Elnmenbung  uon  Älammem,  bie  bereit«  in  ben  Aufgaben  ber  erften  Stufe  ftattfiubd, 
foiuie  ber  zeitweilige  ©ebraud)  ber  allgemeinen  Symbole,  moburd)  bie  Schüler  für  bad  Herftänb= 
nig  bev  arithmetifdjen  ©ruublebrcn  in  fvudjtbringenbcr  SBcifc  Dorbereitct  toerben.  Hon  biefem  fpe* 
cieflen  ftwerfe  bod  Hudjed  abfebenb,  begegnen  mir  in  allem  Üebrigen  einer  metljobifcben  Stufenfolge 
ber  Hebungen,  mie  fie  aud)  in  Holfdfchuleu  innegehaltcn  merben  muh.  So  ift  ed  11.  zeitgemäß, 
auf  bie  gemeinen  llriidje  foglcid)  bie  ©ccimalbriidjc  folgen  31t  laffen,  inbent  letztere  fid)  bem  me* 
trifdjeu  fülafj=  unb  ©emid)tbfi)ftem  anfdjlicften  unb  bcmgcinüfc  ^u  einer  bebeutenben  (Erleichterung 
bed  Mecbnend  bienen,  Xag  bie  Herren  Herfaffer  bie  Söfung  ber  Aufgaben  auf  jeber  neuen  Stufe 
burd)  menige  beftimmte  fragen  anbcutcu  unb  ben  Schüler  Don  uornberein  baran  gewönnen,  aud  ben 
ben  angenmubteu  Aufgaben  bin^ugefiigten  'Diebenumftäuben  bie  cigcntlid)  .511  redmeube  Aufgabe  f)et* 
eiu^ufinben,  baf?  fie  ferner  bic  Elnmenbung  bed  fogenannten  33rud)fa$ed  bem  ©ebrattd)  ber  ^vo= 
Portionen  Dor^ieben  uitb  namentlid)  and)  ber  'iSBidjtigfeit  bed  $opfrcd)itcnd  fleifcig  eiugebcnf  finb, 
ift  Doflfommen  fachgemäß  unb  üerbient  befonbere  Elnerfenuutig.  — Xcmgcinäfc  fei  bad  Hucb  für 
weite  rgc()enbc  Hebiirfuijfc  heftend  empfohlen.  (Hranbeitburgcr  Scf)ulb(att,  1871,  .fpeft  11,  1*2.) 

X'ad  oorliegenbe  Efed)enbud)  unterfdjeibet  fid)  uon  anbern  nid)t  burd)  mefentlid)  neue  ©efichtd* 
punfte  ober  abroeidjenbe  ©runbfäße,  ^eicbuct  fich  aber  aud  burd)  bie  Hiclfeitigfcit,  Umfidit  unb 
M larbeit  in  ber  S9erücffid)tigung  ber  an  ein  foldjed  ju  ftettenben  Elnforbcrungeu.  E(uf  biefe  näher 
ein^ugeljen,  ift  hier  feine  Hcranlaffung : einzeln  finb  fie  allbcfaitnt,  nur  oergifct  mau  leidjt  eine 
Über  bie  anbre  unb  fieljt  ihren  Umfang  für  ,pt  gering  an.  (Einige  Hcmertungen  mögen  genügen. 
'Me  Dorgängigc  Einleitung  unb  (Erflärung  beffeit , mad  zum  Hcrftänbniß  gebürt,  ift  grunbjäßlich 
uidgcfdjlofjen.  dagegen  mirb  man  feine  notbmenbige  Eingabe  über  bad  üermiffeit,  wad  reine 
Sache  bed  ©cbüdjtniffcd  ift  unb  auf  factifdjer  ^eftfepung  beruht;  numerifdic  Eingaben  finbet  man 
immer  glcid)  au  ber  Stelle,  wo  fie  juerft  gebraud)t  toerben.  (Ed  ift  bied  in  ber  Xl)at  ein  Horzug, 
5enn  Elfandje  miffeit  beibed  nidjt  Don  eiitaitber  zu  untcrfd)cibcn.  .'perDor^uhcben  ift  ferner,  bafe  bic 
•.Huiocubuugen  bed  )Hcd)neit!?  nicht  uon  ber  birecten  (Einübung  ber  Operation  gcfd)ieben  auftreten. 
lUelmebr  mirb  bei  ber  (Einübung  bie  ftragcftellung  auf  alle  möglichen  ESeifcn  gemanbt,  fo  baß 
?er  Schüler  bie  Elcbeutung  ber  Operation  fortmäl)renb  int  E3emuf)tfciti  erhalten  muh  unb  jebc  mog= 
idte  Eltimenbung  ^ngleid)  lernt,  hiermit  ftel)t  in  SScrbiubung,  bau  bie  für  baö  prüft i)’d)e  iieben 
jeftititmten  Elnmenbuugen,  auf  melche  reidjlid)  l’Kiidficht  genommen  ift,  fd)on  uollftäubig  in  ber  gc= 
.uäudtlidjcn  ^orm  ali  üBeifpiclc  für  bie  eiufadje  Operation  aufgegeben  merben.  Xer  ^meite  Xhcil 
'»e«  ^roeiten  (Eurfud  baubeit  bann  inöbefoitbere  uott  beit  midjtigften  praftijdjen  Ei'edjuungöarfcji. 
Kefultate  finb  nie  angegeben.  (Elrd)iu  für  fD2at()cmatif  unb  ^bhfif  LVI.,  ^>eft  4.) 

QBir  fönneu  uufer  Öefammturthcil  bal)in  ^ttfamtnenfaffen,  bafj  c$  fid)  für  bie  Sdjulcit,  auf  bie 
:$  berechnet  ift,  febr  mol)l  eignet  uub  für  bie  (Einführung  be«  neuen  E)faBft)ftem^  ben  mciften 
h'ed)cnbüd)ern  oorjiijiehcn  ift,  iebenfall«  einem  Lehrer,  bem  cd  meniger  um  med)auifd)cd  fKed)nen 
ild  um  Hebung  ber  geiftigen  Ü'raft  burd)  bad  Rechnen  ju  thun  ift,  eine  mefcntlid)c  ^tiilfe  gewähren 
uirb.  (3eitfchr.  f.  CMi)mnafialmefen.) 

Zieles  31ud)  hbl  fich  rafch  33ahu  gebrochen,  unb  biefed  ift  erflärlid),  menn  man  bebenft,  bah 
>affclbc,  gegenüber  Dielen  anbereu  in  höheren  Sel)ranftalteu  eingefül)rten  9fcd)enbüd)ern , welche 
md)  bem  jüngeren  Sd)iiler  fdjou  eine  fteife  miffenfdiaftlidje  ^orm  barbieten,  fid)  einer  elementaren 
8el)anblungdmcife  befleigigt.  Elld  eine  gliicf lid)c  Elcuerung  mollen  mir  nur  eine  herDorhebeit: 
Xic  SSerfaftcr  giiebem  ben  Stoff  ber  ^weiten  Stufe  bed  I.  (Eurfu«  (fHed)nen  mit  ungleich  benanit? 
eu  3fthü*n)  nad)  ber  EJcfdjnffenhctt  ber  Säbrung^ahlen,  nämlid)  a)  SSähruitgd^ahl  10  ober  eine 
fiOten^  dou  10,  b)  EBähruugd^ahl  50  ober  500,  c)  anbere  SBährungdjablen. 

(Elnieiger  f.  b.  neueftc  päbagog.  Literatur,  E?r.  1,  1878.) 

X'ic  Herren  föerfaffer  finb  bemüht  ihre  fd)on  beim  erften  (Erfd)eincn  ald  hbdift  battfendmerth  Don 
tUeu  Seiten  bejcidjnete  Elrbcit  immer  mcl)r  ^u  DerDollfommncn.  HJögen  bie  EScrbienftc,  mcldte  bie 
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Herren  Äalliu«  unb  frarrn«  fid)  burd)  ihr  EBerf  um  bic  'äJtcthobif  bc«  Kccfjenunterridjt«  erwarben, 
überall  bic  gebiihrenbe  Elncrfennung  finben!  (©cntr.=Org.  f.  Kealfd)ulwef.,  IV.  I^aljrg.,  3.  u.  4.  $.) 

9Äau  merftc  bem  ©iidje  feffon  bei  feiner  elften  Auflage  (1870)  an,  baff  eö  eine  oemünftige 
Marc  EKethobe  für  ben  früher  auf  gelehrten  Sdjuleit  wenig  er  gefdjäpten  Ked)cnuntcrrtd)t  anftrebte. 
Tie  aaljlreidjcn  Auflagen  haben  bic  Vrauchbarfeit  bc«  VudjeS  erwiefen.  EKan  legt  jept  and)  auf 
©Dmnafien  5öertt)  auf  ba«  praftifdje  Kcd)ncn.  Xa«  praftifdje  9?cd)nen  ift  eine  fo  oor3Üglid)c 
Vorbereitung  fiir  bie  {jäheren  Aufgaben  ber  Elritljmctif  unb  Trigonometrie,  bag  faum  311  begreifen 
ift,  »uic  man  jo  lange  3^'it  biefe  Vorfdjule  fo  gering  achten  tonnte.  — 2Ba§  beim  Kcd)cuunterrid)t 
erhielt  werben  mufj,  ift  oor  allen  Dingen  eine  lebhafte  Elnfchauung  ber  ^nljleuoerhältuiffc  unb 
bann  ein  flare«  Vcwujjtfcin  oon  ber  E(rt,  wie  eine  Aufgabe  gclöft  wirb.  Ser  nur  mcdjanifdjc 
Söfungeu  leljrt,  gibt  ben  Schülern  Steine  ftatt  bc«  Vrote«.  Soldjc*  311  oermciben , gibt  ba« 
Dorlicgcnbo  au«  bem  praftifdjeu  Sdjullcbeit  tjerüorgegangeuc  Seit  gute  Einleitung. 

(Xljüringifdje  Sd)ul*citung,  1878,  Eh*.  47.) 

Diefc«  9?cd)cnbud),  bas  in  ber  Xljat  im  heften  Sinne  be«  ESortc«  ein  Elufgabenbud)  ift,  be= 
währt  auaj  in  neuer  Auflage  feine  alte  Vraudjbarfcit.  3ur  (Empfehlung  beffclben  haben  wir  nichts 
hinsujufiigen,  ba  eS  in  ber  Sehrerwelt  oljuebem  hiurcidjcnb  befannt  ift.  (päbagog.  jJahreSber.) 

Harms,  Die  erste  Stufe  des  mathematischen  Unterrichts  in  einer  Reihen- 
folge  methodisch  geordneter  arithmetischer  und  geometrischer  Auf- 
S&  gaben  dargestellt,  i.  Heft,  4.  Aufl.  h.  Heft,  3 Aufi.  ä 1 je  25  4. 

X)er  Verfaffer  Ijat  folgenbe«  Programm  ftreng  burdjgefiifjrt:  „Tie  Eluf gaben  finb  fo  gebilbet 
unb  gcorbuct,  bafj  fidj  ba*  ©cbäube  ber  (Slemcntararithmetif  wie  non  fclbft  bavau«  aufbaut;  bafj  fidj 
bic  Definitionen  oon  fclbft  ergeben,  wenn  nur  bie  Sadjcu,  mit  benen  bie  Hebung  bereits  oertraut 
gemacht  hat,  nodj  mit  bem  rechten  Kamen  genannt  werben;  baft  fidj  bie  ßeljrfäpc  oon  fclbft 
herauSftcllen,  wenn  nur  ba«  ©emeinfame  ber  einzelnen  ftäüc,  bic  bie  Hebung  oorgcfitljrt  hat,  nodj 
hemorgeljoben  unb  fijeirt  wirb;  bafc  cnblidj  ber  Sdjiiler  ba«  Verfahren  bei  ben  oerfdjiebenen  Cpe= 
Tationen  burd)«  Cpcriren  fclbft  f inbet."  Ser  bie  Kidjtigfeit  be«  in  biefen  Säpcn  an«gebrndten 
notljwenbigen  ^3rincipd  cinfieht  unb  erfahren  hat,  muh  fid)  alSbalb  mit  bem  Vudjc  befreunben. 
i*  (©oangel.  Volf«=  unb  Kfittelfdjule,  1874,  VI.) 

Cr«  ift  für  bie  C-uarta  eine*  ©ijmnafiumS  beftimmt;  burd)  bie  ßufäpe,  bie  e«  in  ber  itcucften 
Sluflage  erhalten  hat,  ift  e«  aber  aud)  für  aitbere  Schulen,  namentlich  SKittelfdjulen,  geeignet. 
©«  ift  bereit«  in  ben  erften  Einflügen  günftig  reccnfirt  unb  faun  Keccnfent  biefem  giinftigen  llr= 
theil  ber  ftritif  nur  ^uftimmen  unb  ba«  Vud)lein  warm  empfehlen.  ((Shriftl.  Sd)ulb.,  Kr.  17,  1874.) 

ie  neue  Eluflage  biefe«  Viidjlein«,  welche«  bic  Elufgaben  fo  gebilbet  unb  georbnet  Ijnt,  baß 
fid)  ba«  ©ebäube  ber  Elritljmctif,  foweit  c«  hier  in  Kebc  fteljt,  wie  oon  fclbft  auferbaut,  bah 
bic  Definitionen  fid)  oon  fclbft  ergeben,  bie  üol)rfä^e  fid)  oon  fclbft  Ijcrauöftcllen,  unb  ber  Sdjiiler 
ba«  Verfahren  bei  ben  oerfdjiebenen  Operationen  fclbft  finbet,  ift  burd)  nahezu  200  algebrciifdje 
©leidjungcn  ücrniehrt  joorben.  (Eiligem.  Schulleitung,  1871,  Kr.  44.) 

®er  he«  Vcrfaffcr«  war,  ben  Sdjiiler  an^uleiten,  bic  Figuren,  ie  nad)  ber  Elrt  iljrer  3u- 
fammenfepung,  nach  unb  nach  fclbft  entfteljcn  311  laffeit , unabhängig  oon  etwa  beigegebeneu 
3-igurentafeln;  fie  3U  gewöhnen  an  eine  ftrenge  Eluffaffung  ber  formen,  überhaupt  fie  001311= 
bereiten  für  eine  fpätere  ftrenge  '-Beweisführung  unb  Söfung  oon  Elufgaben.  Xa«  ganje  Viidjel 
^erfüllt  in  7 Elbfd)nitte,  bie  Elufgaben  über  bie  gerabe  Sinie,  bic  Sinfcl,  bie  parallelen,  ba« 
Xrcierf,  ba«  Vicr=  unb  Vielccf,  ben  Äreis,  bie  ©leidjheit,  Verwanblung  unb  ^lädjenbcrcchnung  ber 
fyiguren  enthalten.  — Xic  Elufgaben  finb  faft  burd)au«  leidjt,  unb  ba  leine  Figuren  angegeben 
fmb,  fo  ift  ber  Sdjiiler  gezwungen,  fid)  bicfelben  3U  fudjen.  Xic  richtige  ^igur  ift  aber  jdjoit 
ein  bebeittcnber  Vorfdjritt  ^ur  Sofung,  oft  biefe  fclbft.  ©ine  Xurdjarbeitung  biefer  Sammlung, 
bic  an  fidj  gar  uidjt  überreich  ift,  wirb  bie  00m  Verfaffer  angeftrebten  Vortljeilc  fidjer  jur  ftolge 
haben,  llnb  bamit  fei  biefe  Sammlung  beftcit«  empfohlen.  (Päbagog.  3ahre«bcrid)t,  1879.) 

3Jon  ben  einfadjften  Kaumgebilbeti  auSgeljeub,  gewöhnt  ber  Verfaffer  ben  Sdjiiler  oon  oornljerein 
an  ben  ©ebraudj  ber  ftrengereu  ^formen,  in  benen  bic  8SBiffcnfd)aft  ihre  Sapc  gibt  unb  bic  Vcs 
weife  bcrfelben  führt.  Cbioohl  ba«  Viid)leiit  feine  fyigurcn  enthält,  fo  ift  bodj  burd)  bic  Vejeidj^ 
nung«toeife  in  ben  Elufgaben  hinlänglich  bafür  gefolgt,  bafj  ber  ßernenbe  bie  f^igur  immer  fclbft 
3U  entwerfen  oerniag.  Terfclbc  wirb  l)if^hurd)  zugleich  praftifd)  angcleitet,  bie  einjelncn  Xljeilc 
ber  3rigur  nach  anb  nad),  nämlid)  je  itadjbem  bicfelben  in  ben  betreffenben  Sap  unb  Veiuei« 
tintreten , burd)  3c*id)nung  bar.suftellcn.  Xiefc«  Verfahren  oerbient  ganj  befoubere  Vcadjtung, 
htbern  e«  ben  ©rfolg  bcö  Unterricht«  in  nicht  geringem  ©rabe  fid)ern  hilft-  — hiermit  ba«  an= 
gezeigte  Viidjlein  beften«  cmpfehlenb , benicrfen  wir  nur  nodj,  bafj  bie  „Grfte  Elbtheilung"  be« 
ganzen  Serfe«  arithmetifd)e  Elufgaben  enthält  unb  31t  gleichem  greife  in  bcrfelben  Verlag«hanb= 
lung  31t  haben  ift.  (Sd)ulblatt  f.  b.  Prooin3  Vranbeuburg,  1879,  ^peft  9/10.) 
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für! 


3n  bcr  Anwcnbung  bcr  in  bcr  erftcn  Abtheilung  für  bic  SRatbematif  entwirfclten  9R 
welche  burdj  5rct9cn  .^ur  Vcobad)tung  unb  jum  Vefftänbniß  ^in^ulcitcn  fud)t,  auf  ®eome 
öffnet  fid)  ein  nod)  Diel  weiteres  ftelb , inbent  bie  GonftructionSforberungen  *u  ben 
bin^ulommeit.  Ucber  ben  (Erfolg  mögen  biejenigen  urteilen,  wcldje  bic  Antworten  ber 
ZU  hören  Gelegenheit  gehabt  haben.  (Ardjio  bcr  fDtathem 

DicfeS  Serf  ift  Don  uns  mit  ftreuben  begrübt  worben:  erft  febr  wenige  biefer  Art  g 
Verfaffer  berftd)t  & meiiterhaft,  feine  Schüler  auf  bem  Gebiet  bcr  Glemcntar=©comctric  he 
führen.  (Vomnterfd)e  Blätter,  1879,  9fr. 

farms,  Kfdjtnlmdj  für  bie  Dorfdjult.  1.  §cft,  3.  stuft.  40  ..j.  2.§cft,  3.  stuft. 

Der  Verfaffer  mad)t  in  biefer  Arbeit  ftront  gegen  biejenigen  97fethobifer,  welche  in  Vc$ 
3ahlcnbcrfnüpfungen  $u  hohe  Anforbenmgen  an  ben  Anfänger  fteflen,  unb  bcfdjränft  fidjbe 
faft  nur  auf  einfache  Aufgaben.  Dicfclben  umf affen  ber  IReihe  nach  bie  gahlcnfreife 
11—20,  1—100  mit  zahlreichen  Unterftufcn.  Als  l>aiiptfäc^licficö  AnfdjauungSmittel  bi 
Ouabratnep.  Die  Operationen  berfclben  fReihungSftufc  finb  ntöglidjft  innig  berfdjntolzen, 
ftortfehritt  werben  bie  (Elemente  wicberljolt  unb  überhaupt  für  fRepctitionen  auf  bie  umfa 
Seife  geforgt.  Sinb  nun  auch  bie  Aufgaben  einfach,  io  treten  ftc  bod)  in  ben  mannigfa! 
formen  auf.  Daran  fniipft  fid)  eine  anbere  CEigcnthümlid)feit,  nämlid)  bie  ber  Vorbereitung, 
wirb  auf  allgemeine  Säpc  hingcaTbeitet,  welche  ftd)  als  Abftraetioncn  auS  bem  Ginzclnen 
Dt e Anweisungen  treten  zurüd,  finb  aber  aritljmctifd)  fchr  inftructio  unb  aus  bem  urnnitt 
AnfdmuuitgSfrcijc  ber  Äiuber  entlehnt,  ober  ber  Art,  bafj  bie  Anjd)auung  leicht  befchafft 
fann.  Abfüllungen  finben  Vcrücfftd)tigung , unb  wie  ganz  in  bcr  Orbnung,  wirb  nicht 
Vrobuct  ftchen  geblieben,  fonbern  gur  Votcn£  fortgefd) ritten.  Damit  biirftc  baS  Gigcnth 
bcr  borlicgenbeu  Arbeit  im  Allgemeinen  hinreidjenb  dharafterifirt  fein,  um  bic  Aufnicrffamfi 
fic  iu  lenfen.  (Väbag.  3abreSbcrid)t,  Vb. 

(gine  grünblid)e  Durcharbeitung  unfereS  3ablcnfl)ftcmS , bic  überall  bie  Gonfequen.jen 
fcpeS:  „zehn  (Einheiten  berfelben  Orbnung  bilben  eine  (Einheit  ber  nüdjft  höheren  Orbnung" 
ltd)  heroortreten  liifct,  ift  freilich  jept  mehr  nöthig  als  früher,  weil  burd)  ftc  bcr  SRccbnu 
ben  becimalgctheilten  9Raßzaf)lcn  in  einer  Seife  oorgearbeitet  wirb,  bafj  fic  feine  neuen  Sch 
feiten  mehr  barbictcn  fann.  Von  biefem  ©cfid)tSpunftc  auSgchcnb,  hat  ber  £>err  Verfaffer 
Auflage  bearbeitet;  überall  finb  bie  SRünzen,  9Raf)e  unb  Gewichte  in  bie  engftc  Verbinb 
bem  fRcchncn  mit  unbenannten  gciblen  felbft  gebracht,  unb  fo  ift  in  ber  einfachen  Sc 
JRedjnen  mit  mehrfach  benannten  3ahlen  auf  baS  IRedjneu  mit  einfach  benannten  3ahlm 
geführt.  Dabei  hat  bcr  $>err  Verfaffer  mit  großer  Sorgfalt  fRcd)cnfd)wierigfeitcn  dc 
bamit  bcr  fleine  Schüler  nidjt  ermiibet  unb  feine  ganze  Äraft  auf  bie  Auffafjung  bcr  Gig 
lichfeiten  bcr  Decimalcn  conccntrircn  fann.  — So  fann  id)  bem  Vuche  recht  Diele  neue 
miinfehen;  ein  auf  baffelbe  gejtüptcr  fRcd)cnuntcrrid)t  wirb  gewiß  oon  (Erfolg  begleitet  fein, 
aufjerbem  bie  für  einen  frudjtbringcuben  Unterricht  notpwenbigen  Vebingungen  erfüllt 

(3eitfd)rift  f.  prcufeifdjeS  Gtnnnaftal 

fjarms,  Sopfredienbudi,  eine  Anleitung  jur  föfung  oirler  angewandter 
redjenoitfgaben.  JC  1.60. 

Hfmnter  häufiger  erfchcincn  jept  '.Rechenbücher,  welche  ben  Stoff  für  baS  &opf=  unb  Tafeln 
zugleich,  b.  h-  in  fortlaufenbcr  Vermischung,  nicht  getrennt  barbieten.  So  nüplidj  bies 
innige  Verfnüpfung  beiber  ^Rechnungsarten  ift,  fo  bringt  eS  bod)  aud)  ben  9?ad)theil  mit  fid), 
baS  Specififche  ber  $opfrcd)cnaufgabcn  nicht  immer  gehörig  beriidfiebtigt  ift.  ÜeptcrcS  iftl 
in  ber  Dorlicgeitbcn  Sammlung  in  trefflicher  Seife  unb  eonfeguent  gefd)el)en,  fo  baß  wir 
als  ein  Gharafterifticum  berfelben  bezeichnen  unb  fic  baher  aufs  befte  empfehlen  fönnen. 

(Anzeiger  f.  b.  neuefte  pübagog.  Literatur,  1878,  9fr. 


finb;j 


für 


So  eben  crfchicn: 


9t«u!  SCcu ! 


Btatkc,  Dr.  C.,  ^üifBbndi  für  Me  erfte  Untern 
ftnfe  tu  ber  alten  d>efd)td)te.  s»  9ci,.  so  .j. 

Der  ^>err  Verfaffer,  in  weiteften  Greifen  burd)  feine  ©efdiiditS-Grzcihlungcn  betätig 
in  biefem  „^»ülfSbuche''  nicht  einzelne  (Erziihlnngen,  fonbern  ein  GJefammtbilb  bcr  alten  0)c)<! 
eine  ztoar  einfache,  aber  ftpliftifd)  Dollftcinbig  burchgefithrtc  Darftellung.  DaS  Vud)  ift  f 
Cuinta  unb  Ouarta  höherer  fichranftalten,  fo  wie  für  9Rittelclaffen  f.  g.  93fittelfd)ulen  bei 


Irucf  Don  ©frt>arb  Stafling  in  Oldenburg. 


Modell  UI.  Eino  Punktreihe  I.  und  eine 
stetiger  Folge  — verschiedene,  praegnante  Fori 
Poppelgeraden)  und  den  Uoborgang  derselben  in 

Modell  IV.  Zwei  projectivisch  gleiche  un 
homologer  Punkte  gleichstimmig  oder  ungleichsti 

1)  den  Uebergang  aus  dem  Parallelstrahl  q 
und  allgemeine  Hyperboloide  und  Kege 

2)  den  Uebergang  aus  dem  Parallelstrahl, 
Arten  geradliniger  Flächen  IV.  Ordj 
Conoid  verwandte  Flächenfamilie  III.  * 

Die  Kreise  sind  ferner  so  eingerichtet,  da; 
Hierdurch  und  durch  Combination  mit  dem  projei 
geradliniger  Flächen  III.  und  IV.  Ordnung. 

Aus  dem  Modell  lassen  sich  weiter  Hyperb 
Modell  I.  Hyperboloide  mit  berührenden  Para 
und  die  Schnittcurven  einer  Ebene  oder  eines  w 
darstellen.  — 


Modell  V.  Mit  Hilfe  einer  Schrauben lini 
und  links  geschränkter  windschiefer  (darunter 
einer  zur  Axe  normalen  Ebene,  der  Schnitt  zwei« 
axialen  Schraubenflächen  lassen  sich  durch  steti 


Zur  bequemen  Handhabung  d< 
Flächen  und  Curven  dient  ein  mit  2 v 
Sämmtlicbe  Modelle  bestehen 
in  solchem  M assstabe  angefertigt,  dass 
von  den  Zuhörenden  schon  während  d< 

Preis  der  ganzen 


Bei  Einzel-Bezug  kostet  Mo< 
No.  III.  30  Mk.  No.  IV.  35  Mk.  Ni 
Für  Verpackung  werden  die  S< 
geschieht  auf  Kosten  des  Herrn  Beste 


Berlin  1879. 

C.  Spittel  markt  2. 


— bei  zu  ü*r  Pr°j°ct'visc^ie  II-  Ordnung  (Kreis)  zeigen  — z.  Theil  in 
welche  imrd)  nen  (Ier  3 Typen  geradliniger  Flächen  III.  Ordnung  (mit  ihren 
öffnet  fief)  c solche  II  Ordnung. 

^ ßle*cll  grosse  Kreise  zeigen,  jenachdem  sie  behufs  Verbindung 
* ^icfeS  Säumig  in  parallele  Ebenen  gelegt  worden,  durch  stetige  Bewegung 
53  er  f aff  er  ueinbüschel  in  elliptische  Cylinder,  Rotationscylinder,  in  Rotations- 
führetu  jl^  sowie  in  verschiedene  Flächen  IV.  Ordnung; 

Hf  lenhüschel  in  das  gerade  Kreisconoid  und  verschiedene  andere 
X>cr  ^Öerjiung  mit  Doppelcurven,  endlich  in  eine  dem  Plilcker’schen 

?ÄerSI)rdnung- 

11--20  l-3äS  ßie  einander  wie  die  Glieder  einer  Kette  umfassen  können. 
Cuabratncfcfctivisch  ähnlichen  Kreise  aus  Modell  III.  erhält  man  weitere  Arten 
ftortfdjritt  t 

föeiic  9cf°*l)|0ide  «dt  beiden  Schaaren  Gerader,  durch  Combination  mit 
formen  out- 

wirb  auf  ap,,0l°iden  (durch  Uebergang  aus  Cylinder  mit  Tangentialebene) 
3)te  ^tnrneKÜindschiefen  Paraboloids  mit  Cylinder,  Kegel  und  Hyperboloid  etc. 
Stnfdfammg! 
fann.  9(bfi 

^Jrobuct  ftctp  von  ca.  4 Umgängen  können  die  verschiedensten  Arten  rechts 
ber  twrlicgff axialer)  Schraubenflächen,  ihre  Selbstschnitte,  ihr  Schnitt  mit 
I*0  len^Ur  Schraubenflächen  von  gleicher  Axe  etc.  gezeigt  werden.  — Die 
fe$c3 nC  UeI)0rgang  *n  einander  überführen. 

lieh  heruoi 
ben  bccimc 
feiten  mehr 
Vfajfoge  bec 

I Modelle  T.— IV.  und  zur  Fixirung  der  erzeugten 

geführt.  Verschiebbaren  Kugelgelenken  versehenes  Statif. 
UtMcitcjTbl  in  a^on  ihren  Tlieilen  nur  aus  Metall  und  sind 


wimfeben:  c die  erzeugten  Gebilde  selbst  in  grösseren  Auditorien 
es  Vortrages  deutlich  gesehen  werden  können. 


nufcerbem 


fjarms,  fio 

rtdjei»  Serie  mit  Statif  200  Mk. 

Zimmer 
pglcitb,  b. 
tnnige  93crl 

bav  Opcciftell  No.  I.  (Doppelmodell)  40  Mk.  No.  II.  25  Mk. 
IVrin  «§>•  v.  00  Mk.  und  das  Statif  30  Mk. 

Blbst kosten  in  Anrechnung  gebracht.  Die  Zusendung 
Ilers. 


)er 
in  biefem 
eine  *roar 
öutnta  v* 


Winckelmann  &.  Söhne, 

V erlagsbucbhandlung. 


Im  Verlago  von  G.  Reimer  in  Berlin  ist  soeben  erschienen  und  durch 
jede  Buchhandlung  zu  boziehen : 


Jahrbuch 

über  die 

Fortschritte  der  Mathematik 


im  Verein  mit  andern  Mathematikern 

horau8gegeben  von 

Carl  Ohrtmann,  Felix  Müller,  Albert  Wangerin. 

Neunter  Band. 

Jahrgang  1 8 7 7. 

(In  3 Heften.) 

Dritt68  Heft.  Preis:  5 Mark  40  Pf. 

Neunter  Band  complet:  16  Mk.  40  Pf. 


7a ur  Einführung  empfohlen  ; 

Die  Physik 

in  elementar-mathematischer  Behandlung. 

I.  Statik.  II.  Dynamik  (fester  Körper). 

Von 

Dr.  E.  Wrobel.* 

Gymnasiallehrer  in  Rostock. 

Geh.  Preis  2,40  Mk. 

Jeder  Theil  ist  auch  apart  ä 1,20  Mk.  käuflich. 

Das  Buch  ist  von  verschiedenen  Seiten  (Pädagogisches  Literaturblatt, 
Literarisches  Centralblatt,  Pädagog.  Blätter)  aufs  wärmste  empfohlen.  Ich 
gebe  bei  Aussicht  auf  Einführung  bereitwilligst  ein  Probeexemplar.  Dr. 

Wrobel’s  Methode  verlangt  zuerst  den  mathematischen  Beweis  und 
dann  erst  das  Experiment. 

Rostock.  Willi.  Werther’s  Verlag. 


AUg 


em.  Deutsche  Studenten-Zeitung 


unter  Redaction  von  Dr.  Max  Raum  gart,  Berlin. 


Allen  Studirenden  deutechor  Zunge,  sowie  den  „alten  Herren“,  denen  das 
Herz  noch  warm  schlägt  für  die  goldene  Zeit  der  .Tugendträume  sei  die  „Studenten- 
Zeitung“  aufs  Wärmste  empfohlen.  Dieselbe  wird,  indem  sie  sich  auf  einen  neutralen 
Standpunkt  stellt,  und  einer  jeden  Parteirirhtung  fernhält,  ausschliesslich  nur  solche 
Sachen  behandeln,  welche  für  die  Studirenden  ganz  besonders  von  Interesse  sind. 
Hervorragende  Schriftsteller  des  In-  und  Auslandes  sind  ihre  Mitarbeiter. 

Die  „Studenten-Zeitung"  erscheint  joden  Sonnabend  in  grossem  Format,  6 — 8 
Seiten  stark,  und  kostet  bei  allen  Buchhandlungen  und  Fostanstalten 

viertel j Ähr  lieh  nur  3 Ifark. 

Sämmtliche  Nummern  des  Quartals  werden  prompt  nachgeliefert. 

Beiträge  werden  durch  die  Unterzeichneten  erbeten. 

Zaiertloucpreis : pro  4 gespaltene  Nonpareille-Zeile  50  Pf. 

Berlin  S.,  Prinzen-Strassc  71. 

I bring  & Fuhrenlioltz. 


•«  * «.  • «»«  ft  < 


INHALT. 


S«ito. 


1.  Ucbor  Newton’s  Methode  zur  Beschreibung  eines  Kegel- 
schnitts, welcher  durch  vier  gegebene  Punkte  geht  und  eine 
der  Lage  nach  gegebene  gerade  Linie  berührt.  Von  Jo- 
hann August  Grunert 

II.  Ueber  äquipotentiale  Massenverteilungen.  Von  Husmann 

III.  Potential  des  sphärischen  Dreiecks.  Von  R.  Hoppe  . . 

IV.  Elemente  der  Dcterminantentheoric.  Von  R.  Hoppe  . . 

V.  Die  Regelfläche  vierten  Grades  mit  zwei  Doppclgeradcn. 
Von  Adolf  Amesedcr 

VI.  Misccllen. 
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Vll. 

lieber  die  Anziehung  von  Massenpunkten 
insbesondere  mit  Rücksicht  auf  die  Lotstörungen. 


Von 

Herrn  Dr.  Winter b erg 

in  liom. 


In  Nr.  2167  der  „Astronomischen  Nachrichten“  wurde  der  Ein- 
fluss eines  nicht  im  Erdcentrum , sondern  anderswo  im  Iunern  der 
Erde  betindlichen  Masseupunkts  und  der  durch  ihn  veraulassten  An- 
ziehung, auf  die  Gestalt  der  Niveaufläche  untersucht,  unter  der  An- 
nahme, dass  seiuo  Dichtigkeit  die  mittlere  Erddichte  übertrifft.  Jene 
Untersuchung  hatte  wesentlich  den  Zweck,  zu  zeigen,  wie  sich  unter 
Umständen  gewisse  Erscheinungen  der  Localattraction  als  Folge  der 
Anziehung  eines  solchen  Masseupunkts  erklären  lassen,  und  wie  man 
demnach  auch  im  Stande  ist,  aus  den  Beobachtungen  Lage  und  Masse 
eines  solchen  Ablenkungs-Centrums  zu  bestimmen.  Es  wurde  dabei,  wie 
es  für  den  genannten  Zweck  ausreichend  war,  die  Anziehung  der  homo- 
gen gedachten  Erde  als  constaut  betrachtet,  oder,  was  dasselbe  sagt,  ihr 
Centrum  als  unendlich  fern  angesehen , so  dass  die  Schwere  der  y- 
Axe  parallel  wirkte.  Die  auf  jene  Frage  bezüglichen  Untersuchungen 
führen  indessen  noch  zu  andern  Ergebnissen,  die  nicht  oliue  Interesse 
sind.  Ausser  den  damals  besprochenen  Niveauflächen  repräsentirt 
nämlich  die  dort  zu  Grunde  gelegte  Gleichung  noch  eine  zweite  Gat- 
tung, die  im  Gegensatz  zu  jenen  geschlossene  sind.  Auf  diese  Fälle 
soll  hier  zuuächst  nochmals  etwas  genauer  ciugegangen  werden,  als 
es  damals  geschehen,  und  namentlich  der  Zusammenhang  untersucht 
werden,  in  welchem  diese  verschiedenen  Arten  von  Flächen,  die  sich 
je  nach  der  Wahl  der  Constauten  ergeben,  unter  einander  stehen. 
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Es  sind  ferner  alle  jene  Fälle  in  sofern  einer  VerallgemeineniDg 
fähig,  als  statt  des  unendlich  fernen  Centruins  ein  iu  beliebiger  Ent- 
fernung befindliches,  oder  statt  der  Kugel  von  unendlich  grossem  Ra- 
dius eine  solche  von  beliebiger  Grösse  zu  Grunde  gelegt  werden  kann, 
und  da  sich  gewisse  Problemo  der  Attraction  nur  unter  dieser  An- 
nahme erledigen  lassen,  so  sollen  auch  diese  Fälle  hier  näher  unter- 
sucht werden. 

An  einem  praktischen  Beispiele  wird  schliesslich  gezeigt,  wie  man 
durch  Annahme  solcher  Ablenkungs-Ccntra  den  Einfluss  der  allge- 
meinen Lotstörung  bezüglich  der  Punkte  eines  Meridians  der  Erdkugel 
in  ähnlicher  Art  bestimmen  kann,  wie  solches  hinsichtlich  der  Punkte 
des  Aequators  durch  Herrn  Bruns  (Gestalt  der  Erde)  dargelegt  worden. 


§ 1. 

Geht  man  von  zwei  Massenpunkten  m„  m*  aus,  die  im  Abstande 
a von  einander  liegen,  bezeichnen  rt,  r2  die  Abstände  von  einem  be- 
liebigen Punkte  P,  so  wird  die  Gleichung  der,  durch  ihn  gelegten 
Niveaufläche  dargestellt  durch: 


1) 


m 

r 


1 j mt 


const. 


O 7/1« 


X 


om^  — a — x 

ferner  p,  cp  die  bezüglichen  Polar-Coordinaten  sind: 


1 1/  2«  . 

- = - (1 cos  cp  -j-  , 1 

*•1  9\  r r) 

- = -(l-f 
r2  9\ 


2 (a — x) 


COSqp  + 


(a — «)2\“4 


)' 


a — x (a — x)2  ..  _ . . 

cos  cp ö (1  — 3 cos2cp) 


Wählt  man  die  Verbindungslinie  zur  x-Axe,  so  ergibt  sich  für 

o als  Coordinatenursprung,  wenn 


Für  solche  Punkte  der  Niveaufläche,  deren  Abstand  p sowohl  grösser 
als  x wie  a — x ist,  folgt  hieraus  durch  Reihenentwickelung: 

1 \ ( % \ 

“ = “ - c°s  9 — 2^2  (!  — 3cos2(p)  — gls  cos  <p(3  — 5 cos V)  • • J 

i(i- 

9\ 

+ 2 " cos  cp  (1  — 5 cos  2cp) . • 
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Wählt  man  den  gemeinsamen  Schwerpunkt  von  m„  m*  zum  Coor- 
dinatenursprung,  so  ist: 


— x)  = U 

daher  ergibt  sich,  wenn  die  vorstehenden  Entwickelungen  in  1)  ein 
gesetzt  werden,  unter  dieser  Voraussetzung: 


-4-m«  77i,  r/i«  n2 

const.  = — o7~  » (1  — 3 cos2  cp) 

nijrn^a3  (m2  — m1 ) COSCp  (3  — 5 COS2g/ ) 

(m,-fm2)2  2p4 

Hieraus  ersieht  mau,  dass  mit  Vernachlässigung  der  Glieder  höherer 
Ordnung  in  erster  Anuäherung  stets 


77i]  -f-  m2 


= const. 


ist,  d.  h.  die  Wirkung  beider  Massen  kann  durch  eine  ihrer  Summe 
gleichen  im  Schwerpunkt  ersetzt  werden.  Andrerseits  zeigt  sich,  dass^ 
wenn  beide  Massen  wenig  verschieden,  der  Fehler  der  durch  Ab- 
brechen bei  eiuem  Gliede  ungrader  Ordnung  entsteht,  im  Allgemeinen 
geringer  ist  als  der  im  entgegengesetzten  Falle,  da  die  letzteren 
Glieder  ihre  Differenz  als  Factor  enthalten,  die  ersteren  dagegen  die 
Summe. 


Jenes  Gesetz  bezüglich  der  Vereinigung  der  Massen  im  Schwer- 
punkte, welches  bekanntlich  für  die  Punkte  ausserhalb  einer  beliebig 
gestalteten  Masse  gilt,  lässt  sich  nach  den  Principien  der  Zusammen- 
setzung von  Kräften  auf  beliebig  viele  Punkte  ausdehnen. 

Für  drei  nicht  in  grader  Linie  liegende  Punkte  m,,  m3  findet 
inan  als  Gleichung  der  Niveauflüche  den  früheren  Bezeichnungen  analog: 


+ ^ = const. 

»'2 


r.» 


% 


Sind  m2o , m2o  die  Abstände  der  Ecken  des,  durch  sie  gebildeten 

Dreiecks  vom  Coordinateuursprung,  und  bezeichnet  resp. 


ip  — Wkl.  7»1o/J t 

wo  P ein  Punkt  der  Niveaufläche, 


CO  = Wkl.  771] O 771 2 

co'  — Wkl.  77i]Om3 

so  erhält  man  durch  Reihenentwickelung  der  bezüglichen  Ausdrücke 
v°n  r1?  r3,  r3  nach  Potenzen  von  p unter  der  Annahme,  dass  p stets 

8* 


Digitized  by  Google 


116 


Win  t er  he  rg : lieber  die  Anziehung  von  Massenputikten 


grosser  als  die  drei  Abstände  ro,o,  ?/jso,  viAo , die  Gleichung  der  Ni- 
veaufläche: 


COÜBt  = 


«4+ «4  + »»3 


, 7/1,0.  COS 1p -f*  Wl,0.  COS (ö)  — ^)-|-7»3o.C08  (ü),4-'lO  , 

• — “T  • • 


Verlegt  man  den  Coordinatenursprung  so,  dass  das  zweite  Glied  rechts 
verschwindet,  so  folgen  daraus,  da  ip  beliebig  ist,  die  zwei  Bedin- 
guugsgleichungen: 

mi°  “h  7Hi°  cos  co  -j-  m3o  cos  co‘  = 0 
m2o  siu  to  — m3osiu  w'  = 0 


welche  zeigen,  dass  der  Coordinatenaufang  im  Durchschnitt  der  3 
Winkelhai birendcn  des  Dreiecks  liegt.  Denn  bezeichnen  Q, 

R,  S die  Punkte,  wo  diese  die  Gegenseiten  des  Dreiecks  treffen,  so 
ergibt  sich  aus  der  zweiten  Gleichung  leicht  die  Relation: 

m,Q  .m^R.  in$S 
m^R.nifS  .m3Q 

Dieselbe  Relation  gilt  aber  andrerseits  auch  für  den  gemeiusameii 
Schwerpunkt  der  3 Masscnpuukte,  wreun  mau  unter  Q , R , S die  resp. 
Schwerpunkte  von  i versteht.  Daraus  folgt  die  Rich- 

tigkeit des  Satzes  für  3 Punkte.  Man  sieht  wie  sich  derselbe  ohne 
Schwierigkeit  weiter  ausdehncu  lässt. 

Die  übrigen  Reilieiicntwickcluugeu  gelten  nicht  mehr,  wenn  der 
Abstand  « beider  Ceutra  im  Vergleich  zum  Radiusvector  gross  ist. 
Ein  solcher  Fall  würde  vorliegen,  wenn  es  sich  um  den  Einfluss  eines 
Massenpunkts  iuuerhalb  oder  ausserhalb  der  Erdoberfläche  handelt, 
wie  solches  früher  untersucht.  Er  würde  ferner  vorliegen,  wenn  z.B.  der 
Einfluss  der  Sonnen- Attraction  auf  die  Gestalt  der  Niveaufläche  der  Erde 
untersucht  werden  sollte,  abgesehen  von  der  durch  die  Bewegung 
hervorgebrachten  Veränderung.  Denn  in  diesen  Fällen  kann  a als 
uueudlich  gross  gegon  e betrachtet  werden. 

Verlegt  man  im  Falle,  wo  den  Coordinatenurspruug  in  das 

Centrum  der  kleineren  Masse  — im  letztgenannten  also  in  den  Erd- 
mittelpunkt — so  ergibt  sich  mit  Beibehaltung  der  früheren  Be- 
zeichnungen die  Gleichung  der  Niveaufläche: 

nu 

coust. 

Q r* 
wo: 

= ()2-}-a2  — 2«(>C0S<jp 
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Entwickelt  man  7 nach  absteigenden  Potenzen  von  a.  so  folgt  in 

t* « 

erster  Annäherung: 

m*  , / .0  \ 

j (1  -f-  - cos  cp ) = const. 

p 1 a \ 1 a ) 

woraus  man  sofort  erkennt,  dass  diese  Gleichung  sich  auf  die  Form 
der  früher  aufgestellten  bringen  lässt.  Denn,  da  (»cos cp  — x , so  er- 
gibt sich  mit  Vertauschung  der  x - und  y-Axe: 

3)  = c 

Hierdurch  ist  allgemein  uachgewicsen,  dass  man  in  erster  Annäherung 
die  Anziehung  eines  der  beiden  Massenpunkte  stets  als  constant  be- 
trachten kann,  so  lange  es  sich  um  Punkte  in  der  Nähe  des  einen 
oder  des  andern  von  beiden  handelt. 

Es  ist  also  nicht  sowohl  der  Massenunterschied,  als  vielmehr  der 
Abstand  beider  Punkto  für  die  Probleme  der  angegebenen  Art  von 
Bedeutung. 

Dem  Vorherigen  gemäss  kann  in  den  Problemen  der  Local-  wie 
auch  der  allgemeinen  Lotstörung  die  ahlenkendo  Masse  m sowohl 
positiv  wio  negativ  gedacht  werden,  jenachdem  ihre  Dichtigkeit  dio 
mittlere  Erddichte  übertrifft,  oder  geringer  ist.  Es  verhält  sich  im 
letzteren  Falle  das  Ablenknngs-Centrum  gleichsam  repulsiv,  weil  alle 
umgebenden  Massenteile  auf  die  Punkte  der  Niveaufläche  eine  stär- 
kere Attraction  ausüben  als  jenes. 

Die  Niveauflächen  werden  ferner  im  Allgemeinen  verschieden  sein, 
jenachdem  sic  beide  Centra,  oder  nur  eins  umgeben. 

In  dem  früher  behandelten  Probleme  wurde  die  Gestalt  der  Ni- 
veauflächc  wesentlich  durch  die  Gleichung: 

gy  = const. 

d.  h.  durch  eine  Reihe  unbegrenzter  Ebeneu  senkrecht  zur  y-Axe  dar- 
gestellt, während  der,  in  Folge  der  Attraction  des  Punkts  m liinzu- 

VI 

tretende  Teil  — die  Abweichung  von  jener  Gestalt  ergibt. 

V 

Soll  hingegen  der  Einfluss  der  Sonnenattraction  auf  die  kugel- 
förmig gedachte  Mceresflächo  ermittelt  worden,  so  stellt  die  Gleichung 

m 

- = const. 

r 
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d.  h.  eine  Reihe  concentrischer  Kugeln  wesentlich  die,  die  Erde  um- 
gebenden Niveauflächen  dar,  während  die,  durch  den  unendlich  fernen 
Sonnenkörper  erzeugte  Abweichung  von  dieser  Form  durch  das  Glied 
gy  ausgedrückt  wird. 

Um  daher  aus  der  Gleichung  3)  sowohl  die,  dem  einem  wie  dem 
andern  Probleme  entsprechenden  Niveauflächen  ableitcn  zu  können, 
müssen  die,  jedem  einzelnen  zukommenden  speciellen  Bedingungen 
gegeben  sein,  die  für  das  erste  darin  bestehen,  dass  zu  jedem  x 
zwischen  0 und  oo  zwei  reale  Werte  y existiren,  wovon  der  eine  dem 
Problem  genügt.  Für  den  zweiten  Fall  hingegen  dürfen  nur  bis  zn 
einem  bestimmten  Grenzwerte  von*  die,  dem  Probleme  entsprechen- 
den Werte  von  y existiren,  da  die  Curve  eine  geschlossene. 


Aus  der  Gleichung  3)  ergibt  sich  die  rationale  Form: 

4)  (y — c)2(s*+y*) — k1  = 0 

wo,  wie  früher  angegeben,  die  Bedeutung  der  Constantcn  für  das 
erste  Problem  hervorgeht  aus 


Vo  = c 

yi(yi—yo)  = k 

wenn  y0  die  dem  Werte  * = 00,^  die  x = 0 entsprechende  Ordinate 
bezeichnet. 

Transformirt  man  4)  auf  Polar-Coordinaten,  so  folgt: 

5)  r*sinqp — er  — k = 0 


welche  zeigt,  dass  zu  jedem  <p  zwei  reale  Werte  von  r gehören,  von 
denen  der  mit  dem  positiven  Wurzelzeichen  dem  Probleme  entspricht, 
da  alle  grösser  als  y0  sein  müssen.  Man  erhält  daher,  von  einem 
bestimmten  Werte  von  qp,  z.  B.  von  q>  = 90°,  welchem  der  Wert 
r = yt  entspricht,  beginnend,  durch  successive  Aenderung  dieses 
Winkels  eine  stetige  Folge  von  r,  die  in  ihrem  Zusammenhänge  die 
Cnrvc  ergeben. 


Ihre  Construction  ist  jedoch  wie  früher  angegeben,  einfacher  aas 
der  Form 


(y— yo)r  = * 


abzuleiten,  wonach  zu  jedem  y^>y0  ein  bestimmtes  r sich  als  dritte 
Proportionale  zwischen  y — y0  und  y k ergibt,  welche  letztere  Grösse 
sich  geometrisch  darstcllen  lässt,  zufolge  der  durch  die  Relation 


k 


m 

9 


ausgedrückten  Bedeutung. 
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Im  Falle  m abstossend  wirkt,  wie  bei  Höhlungen  im  Innern  der 
Erdo,  ist  die  Curve  nach  unten  statt  nach  oben  convex,  wie  sich 
schon  durch  mechanische  Betrachtung  ergibt,  da  die  Resultante  der 
Anziehung  stets  senkrecht  zur  Niveaufläche  stehen  muss.  Daher  hat 
man  in  diesem  Falle  zur  Construction  die  Form  zu  Grunde  zu  legen: 

(c  — y)r  = k 

wo  die  Werte  von  y kleiner  als  c zu  nehmen,  während  das  Minimum 
von  y sich  ausdrückt  durch 


wo  das  positive  Wurzelzeichen  genommen,  weil  für  k «==  0 y = c 
resultiren  muss.  Soll  in  diesem  Falle  die  ganze  Curve  real  sein,  so 
muss  die  Bedingung 

4*=0 

erfüllt  sein. 

Für  die  zweite  Art  von  Flächen  hat  man  die  Bedingung  auszu- 
drücken, dass  sie  geschlossen  sein  sollen.  Bezeichnet  man  demgemäss 
die  Axenabschnitte  der  y- Axe  resp.  durch  rs,  r3,  den  der  rc-Axe  mit 
r„  so  ergibt  sich,  wenn  man  der  bessern  Uebereinstimmung  des  Fol- 
genden wegen  dio  Constante  c negativ  also  statt  5)  die  Form 

5a)  r2sin<p-t-cr  — k =*  0 

wählt,  für  die  Werte  <p  «=»  0°,  90°,  270°: 

k 


6) 


r2*  -f-  er  2 — k — 0 
rsa  — «3+*  = C 


woraus  für  k , c die  Werte  folgen: 

r*H-  r32 

7)  c=s 

»’s— 

k _ rs  r3  (r>  ~j~  r3> 

“ r3— r, 

mit  der  Bedingung: 

r2rs(r2+  rs) 

ri-  v+r3*  • 


wo,  wie  man  sieht,  ein  Mittelwert  von  r2,  r3  ist,  so  dass  man  hat : 


»'s  > rt  > 


n 
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Umgekehrt  lassen  9ich  aus  diesen  Relationen  die  Axeuabscknitte  r*, 
r3  eindeutig  bestimmen.  Denn  der  Bedingung  r2  > r3  können,  da 
beide  nur  positive  Werte  haben,  nur  die  Ausdrücke  entsprechen: 

— c-\~y  c*-\- 4k 


's  = 


Y c2- 


4 k 


Die  Forderung  r3  > r2  wird  erfüllt,  solange  e*  4 k ist, 

zugleich  die  Realitätsbedingung  der  Curvc  ist. 


welches 


Unter  dieser  Bedingung  finden  sich  zufolge  5a)  auch  für  diesen 
Fall  zu  jedem  Werte  von  cp  zwischen  0°  und  36U°  je  zwei  reale  Werte 
von  r,  wovon  einer  dem  Problem  genügt.  Denn  geht  man  auch  hier 
von  einem  bestimmten  Anfangswerte  von  <p,  z.  B.  von  <p  = 0,  wel- 
chem der  Wert  rx  entspricht,  aus,  und  lässt  tp  succcssivc  wachsen, 
so  ergibt  sich  dadurch  eine  stetige  Folge  von  r <1  r,  die  successivc 
bis  zum  Werte  r2  abnehmen-,  deren  Zusammenhang  somit  diesen  Teil 
der  Curve  darstellt. 


8) 


Für  die  Construction  ist  wiederum  die  Form  bequemer: 

(c+y)r  = k 


worin  für  y alle  positiven  Werte  zwischen  0 und  r2,  resp.  alle  nega- 
tiven zwischen  0 und  r3  zu  nehmen  sind,  um  den  obern,  resp.  untern 
Flächenteil,  in  derselben  Art  wie  für  das  erste  Problem  angegeben, 
zu  construiren,  vorausgesetzt,  dass  man  nach  6)  die  Axenabschuitte 
bestimmt,  und  yk  als  geometrische  Grösse  dargestellt  hat. 

Die  Figur  1.,  welche  die  Construction  verdeutlichen  soll,  bedarf 
hiernach  wohl  keiner  weitern  Erläuterung. 

Es  kann  nun  noch  ein  dritter  Fall  eintreten,  der  gewissermassen 
den  Uebcrgang  der  beiden  vorigeu  bildet,  wenn  nämlich  m oberhalb 
des  allgemeinen  Niveaus  der  Erdoberfläche  liegt,  wie  z.  B.  der  Fall, 
wenn  man  die  Attraction  eines  Gebirges  durch  eine  ihm  gleiche  im 
Schwerpunkt  vereinigte  Masse  ersetzt  denkt.  Hierbei  werde  zunächst 
vorausgesetzt,  dass  die  Niveaufläche  beide  Centra,  das  oo  ferne  Erd- 
centrura,  wie  den  Punkt  m umgebe.  Alsdann  hat  mau,  wenn  wie  bis- 
her in  m der  Coordinaten-Ursprung  und  die  Axen  wie  vorher  gewählt 
werden,  im  Gegensatz  zum  ersten  Probleme  die  Bedingung,  dass  jetzt 
sowohl  positive  wie  negative  Werte  von  y zulässig  sind.  Es  wird 
demnach  (s.  Fig.  2.)  der  obere  Teil  der  Curve  ganz  ebenso  constru- 
irt,  wie  für  die  geschlossene  Fläche  angegeben,  so  dass  sich  die  Axen- 
abschnitte  der  x-  und  y- Axe  ergeben  aus 
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rjj8— f-  — k — 0 

woraus  wiederum  folgt: 


Da  c im  oberen  wie  im  unteren  Teile  denselben  Wert  bat,  so  sieht 
man  wie  letzterer  zu  construircu,  indem  die  Länge  uw  die  der  Ab- 
scisse  * = oc  entspricht  gleich  dem  vorstehend  durch  r„  rt  ausge- 
drückten Werte  von  c zu  nehmen,  und  im  Uebrigen  wie  beim  ersten 
Probleme  zu  verfahren  ist. 


Um  zu  erkennen,  in  welchen  Zusammenhänge  die  verschiedenen 
Arten  von  Flächen  stehen,  ist  eine  Untersuchung  ihrer  Singularitäten 
erforderlich. 


Zunächst  erhält  man  das  Maximum  oder  Minimum  der  Ordinaten 
zufolge : 

dy  kx 

dx  ky  + rs 


wo  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  dem  jedesmaligen  Probleme 
entsprechend  zu  wählen.  Die  fraglichen  Werte  ergeben  sich  daher 
für  x — 0 resp.  x » oc,  wo  dies  zulässig. 


Untersucht  man  ferner  die  Stollen, 


ein 


Maximum  wird, 


oder  wo  die  Curve  den  Sinn  ihrer  Krümmung  ändert,  so  ergeben 
sich  aus  der  Bedingung: 


<Py 

02* 


0 


die  in  der  vor.  Abh.  dem  ersten  Probleme  entsprechend,  abgeleiteten 
Relationen : 


x = 


2//  — c 


9)  ‘ (y  — c02(6y2  — 4c//  + c2)  — 2Jfc*  = 0 


Dass  ein  solches  Maximum  von  / existirte,  zeigte  der  Charakter 

dx 

der  dem  Problem  entsprechenden  Curve.  Denn  da  dieselbe  von  0 
bis  x stetig  verläuft,  im  Punkte  2 = 0 und  x = <x  den  Wert 
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dy 

^ = 0 besitzt,  so  musste  auf  der  Strecke  von  0 ...  o>  offenbar  eine 

Stelle  der  verlangten  Art  liegen.  In  der  Tat  zeigt  sich  auch  alge- 
braisch, dass  die  Gleichung  9)  innerhalb  des  Intervalls  y = c...y=y, 
stets  eine  reale  Wurzel  besitzt. 

Denn  bezeichnet  man  die  linke  Soitc  von  9)  mit  V und  bildet 
daraus  die  vier  ersten  Ableitungen  nach  y,  so  findet  man  daraus  die 
Reihe  der  Vorzeichen: 

1)  für  y = c:  — +0  -f-  -j-  -f- 

2)  „ y — Vi : + + + + + 

woraus,  dem  Sturm’schen  Satze  zufolge,  da  2)  einen  Zeichenwcchsel 
weniger  als  1)  ergibt,  hervorgeht,  dass  eine  reale  Wurzel  in  diesem 
Intervall  sich  befindet. 

Bei  den  Flächen  der  zweiten  Art  existirt  dagegen  ein  solches 
Maximum  nicht.  Denn  transformirt  man  9),  welche  sich  dem  Vor- 
herigen entsprechend,  auf  den  unteren  Teil  bezieht,  auf  Polar-Coor- 
dinaten  und  eliminirt  dann  q>  mittelst  der  diesem  Flächentcil  ent- 
sprechenden Gleichung,  so  folgt  die  Relation: 


10) 


2 r4 . 3 r2  c*  -j-  Sr . ck  — 6 k%  = 0 


Bildet  man  wie  vorher  die  Sturm’schc  Reihe  aus  den  4 ersten  Ab- 
leitungen der  linken  Seite  von  10)  nach  r,  so  findet  sich  die  Reihe 
der  Vorzeichen: 


1) 

2) 


für  r = 


1» 


»V 

»V 


- + - + + 
— + — + + 


also  es  gibt,  da  die  Zahl  der  Zeichenwcchsol  dieselbe,  im  Intervall 
r,  ...  r3  keine  reale  Wurzel  von  10). 


Ganz  analog  leitet  man  dasselbe  Resultat  für  das  Intervall 


r, ...  r. 


bezüglich  des  oberen  Teils  ab,  wofür  dieselbe  Gleicbuug  10)  gilt,  so 
dass  also  bei  dieser  Art  von  Flächeu  die  Krümmung  stets  convex 
nach  Aussen  bleibt. 

Bei  den,  den  Uebergang  bildenden  Curven  können  dementspre- 
chend solche  Stellen  nur  in  dem  Intervalle  von  0 bis  c liegen.  In 
der  Tat  ergibt  sich  algebraisch  auf  dieselbe  Art  wie  vorher,  dass  die 
Gl.  9)  in  diesem  Intervalle  stets  reale  Wurzeln  besitzt 


wo : 


Die  geschlossenen  Flächen  werden  dagegen  stets  Stellen  haben, 

dx  °° 
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Diese  Bedingung  ergibt, 
lation: 


dem  Ausdrucke  von  ^ zufolge,  die  Re- 


il) % + r3«=0 

wo  das  doppelte  Yorzeiohen  dem  oberen,  resp.  unteren  Teile  der  Fläche 
entspricht. 

Auch  hier  zeigt  sich  algebraisch,  dass  eine  reale  Wurzel  dieser 
Gleichung,  und  zwar  im  Intervalle  rx  . . . r3 , d.  h.  also  dem  unteren 
Teile  der  Fläche  entsprechend,  stets  existirt.  Denn  transformirt  man 
dio  Gl.  11),  wo  das  untere  Zeichen  zu  nehmen,  mittelst  der  ent- 
sprechenden Flächengleichung: 

er — Je 

y = 

T 

so  erhält  man: 

r4 — r.ck-\-k*  — 0 


Setzt  man  hier  die  Grenzwerte  ...  rs  ein,  so  folgt,  wenn  wie  früher 
die  linke  Seite  dieser  Gleichung  mit  A bezeichnet  wird 

1)  für  r — rx  A = r,4  > 0 

2)  „ r = r3  A = *32(r3a  — k) 

zufolge  6),  woraus,  wenn  man  für  k seinen  ebenda  berechneten  Wert 
setzt,  folgt: 

A = (ri  + ri)  (r3  ~ rs)  — 2r2  r3  < 0 
woraus  das  Behauptete  hervorgeht. 


Auch  mechanisch  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  fraglichen  Stellen 
□nr  im  unteren  Teile  der  Curve  liegen  können.  Denn  denkt  man 
sich  ober-  wie  unterhalb  m die  Resultauten  der  Anziehung  construirt, 
so  werden  sie  die  y- Axe  stets  unterhalb  des  Attractions-Centrums  m 
treffen,  folglich  auch  dann,  wenn  ihre  Richtung  parallel  zur  x Axe. 


Die  Curven  der  ersten  Art  können  naturgemäss  nur  dann  solche 
Stellen  haben,  wo  ~ = cc  wird,  wenn  m oberhalb  des  allgemeinen 


Niveaus  der  Erdoberfläche  liegt,  und  um  diesen  Punkt  sich  eine  schon 
teilweise  geschlosso  Fläche  gebildet  hat.  Denn  offenbar  können  solche 
Stellen  nur  dann  Vorkommen,  wenn  die  vorher  untersuchten  Maxima 


dy 

von  den  Wert  co  entweder  erreicht,  oder  ihn  bereits  überschritten 


haben,  d.  h.  wenn  die  Tangenten  in  den  Inflexionspunkten,  statt  sich 
auf  der  positiven  Scito  der  y- Axe  zu  schneiden,  entweder  dieser 
parallel  geworden,  oder  sich  bereits  auf  der  negativen  Seite  der  y- 
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Axc  treffen.  Die  Curvc,  welche  dem  ersten  Falle  entspricht,  ergibt 
sich  aus  der  allgemeinen  Gleichung,  wenn  man  die  Constanten  c 
so  bestimmt,  dass  gleichzeitig  9)  und  12)  befriedigt  werden.  Die 
Bedingung,  dass  die  Resultante  dieser  Gleichungen  verschwindet,  er- 
gibt alsdann  die  Relation: 


27c8-f-163A;4  — 16.43fc*c4  =0 


welche  aufgelöst  zu  den  zwei  Relationen  führt: 


1) 

2) 


cA  = 16  A*2 

c<  = 25fiiS 
c 27 


Die  erste  Bedingung  kann,  wie  sich  im  Folgenden  zeigen  wird,  dem 
vorgelegten  Falle  nicht  entsprechen,  deun  es  wird  unter  dieser  Be- 
dingung nicht  nur  der  Nenner,  sondern  zugleich  der  Zähler  von 

p 

zu  Null,  die  Tangente  selber  also  unbestimmt,  oder  mehrdeutig. 
Daher  bleibt  blos  die  letzte  Bedingung,  oder: 

c*  — 3,  08  & 


Während  also  (s.  Fig.  3.)  die  Curven,  bei  denen  c*  kleiner  als  dieser 
Wert  ist,  die  Form  1),  die,  wo  es  grösser,  die  Form  3)  haben,  be- 
zeichnet 2)  dio  Curve  des  Uebergangs,  wo  e2  grade  den  vorstehenden 
Wert  besitzt. 


Es  handelt  sich  nun  noch  um  einen  ferneren  Grenzfall,  wo  näm- 
lich die  beiden  Intlexiouspuukte  A,  A zusammenfallen.  Dies  kann 
natürlich,  der  Symmetrie  wegen,  nur  in  der  ^-Axe  geschehen.  Aus 
der  ersten  der  Relat.  9)  folgt  für  x = 0 


c 

y = 2 

woraus  wiederum  hervorgeht,  dass  nur,  wenn  m oberhalb  der  Erd- 
oberfläche liegt,  dieser  Fall  cintreten  kann,  da  entgegengesetzten  Falls 
alle  y stets  grösser  als  c sind.  Sollen  diese  Werte  von  a*,  y der 
Fläche  genügen,  so  muss,  wie  sich  leicht  aus  Gl.  4)  ergibt,  die  Be- 
dingung stattflnden : 

c2  = Xk 


Dieselbe  Bedingung  findet  sich  andererseits  auch,  wenn  mau  den  Fall 
untersucht,  unter  welchen  Umständen  die  Gl.  4)  einen  isolirten  Punkt 
darstellt.  Denn  setzt  mau: 

dy  kx  0 

dx  ky  r3  ö 
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so  ergibt  sich  x = 0,  y — y k,  welches  in  die  Gl.  4)  gesetzt,  zu  der- 
selben Bedingung  führt.  Daraus  folgt,  dass  der  fragliche  Puukt  kein 
isolirter,  sondern  ein  mehrfacher  sein  muss.  In  der  Tat  findet  man, 

Sy 

wenn  man  nach  bekannter  Methode  die  Werte  von  in  diesem 


Punkte  ermittelt,  dass  sic  real  sind.  Bezeichnet  man  dazu  die  linke 
Seite  you  4)  mit  F(xy)  und  bildet  die  ersten  und  zweiten  Ableitungen 
dieses  Ausdrucks  nach  x und  #,  so  muss,  wenn  zwei  Tangenten  im 
fraglichen  Punkte  stattfiuden,  die  Relation  erfüllt  sein: 


wie  sich  auf  bekannte  Art  findet.  Diese  geht  im  vorgelegten  Falle 


Der  fragliche  Punkt  (s.  Fig.  4.)  ist  daher  ein  Doppelpunkt,  worin 
sich  die  beiden  Tangenten  unter  einem  Winkel  von  129°  48'  38" 
schneiden. 

Es  bildet  somit  in  dem  gedachten  Falle  die  Curve  eine  Schleife, 
der  obere  Teil  ist  geschlossen,  der  untere  erstreckt  sich  in’s  Uuend- 

c 

liehe  ohne  Wendepunkte.  Beide  hängen  im  Punkto  * = 0,  y = ~ 

zusammen.  Wird  der  Abstand  c1 *  3 = 4 k von  m überschritten,  so  reissen 
beide  Teile  aus  einander,  der  obere  bildet  für  sich  eine  geschlossene 
Fläche  der  zweiten  Art,  der  untere  eine  solche  der  ersten,  wo  wie- 
derum reale  Wendepunkte  existiren,  nur  ist  in  diesem  Falle,  dem 
ersten  Problem  entgegen,  für  die  Coustruction  die  Form: 


zu  wählen,  weil  jetzt  alle  Ordinaten  kleiner  als  c seiu  müssen. 

Hiernach  ergibt  sich  eine  vollkommen  klare  Vorstellung  überden 
Zusammenhang  der  verschiedenen  Arten  von  Niveauflächen  resp.  deren 
Meridiancurven: 

1)  Liegt  der  Punkt  m im  Innern  der  Erde,  so  umhüllt  die  Ni- 
veaufl&che  beide,  das  unendlich  ferne  Erdcentrum  wie  m selber,  und 

erstreckt  sich  ins  Unendliche,  indem  an  zwei  bestimmten  Stellen  der 

Sinn  ihrer  Krümmung  sich  ändert.  Bewegt  m sich  aufwärts,  so 


für  x — 0,  y = ^ über  in: 


woraus 


(c  — y)r  — k 
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nähern  sich  jene  Stellen,  es  wachsen  die  Maxima  der  Tangenten^ 
während  dio  Fläche  immer  noch  beide  Centra  umgibt,  und  sich  in’s 
Unendliche  erstreckt.  Entfernt  sich  m soweit,  dass  c2  = 3,08 Ar  wird, 
so  bilden  sie  mit  der  g-Axe  einen  Winkel  von  90°,  und  es  begiunt 
sich  um  m eine  geschlossene  Fläche  zu  bilden.  Wenn  c2  = 4 k ge- 
worden, so  schließst  sie  sich  vollständig,  und  hängt  mit  dem  übrigen 
Flächenteile  nur  in  einem  Punkte  noch  zusammen.  Bei  noch  grösserer 
Entfernung  trennen  sich  beide  Teile. 


Die  Curven,  die  entstehen,  wenn  m als  abstossend  gedacht  wird, 
sind  von  denen,  wo  m anzieht,  nicht  verschieden.  Liegt  ein  solches 
abstossendes  Ceutrum  im  Innern  der  Erde,  so  wird  (s.  Fig.  5)  die 
erzeugte  Curvo  1)  dieselbe  sein  wie  2),  die  von  mx  im  Falle  der  Au- 
ziehung  erzeugte,  wo  m sich  in  solcher  Distance  befindet,  dass  c2>4* 
ist.  Denn  beide  gehen  aus  derselben  Gleichung  unter  denselben  Be- 
dingungen hervor.  Ebenso  wird  die  Curve  2')  der  Anziehung,  wobei 
7/i,'  im  Innern  der  Erde  liegt,  dieselbe  sein  wie  1'),  welche  ein  über 
der  Erdoberfläche  gedachtes  abstossendes  Centrum  erzeugen  würde. 


Was  die  Kraftlinien  betrifft,  so  ist  ihr  Charakter  bereits  in  der 
vor.  Abh.  als  algebraische  Curven  dargelegt.  Es  ist  hierbei  ein  Ver- 
sehen zu  berichtigen,  insofern  dieselben  nicht  wie  dort  augegebeu. 
ebenfalls  vom  4ten,  sondern  vom  6ten  Grade  sind.  Die  zu  Grunde 
gelegte  Differentialgleichung  lautet  nämlich  nach  Substitution  von 


y = xt: 


dt 

cx 


-f  Va-H*)* 


welche  durch  Integration  ergibt: 

(x2 — cf)2(x2-\-y2)  — 4 k2y2 


wonach  sich  die  weitern  Resultate,  wenn  auch  nur  unwesentlich, 
modificiren. 

Hinsichtlich  der  praktischen  Anwendungen,  wo  cs  sich  um  Er- 
mittelung der  Constanten  fc,  c aus  Betrachtungen  handelt,  würde  dem 
bereits  in  der  ersten  Abhandlung  Gesagten  noch  Folgendes  hinzuzu- 
fügen sein. 

Offenbar  kann  man , von  einer  bestimmten  Niveaufläche  resp. 
deren  Meridiau-Curve  ausgehend,  deren  höchsten  Punkt  Q man  als 
gegeben  ansehen  darf,  durch  praktische  Beobachtungen  eine  Reibe 
von  Punkten  Q',  Q"  . . . der  Curve  dadurch  bestimmen,  dass  man 
deren  Abscissen  a,  von  Q aus  wie  vorher  im  horizontalen  Sinne  ge- 
zählt, sowie  die  in  ihnen  stattfindenden  Lotablenkungen  feststellt. 
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Bezeichnet  inan  die  den  resp.  Punkten  Q entsprechenden  Ele- 
mente mit  dx,  dy,  tgf  so  folgt;  dass  man  durch  Beobachtung  fol- 
gende Bestimmungen  für  die  Werte  eines  Coordinatenpaares  erhält: 

dy  = dx  tg  b 
dy'  = dx'tgs' 


y = Sdx.igB 
x = Zdx 

Durch  zwei  so  gefundene  Coordinatenpaarc  zweier  Punkte  Q’ , Q " dor 
Curve  bestimmt  man  sodann  die  Constanten  k,  c mittelst  der  ihr  ent- 
sprechenden Gleichung.  Dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  sich 
die  vorigen  Gleichungen  auf  Punkt  m als  Coordinatenursprung  be- 
zogen, die  durch  Beobachtung  gefundenen  Coordinaten  aber  auf  Punkt 
Q.  Daher  hat  man,  um  sie  einsetzen  zu  können,  zuvor  die  Flächen- 
gleichuug  auf  letzteren  Punkt  zu  transformiren  *). 

Dieselbe  erhält  durch  die  Substitution 

. y = vi — y 

die  Form: 

(yi~c— y')*  (*2  -f*  (yi — y')2)  = *2 

1)  Man  kann  der  Einfachheit  wegen  nun  zuerst  annehmen,  dass 
man  den  Grenzwert  yx — y0  der  Ordinate,  d.  h.  ihren  Wert  für  die 
Stelle  ermittelt  habe,  wo  die  Lotablenkung  beginnt,  die  streng  ge- 
nommen im  Unendlichen  liegen  müsste.  Bezeichnet  man  diesen  Wert 
mit  rf,  so  hat  man  nach  dem  Früheren: 

c = V\—d 

k — yx  — d 

folglich  geht  die  obige  Flächengleichung  über  in: 

(<*— y1 ’)*(** +(yi —y')*)  = yi2<f2 

Es  seien  nun  für  einen  zweiten  Punkt  die  Coordinaten  a,  b ge- 
funden, so  ergibt  sich  durch  Einsetzen  derselben: 

(d  — *)2(«2+  (yi  — W = y\*<& 
worin  noch  yx  zu  bestimmen. 


*)  In  der  erwähnten  Abh.  wurde  der  Maximalwert  der  Ordinate  yx  irr- 

tümlich anstatt  der  Grösse  yx — y0  als  direct  messbar  angenommen.  Unter 
Zugrundelegung  der  letzteren  Grösso  modificiren  sich  daher  die  dort  gegebenen 
Relationen,  wie  aus  dem  Folgenden  ersichtlich. 


• .~r 
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Vernachlässigt  mau  in  der  Klammer  links  die  Grösse  b gegen 
y„  was  ohne  erheblichen  Fehler  geschehen  darf,  so  ergibt  sich: 


folglich : 


Vi 


k 


a(d — b) 


-b) 
ad(d  — b) 


Yb(2d — b) 


2)  Wenn  statt  d die  Coordiuaten  eines  beliebigen  andern  Punkts 
bestimmt  wären,  so  hätte  mau  für  diesen  Fall  die  zwei  Relatiouen: 

(d—b  )*(«*  + (y,  — ä )2)  = 

{d-b’na'*+{yi-b')')  = y*d* 

wo  b'  die  Coordiuaten  des  zweiten  Punkts  bezeichnen. 

Unter  Voraussetzung  derselben  Approximation  wie  vorher,  ergibt 
sich  daraus: 

a(d—  b)  a'(d  — b') 

Vl  = Vb{2 d—b)  “ Vb'(2d—b') 

woraus  d zu  bestimmen. 

Schreibt  man  diese  Gleichung  nach  Beseitigung  der  Wurzeln  in 
der  Form: 

a*b'  (d — b)*(d — b*) — a!  2b(d — b')*(d — b)  — a*bd(d—b')*—  a2b’d(d—  b)* 

so  kann  angenähert  die  linke  Seite  vernachlässigt  werden,  weil  sie 
die  kleinen  Grössen  d — A,  d — b'  in  dritter  Orduuug  enthält,  die 
rechte  nur  iu  zweiter.  Daraus  folgt  der  genäherte  Wert  von  d 


d = 


Vbb'(aVb  — a'Yb’) 


Vi  = 


a V V — a'Yb 

Ferner  ergibt  sich  unter  dieser  Voraussetzung: 

a(d  — b)  a(d  — b')  aa'(b  — br) 

Ybd  ~~  Ydb'  = (aYb1  — a'Yb)  Yd. 

Wenn  man  nun  &,  b'  so  wenig  verschieden  nimmt,  dass  mau  den 
Factor  von  Ybb'  im  Ausdrucke  für  d gleich  Eins  setzen,  d.  h. 
Ybb'  nehmen  darf,  so  ergibt  sich: 

d = Ybb' 

aa’(b — b‘) 

Vx  = 

folglich : 


Y bb\a  — a') 
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aa'(b  — b') 


a 


a 


welches  letzte  Resultat  sich  auch  direct  ergibt,  wenn  man  in  der 
Gleichung  der  Curve  die  Grösse  (?/, — b)2  gegen  a 2 vernachlässigt. 


3)  Hat  inan  statt  der  beiden  Coordiuaten  x,  y nur  die  Abscisse 
x und  den  im  resp.  Punkte  stattfindenden  Lotablcukungswinkel  e be- 
stimmt, so  ergeben  sich  aus  zwei  solchen  Daten  ebenfalls  dio  Con- 
stauteu.  In  diesem  Falle  hat  mau,  da  die  Abscisse  bei  dem  nach  Q 
verschobenen  Coordinatensystem  unverändert  geblieben,  die  ursprüng- 
liche Curvengleichung  beizubebalteu. 

Bezeichnen  «,  e die  für  den  ersten  Tunkt  bestimmten  Grössen, 
so  hat  man  dem  Vorherigen  zufolge: 

(y— c)2(rt“-fy2)  = 
ka 

g ty4*  V(a2+y4)5 

Aus  dieseu  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Elimination  von  k: 

2^2tgf  — y (ctg  £-f- «)-{-«(« tgf  -fr)  =r  0 

Der  hieraus  folgende  Wert  von  #2,  in  die  erste  eingesetzt,  liefert  als- 
dann eine  zweite  nach  x quadratische  Gleichung: 

y*(a2 — 2actgf — 3c2tg2e) — 2cy(a2-f-2a2tg*€ — 2actgs — c2tg2f) 

— a(«tg2e(a2 — 2c2) — 2c3tgf — ac2)  — 47:2tg2s 

die  sich  angenähert,  mit  Vernachlässigung  kleiner  Grössen  3ter  Ord- 
nung schreiben  lässt: 

(«tgW+^)  - 0 

woraus:  

t __  ac  + V a4  -f-  4&2.  tg« 
y - 

a 

Diesen  Wert  in  die  Curvengleichung  eingesetzt,  erhält  man: 

2 _ «*(*2-tg2e(«4+4&*)) 

?/  (o4-|-4&*jtg2f 

Durch  nochmaliges  Einsetzen  dieser  Werte  von  y,  y1  in  die 
Curvengleichung  ergibt  sich  nach  Fortschaffung  der  Wurzelgrössen: 

tg2  e O4  k 2 — tg2  e (a4  + 4A-2)  («4(  1 -f  tg2  0 — a*  c2  + 4Jfc*  tg H )]2 

= 4 rt«  c2  O2—  (rt4  4-  4fc2)tg2  «]  [fl4  4-  4/t2] 


j 


v 


Tfeil  LXV. 
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woraus  sich  mit  Vernachlässigung  kleiner  Grössen  4ter  Ordnung  findet: 

a*k*tg*e  = 4c*(a4 -}~  4fc2) 

Bezeichnen  ferner  a,  e'  die  beohachteten  Grössen  für  den  zweiten 
Punkt,  so  hat  man  analog: 

= 4c*(a'4+4ifc*) 


Beide  Relationen  liefern: 


k*  = 


c*  = a*ar* 


(aHgV — a'*tgs£) 
* 4(0^* £ — a *tgV) 

(asstg2£f — a'2^*f) 


Waren  speciell  die  beiden  Stellen  so  gewählt,  dass  die  Lotablenkungen 
einander  gleich,  so  ergibt  sich  von  letzteren  unabhängig: 


Vrt2-}-  a* 

4)  Die  einfachste  Bestimmung  würde  die  sein,  wobei  nur  eine 
Beobachtung  erforderlich.  Eine  solche  Möglichkeit  ergibt  sich,  wenn 

ely 

man  die  Stelle  wählt,  wo  — - sein  Maximum  erreicht.  In  diesem  Falle 

<lx 

müssen  wiederum  die  Coordinaten  auf  Q als  Ursprung  übertragen 
werden.  Durch  die  Substitution  von  y — yt — y\  k^=y1d  in  die 
Gleichungen  9)  erhält  man,  wenn  zugleich  statt  x,  y die  Beobach- 
tuugswerte  «,  b gesetzt  werden: 

{d— 6)2[6(yj  — (>)*  — 4(yt  — d)(yt  —b)  + (//!“  </)2]  = 2 yt2d* 

2a*  = (yi-2b  + d)* 

wo  jrj,  d zu  bestimmen. 

Die  zweite  Gleichung  lässt  sich  schreiben: 

«yi— = o 

Betrachtet  man  wieder  d — b als  klein  gegen  a,  so  hat  man  genähert  : 

Hi  =■=  «V2  -\-b 

Durch  Einsetzen  in  die  erste  Gleichung  folgt: 

{d—  Ä)2(6a*-2aV2(i  — d)+(i  — d)*)  = tP(a^2  + bY 

i 

( 

I 

\ 

/ 
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Vernachlässigt  man  wiederum  in  der  zweiten  Klammer  links  d — b 
gegen  er,  so  ergibt  sich  aus  der  entstehenden  Relation 

(</—/>)  «V  6 = d(aV2-\-b) 

der  genäherte  Wert: 

abVQ  bV  3 

* ~~ «y2(V3 — i) — b ^ yä — 

somit: 

, abV  6 

~ yä— i 

c = al/§_yfa“oV* 

Wäre  statt  der  Ordinate  der  Winkel  r beobachtet,  so  hätte  man  jetzt 
zur  Bestimmung  der  Constanten: 

2«*  = (2  y — cY 

ka 

g %+V(a2H-/T3 

wozu  die  Gleichung  der  Curve: 

= (y  — c)2(a*-f  V*) 

welche  3 Gleichungen  zur  Bestimmung  von  y,  k , <?  dienen.  Die  zweite 
und  dritte  ergeben,  wie  vorher,  im  entsprechenden  Falle: 

tg£(2y*  — cy-f-rt2)  =»  a(y  — c) 

woraus  durch  Elimination  von  y mittelst  der  ersten  Relation: 

_ aVä(l— Vätg»)  _ 

X + V2tg£ 

somit: 

_ay_2_ 
y i +y 2tg« 

folglich  nach  der  dritten  Relation: 


k — 4er  tg£- 
oder  für  kleine  e: 


y 3 2y  2 tgf-}-2tg*f 
(l+y2tg£)2 


fc  = 4a*y3tg« 

c = «y2 
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Die  obigen  Resultate  wurden  für  den  Fall  abgeleitet,  dass  m im  In- 
nern der  Erde  liegt  und  anziehend  wirkt.  In  den  Fällen,  wo  er  ober- 
halb der  Erdoberfläche  sich  befindet,  oder  wo  er  statt  anzuziehen, 
repulsiv  wirkt,  modificiren  sie  sich  natürlich.  Da  diese  Fälle  sich 
jedoch  ohne  Schwierigkeit  aus  dem  Vorherigen  ergeben,  so  soll  davon 
Abstand  genommen  werden. 

Wenn  man  statt'  zweier  Beobachtungen  deren  eine  ganze  Reihe 
hat,  so  kann  man  nach  den  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung die  wahrscheinlichsten  Werte  von  Z-,  c dadurch  berechnen,  dass 
mau  die  beobachteten  Coordinatenwerte  in  die  Gleichung  der  Fläche 
einsetzt,  und  so  eine  Reihe  von  Relationen  zu  ihrer  Bestimmung 
erhält. 

Hat  man  speciell  eine  vom  Punkte  Q aus  in  einer  Meridiancurve 
beobachtete  stetige  Folge  von  gleichen  Abständen  dx  und  die  zuge- 
hörigen Ablenkungswinkel,  so  kann  man  nach  dem  Taylor’schen  Satze 
daraus  diejenige  Curve  bestimmen,  welche  diese  Werte  am  genausten 
darstellt.  Man  hat  somit  als  Gleichung  derselben: 


wo: 


dy  , ^y  x*  , 

y~2S**+Z?-2i  + 


tg*'— tg«  = 


d*y 

dx 


tg*"— 2tg«'-ftgfc 


4*y 

dx 


so  dass  die  Coefficienten  der  vorstehenden  Reihe  bekannt  sind. 


Bildet  man  andrerseits  die  entsprechende  Reihe  aus  der  auf  Q 
bezogonen  Gleichung  der  Curve: 

{d-y)*(x2-\-(yl—y)*)  = yx2d* 

so  erhält  man: 

d x*  d(3yj* — d 2)  x4  . 

y = Wi  +3)  2!  4», >(»!+«/)  4!  + • • • 

Bleibt  man  beim  zweiten  Gliede  stehen,  so  ergibt  der  Vergleich  mit 
der  vorherigen  Reihe  die  zur  Bestimmung  der  Constnuten  y,,  </  er- 
forderlichen Relationen.  Bezeichnet  man: 


so  ergibt  sich: 


dx 


dhj 

dx* 
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(i_ 

a ~ v i(yi+<*) 

o — d*) 

4yi*(yi+«08 

woraus  hervorgeht,  dass  a,  ß kleine  Grössen  im  Vergleich  zu  y„  d 
sind.  Setzt  man  den  aus  der  ersten  Relation  folgenden  Wert  von  d 
in  die  zweite,  so  erhält  man: 

4/fy,2  = «(l-«yi)*(3(l~«yi)*-«V 

% 

oder,  wenn  man  setzt: 


r-^-=* 

1 — ayx 

3a  = 35*(oe3— j—  /33(1  — |— «*)*) 

Vernachlässigt  man  rechts  az  gegen  die  Einheit,  was  zulässig,  da  « 
klein,  so  folgt: 


VJ. 


folglich : 


3« 

+ 40 


!h  = 


VI 


3a 


4- 40 


1 + 


.lA 

F a* 


3a 


-VI 


3a 


+ 40 


+ 4/3 


somit  nach  der  ersten  Relation: 

3a* 

a* 

d = 


a3-f-  40 


3a* 


-“Vä- 


3a 


a3-f-  4/3 


woraus : 


t3-|-  4/3 


Wäre  k , d statt  aus  zwei,  aus  einer  ganzen  Reihe  von  Relationen 
gebildet,  welche  sich  durch  die  Hinzunahme  der  Glieder  höherer  Ord- 
nung in  den  beiden  Reihen  für  y ergeben,  so  würden,  nachdem  die 
so  erhaltenen  wahrscheinlichsten  Werte  A*0,  d0  in  die  zweite  jener 
Reihen  substituirt  und  zugleich  für  *,  y die  beobachteten  Wertpaare 
eingeführt  worden,  die  so  erhaltenen  Relationen  Identitäten  ergeben; 
oder,  die  Reihe  auf  Null  gebracht,  müsste  identisch  verschwinden. 
Die  Abweichungen  davon  dienen  daher  als  Massstab  der  Beurteilung 
ob  die  gemachte  Annahme,  die  Beobachtungen  durch  einen  Massen- 
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puukt  zu  erklären,  zulässig  oder  nicht.  — Im  Vorhergehenden  wurde 
vorausgesetzt,  dass  die  Beobachtungen  im  Meridian  gemacht  seien, 
worin  das  Centrum  gelegen.  Entgegengesetzten  Falls  modificiren  sich, 
dem  Frühem  gemäss,  die  Resultate  nur  unwesentlich  und  kann  daher 
von  diesen  Fällen  hier  Abstand  genommen  werden. 


§ 2. 

Die  im  vorigen  § unter  Voraussetzung  eines  unendlich  grossen 
Abstandes  beider  Contra  abgeleiteten  Resultate  genügen  für  die  in 
Rede  stehenden  Probleme  vollkommen.  In  andern  praktischen  Fällen, 
wo  es  sich  nicht  um  den  Einfluss  der  Localattraction,  sondern  der 
allgemeinen,  d.  h.  durch  die  ungleiche  Verteilung  von  Land  und  Wasser 
auf  der  Erdoberfläche  erzeugten  Attraction  handelt,  oder  auch  bei 
der  Ermittelung  der  durch  die  Anziehung  des  Mondes  erzeugten  Ver- 
änderung der  Niveaufläche  des  Meeres  — wenn  von  der  Bewegung 
abgesehen  wird  — kann  der  Abstand  « nicht  als  unendlich  voraus- 
gesetzt werden.  Alsdann  bestände  der  nächste  Grad  von  Annäherung 
darin,  die  Erde  als  kugelförmig  zu  betrachten,  welche  Annahme  im 
Folgenden  zu  Grunde  gelegt  werden  soll. 

Im  Wesentlichen  zeigt  sich  der  Charakter  der  auf  diese  Art  ent- 
stehenden Flächen  mit  dem  der  vorherigen  übereinstimmend,  und  nur 
in  sofern  verschieden,  als  jetzt  keine  oo  fernen  Elemente  mehr  Vor- 
kommen. Es  entstehen  daher  in  diesem  Falle  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Gruppen,  jcnachdem  die  Fläche  beide  Centra,  oder  nur  eins 
umgibt.  Auch  hier  genügt  es,  da  die  Flächen  Rotationsflächen  sind, 
die  Meridian-Curven  zu  untersuchen. 

Man  betrachte  zuerst  den  Fall  der  Anziehung,  wo  beide  Punkte 
im  Abstand  2 a von  einander  liegen,  und  wo  die  Fläche  beide  um- 
gibt, oder,  um  auf  das  Frühere  zurück  zukommen,  sei  M die  Masse 
der  Erde  im  Mittelpunkt,  m die  eines  ablenkenden  Centrums  im  In- 
nern der  Erde.  Bezeichnet  man 


so  kann  die  Gleichung  der  Niveaufläche  in  der  Form  geschrieben 
werden : 


wo  p,  r die  bezüglichen  Abstäude  eines  beliebigen  Punkts  der  Fläche 
von  M resp.  m,  R eine  beliebige  Constante  bezeichnet.  Legt  mau 
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den  Coordinatenursprung  in  A/,  und  bezeichnet  cp  den  Winkel  des 
Radiusvectors  q mit  der  positiven  ac-Axe  Mm , so  hat  man  als  Glei- 
chung der  Curve: 


2) 


1 j k _ 1 

9 V4rt*-f-p2 — 4öpcos  cp  R 


wo  das  positive  Wurzelzeichen  zu  nehmen.  Denn  da  die  Fläche  beide 
Contra  umgibt,  so  werden  an  den  Stellen,  wo  x = 2acosq>  grösser 
als  2 a ist,  die  ac-Componenten  beider  Punkte  mit  gleichen,  da  wo 
x < 2a,  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  erhalten,  wie  es  sein  muss. 


Um  den  Zusammenhang  der  Constauten  «,  7?,  k mit  den  die  Fläche 
bestimmenden  geometrischen  Grössen  zu  erkennen,  führe  man,  wie 
vorher,  die  Axeuabsclmittc  r2,  r3  der  Abscissenaxe  ein,  so  erhält  man 
aus  2),  weun  cp  resp.  = 0°  und  180°  gesetzt  wird: 


3) 


1 

R 


Je 1^ 

r3  -f -2a  R 


Man  könnte  auch  noch  den  Abschnitt  r,  der  y- Axe  für  cp  = 90°  be- 
stimmep,  was  jedoch  hier  ohne  Bedeutung.  — Die  Grösse  R ist,  wie 
man  aus  1)  ersieht,  der  Radius  der  Kugel,  in  welche  die  Fläche 
übergeht,  wrenn  m = 0 wird. 


Die  Relationen  3)  genügen,  die  Axenabschnitte  r2,  r3  eindeutig 
für  ein  bestimmtes  Problem  durch  die  Constauten  «,  Jf,  k zu  be- 
stimmen. Um  auch  das  Umgekehrte  zu  erkennen,  dass  letztere  sich 
eindeutig  durch  die  die  Curve  bestimmenden  geometrischen  Grössen 
ausdrückeu,  verlege  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  die 
Mitte  von  Mm.  Man  erhält  alsdann , wenn  r'2,  r':$  die  resp.  Axeu- 
abschnitte,  von  der  Mitte  aus,  und  r0'  den  Abschnitt  der  Ordinate 
im  Mittelpunkt  bezeichnet,  aus  1)  die  Relationen: 


4) 


1 

r'2-j-o 


+ 


1 

R 


k 1 

-j-a  R 


rV  + a!  = Ä8(l  -{-&)* 


Elirainirt  man  darin  R uud  bezeichnet 


1 — k 
1-f  k 


A 


so  erhält  man: 
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(r'2-Aa)2(ry-f«*)  = (rV~a*)* 
(r'2—ka)  (r's2  — a2)  = (r\H-}- Aa)  (r'22  — «2) 

Aus  der  zweiten  dieser  Relationen  folgt: 

(r'n— r's)  (rV'a+  «2) 


1) 


A = 


ö(rV+rV”2a*) 

Setzt  man  diesen  Wert  in  die  erste,  so  ergibt  sieb: 

4 _ «2(4(rV-f-rV)  + (r'g+  r<3)2)  (rf*-|-r'a)V 02  — + 

4 '4 


a 

woraus: 


2)  «*  = 


r*  2 

r 2 3 


+ — t“  tr'»  + r'«-  V'(r's+r'3)*+8(rV+.-V)  + 16r’0‘] 
wo  das  negative  Wurzelzeichen  der  Bestimmung  gemäss  genommen 


ist,  dass  für  r\ 


0» 


a = 0 werden  soll.  Hat  man  somit  «s 


bestimmt,  so  ergibt  sich  A aus  1),  sodann  R aus: 


3) 


n+i\  (r',*+r'-*- 


2a2) 


f I f 

»■*+*•  3 

welcher  Wert  eindeutig,  da  A positiv  genommen  werden  muss. 

Für  A=sl,  A = 0 ergibt  sich  speciell;  da  jetzt  r2  = r3: 

% 

2 _ rg(3rg~  V4r02-{-5rg2 


er 


2 


77  = 


»*2+V4r0*+5r82 


2 


Auf  ganz  analoge  Art  würde  man  die  Constantcn  a,  77,  A*,  die 
hier  unter  der  Voraussetzung  zweier,  innerhalb  der  Fläche  gelegener 
Anziehungs-Centra  bestimmt  worden,  für  jeden  andern  Fall  berechnen 
können. 

Die  Gleichung  1)  ist,  wie  man  leicht  übersieht,  nach  Beseitigung 
der  Wurzelgrössen  vom  8 ton  Grade  nach  x und  y.  Transforrairt 
mau  dieselbe  auf  Polar* Coordiuaten,  so  erhält  sie  die  Form: 


(P2“b4a2  — 4apcosqp)(p  — 77)2 — &27?2(>2  — 0 

Diese,  als  algebraische  Gleichung  4ten  Grades  nach  q aufgefasst,  er- 
gibt für  jeden  Wert  von  <jp  mindestens  einen  realen  Wert  von  q der 
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im  Intervalle  r2  . . . r3  liegt.  Denn  für  einen  beliebigen  Wert  cp0 
ergibt  sich,  wenn  die  linke  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  für 
diesen  Fall  mit  A bezeichnet  wird,  unter  Berücksichtigung  der  Re- 
lationen 3)  nach  Reduction: 

1)  für  q = r2  A = 8m\>(r2  — ü?)2sin*-?p  0 

ämt 

2)  „ q = r3  A = — Sar3(r3  — R)2COS2  < 0 

Geht  man  daher  wieder  von  einem  bestimmten  Werte  von  tp,  z.  B. 
<p  = 0 aus,  welchem  der  Wert  r = r2  entspricht,  so  erhält  man  durch 
successiv  wachsende  Werte  von  <p  eine  stetige  Folgo  successive  ab- 
nehmender Werte  von  r,  die  in  ihrem  Zusammenhänge  den  Curven- 
teil  zunächst  in  der  Umgehung  des  Ausgangspunktes  coustruiren, 
soweit  auf  dieser  Strecke  keine  Unstetigkeiten  liegen. 

Zum  Zwecke  der  Construction  müssen  wiederum  die  Axenab- 
schuitte  aus  den  Relationen  3)  eindeutig  bestimmt  werden,  wie  es  den 
Bedingungen  des  Problems  entspricht. 

Für  den  vorgelegtcn  Fall  muss  man  demnach  haben: 

2«-f-  72(1  — }—  Ar)  , 1 /(2«-f  R{1  -\-k))2  — HiiRk 

rs=  ä +V 4 

(2« — y?(X  +*})  . 1 /{2a  — m 1 + 

r3  = 2 + V 4 

wobei,  für  k = 0,  rx=  r2  = r3  = r resnltirt. 

Für  k = 1 folgt,  im  Falle  beide  Punkte  umhüllt  werden: 

r2  = (i  — {-  n2  -j—  R2 

r3  = — a -}-  R -f-  V«2  -|- 11 2 

während  der  Wert  r0  zufolge  des  Vorherigen  ist: 

r3  = V4  R2—ä2 

welcher  zeigt,  dass  die  Fläche  nur  solange  Punkte  umgibt,  wie 

4 R2  > ci* 


ist,  während  zugleich  die  Bedeutung  von  R für  diesen  Fall  als  halbe 
Hypotenuse  des  von  den  Katheten  a,  r0  gebildeten  rechtwinkligen 
Dreiecks  hervorgeht. 
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In  der  Praxis  wird  man  gewöhnlich  nicht  die  Grösse  R als  ge- 
geben ansehen,  sondern  es  wird  ausser  a,  h noch  ein  willkürlicher 
Punkt  gegeben  sein,  durch  den  die  Fläche  gelegt  werden  soll.  Ans 
den  Coordinaten  desselben  bestimmt  man  alsdann  zuerst  die  Radicn- 
vcctoren  r,  p,  und  aus  diesen  zufolge  1)  die  Grösse  R. 

Nachdem  die  Axenabscbnitte  ermittelt,  kann  die  Curve  in  derart 
dargestellt  werden,  dass  man  unter  Zugrundelegung  der  aus  1)  fol- 
genden Relation  : 

k . Rg 
r==:  g-R 

von  einem  Axenschnitto,  g = r3  beginnend,  für  p successive  wach- 
sende Werte  setzt,  und  die  entsprechenden  r als  4te  Proportionalen 
aus  vorstehender  Relation  bildet,  wodurch  sich  je  1 Curvenpunkt  be- 
stimmt. ,Je  nachdem  mau  r durch  p,  oder  g durch  r ausdrückt,  er- 
kennt man,  dass  mit  wachsenden  p die  r abnehmen,  und  umgekehrt, 
während  andrerseits  beide  stets  grösser  als  R resp.  Rk  bleiben,  weil 
unendlich  ferne  Elemente  ausgeschlossen.  Daraus  folgt,  dass  inner- 
halb der  Strecke  r* . . . r3  die  Summe  beider  Radienvectoren  irgendwo 
ein  Minimum  erreichen  muss.  Liegt,  von  dem  Punkte  gerechnet,  wo 
die  Coustruction  beginnt,  bis  zu  dieser  Stelle  keine  Unstetigkeit,  so 
kann  dieser  Teil  der  Curve  ohne  Unterbrechung  dargestellt  werden. 

Für  k = 1 kann  also,  da,  wiedas  Folgende  zeigt,  jenes  Minimum  in 
der  Mitte  liegt,  uuter  dieser  Voraussetzung  die  Curve  in  einem  Zuge 
verzeichnet  werden.  Jene  Unstetigkeitsstellen  sind  daher  zunächst  zu 
untersuchen.  Dabei  hat  die  Stelle,  wo  r-fp  = Min.  in  sofern  eine 
gewisse  Bedeutung,  als  sie  jene  Stellen  trennt,  und  somit  dazu  dient, 

in  jedem  speciellen  Falle  Aufschluss  über  die  Gestalt  der  Curve  zu 
geben. 

Untersucht  man  zunächst  die  Stellen,  wo  die  Ordinate  ein  Maxi- 
mum resp.  Minimum  erreicht,  so  finden  sich  dieselben  durch  Diffe- 
rentiiren  von  2)  nach  a-,  wenn  man  diese  Grösse  statt  p cos<p  er- 
führt, durch  die  Relation  ausgedrückt: 

dy  __  r3a?-{-  fcp3  (x  — 2a) 

dx  y(r3l|_£p3j 

r3z-{-&p3(:r — 2a)  = 0 
Eliminirt  man  hier  x mittelst  der  Relation : 

4 a2-f-  p*  — r* 

x = — — 

4a 

sodann  r mittelst  1),  so  erhält  man: 


5) 

woraus : 

6) 


insbesondere  mit  Rücksicht  auf  die  Lotslbrungen. 
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{(p,+4«*)[**Ä*+(p-- JZ)3]  _8 o*(P  - Ä)*)fo  - i?)2 

-fc*/?V(>*ß3-  ( q—R )3]  = 0 

Diese,  als  algebraische  Gleichung  nach  p betrachtet,  zeigt,  dass  inner- 
halb des  Intervalles  r2  ...  r3  entweder  ein  Maximum  oder  zwei 
Maxima  und  ein  Minimum  der  Ordinate  liegen  müssen.  Denn 
es  ergibt  sich,  wenn  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  mit  A bezeichnet 
wird: 


1)  für  p = r2  A = 4aFffr2[(r*  — > 0 

2)  „ p = r3  A = — 4 akRr^  [(r3  — 7?)2-f-  *»R*]  < 0 

wie  sich  unter  Zuziehung  der  Relationen  leicht  fiudet. 


Es  liegt  folglich  eine  ungerade  Anzahl  Wurzeln  im  fraglichen 
Intervalle.  Da  indessen  die  Fläche  nur  8ten  Grades  ist,  so  können 
auf  jeder  Seite  nicht  mehr  als  3 Stellen  existiren. 

Um  diese  im  letzteren  Falle  zu  trennen,  bestimme  mau  die  Stelle, 
wo  r-}-p  = Min.  wird. 

Man  erhält  durch  Differcntiiren  dieses  Summenausdrucks 


die  Relation: 


woraus : 


folglich : 


r-\-Q 


. TUT 

p-j-  - „ = Mm. 


1-f 


kR 


Q — R 
kRg 


q-R  (q-RY 

p = R(i+ ytc) 
r = R^k{\-{-  yk) 


0 


r-j-p  = 7?(1  -f-  V ä?)2 


Dass  dieser  Wert  wirklich  ein  Minimum,  ergibt  die  nochmalige  Dif- 
ferentiirung  des  vorherigen  Ausdrucks,  welche  liefert: 

2 kR  2kRg  2kR 8 

(p-Ä)*  + (q-RY  = (p-ä)3>ü 

Setzt  mau  speciell  k = 1,  so  ergibt  sich  p = r = 2R  übereinstimmend 
mit  dem  Vorherigen.  Die  fragliche  Stelle  liegt  also  in  diesem  Falle 
in  der  Mittelpunkts-Ordinate. 


Führt  man  den  vorstehenden  Wert  von  p in  6)  ein,  so  ergibt 
sich  nach  Reduction: 


A = (Ry^)5(l  — yk)(R*(l  + Vfc)4— 4a2) 

Dieser  Wert  ist  positiv,  denn  da  der  Minueudus  in  der  letzten  Klain- 


* * 
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mcr  den  Minimalwert  von  r-J-p  bezeichnet,  und  andererseits  die 
Fläche  beide  Punkte  umhüllen  soll,  so  muss 


7) 


/e(l  +y*0a  = 2a 


sein.  Da  folglich  A r>  0,  so  liegt  zwischen  der  Stelle  r-j-o  = Min. 
bis  q = r3  stets  ein  reales  Maximum  von  y\  dagegen  im  andern  In- 
tervalle von  jener  Stelle  bis  r2  entweder  ein  Maximum  und  ein  Mi- 
nimum oder  keines  von  beiden.  Die  Bedingungen,  wenn  das  erstere 
oder  letztere  eintritt,  ergeben  sich  durch  Untersuchung  der  Stellen, 
wo  die  Curve  den  Sinn  ihrer  Krümmung  ändert.  Aus  der  Bedingung 

d't  _ o 

folgt  durch  Differentiiren  des  Ausdrucks  6)  unter  Berücksichtigung 
des  Wertes  von  x: 

8)  4(rs+A-ps)(r3-f  4a^-/0— 3Arrp(16a*p*— (4a2+ea~ »*2)2)  = 0 

Eliminirt  man  mittelst  1)  die  Grösse  r,  so  folgt: 

4p(**Äs+(p— I{)S)(k*RY+(Q— 7?)3P3— 4a*R(p—  R)3) 

—3  R{q—R)  |16a*p*(p— R)A— [4a*(p—  7f  )*+P2((p— - 0 

Bezeichnet  man  wieder  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  nach  o mit 
A , und  sub8tituirt  für  p die  Grenzwerte  r2,  r3,  so  ergibt  sich: 

1)  für  p=r2  A=4r2(r*— /?)*(Ar27?3+(r2— 7?)3)(r24— 4arf*+4a*Ä*)>0 

2)  „ p=r8  A=4r3(r3— 7?)2(^2773+(r3— 7?)3)(r33+iar3t-f4as72l)>0 

Daraus  geht  in  Verbindung  mit  dem  vorher  über  die  Maxima  der 
Ordinate  gefundenem  Resultate  hervor,  dass  entweder  zwei  oder  keine 
realen  Wendepunkte  existiren.  Um  sie  im  ersten  Falle  zu  trennen, 
führe  man  wieder  die  Stellen  r-f-p  ==  Min.  ein.  Für  den  bezüglichen 
Wert  von  p ergibt  sich  alsdanu  nach  gehöriger  Reductiou: 

A=R6k*y  k(R2a+y  k)*— 4«*x(3— 2y*+3£)(i+yfc)*^8— 12«*) 

Der  erste  Klammerausdruck  rechts  ist  positiv,  wie  vorher  ge- 
zeigt. Die  zweite  drückt  somit,  je  nachdem  er  positiv  oder  negativ 
ist,  die  Bedingung  aus,  unter  der  die  Wendepunkte  real  oder  imaginär 
sind.  Denn  da  dieselben  sich  auf  verschiedenen  Seiten  der  fraglichen 
Stelle  befinden  müssen,  so  können  sio  nur  unter  der  Bedingung: 


9) 


Ä2(i+y^)2(3— 2y*+3*)  fr  12a2 


vorhanden  sein,  entgegengesetzten  Falls  nicht. 


Digitized  by  Google 


insbesondere  mit  Rücksicht  auf  die  Lotstörungen. 
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Für  k = 1 ergibt  sich  speciell: 

< 

4J2*  = 3a2 

> 


Währeed  also  in  deu  zuerst,  § 1.  untersuchten  Fällen,  wo  beide 
Punkte  von  der  Fläche  umhüllt  werden,  stets  reale  Wendepunkte 
existiren,  sind  sie  hier  nur  unter  besonderen  Bedingungen  vorhanden. 

Ihr  Vorhandensein  bedingt  allein  noch  nicht  die  Existenz  zweier 
Ordiuaten-Maxima.  Um  für  letztere  die  Bedingung  der  Realität  zu 
erkennen,  hat  man  den  Kall  zu  untersuchen,  wo  gleichzeitig: 


d*y 

dx * = 


0 


weil  die,  dieser  Bedingung  entsprechenden  Curven  offenbar  den  Uebor- 
gang  von  einem  zu  zwei  Maxima  bilden. 

Führt  man  in  6)  uud  7),  nachdem  in  6)  vorher  x durch  r und 
p ansgedrückt,  die  Grösse  * ein  durch  die  Relation : 


r 


wonach  aus  1)  folgt: 

Jg(l-ffcg) 

z 

Q ==  R{\  + kz) 

so  gehen  daraus,  nachdem  die  zunächst  erhaltenen  Gleichungen  in 
geeigneter  Art  reducirt  worden,  die  folgenden  hervor: 

10)  (1  -}-&z)  (l-j-A;z3)s  = 3mk^ 

(1  + fcz3)  (1  -f  kz*)*  = 3fcr>(l  +Jfe«)  (1  —2*) 

wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist: 

4 a2 

m = jp 

Man  erkennt  hieraus,  dass  die  fragliche  Bedingung,  ebenso  wie  dies 
auch  schon  hinsichtlich  der  durch  die  Relationen  7)  und  9)  ausge- 
drückten Bedingungen  der  Fall  war,  von  der  Grösse  von  a und  R 
ganz  unabhängig,  dass  vielmehr  nur  ihr  Verhältniss,  ebenso  wie  hin- 
sichtlich der  Massen  in  Betracht  kommt. 
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Durch  weitere  Combination  reduciren  sich  die  zwei  Gleichungen 
9)  auf  2 solche  7 tcn  Grades : 

5A-V  + 8***6  — 3A*(m-f-F-l)25  — 2W  + Är*s+2Ä»+2  = 0 
2kW-~bk*z6—Zk*z*+ki*(3m+3k*+l)-- ^(3m+fc*+3)+3A»+5*-2i=0 


jfc4(16+25ifc*), 

0 = 


— k(2m — 3/r2 — 2),  — 3*(5to+5*8+3), 

0 — 3(m-j-lfc* — 1), 

3[3m(m+2ik24-2)-H^-}-7], 


wo  der  Kürze  wegen  nur  die  Hälfte  des  Quadrats  ausgefüllt , da  die 
andere  sich  symmetrisch  ergänzt.  Diese  Determinante,  als  algebraische 
Gleichung  nach  m aufgefasst,  ist  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann, 
vom  9ten  Grade,  hat  also  stets  eine  reale  Wurzel.  Denkt  man  sich 
diesen  Wert  von  m als  Function  von  k dargestellt,  so  liegt  er  der 
Grösse  nach  otfeubar  zwischen  den  aus  7)  und  9)  sich  ergebenden 
Werten  derselben  Grösse,  so  dass  für  solche  Werte  von  m zwischen 
dem  aus  9)  folgenden  bis  zu  dem  hier  sich  ergebenden  nur  ein  reales 
Maximum,  für  solche  zwischen  letzterem  und  dein  aus  7)  hervor  - 
gehendcu  zwei  solche  liegen. 

Eine  Vereinfachung  des  Falles  tritt  für  k = 1 ein,  weil  alsdann 
offenbar  z = 1 sein  muss.  In  der  Tat  tritt  für  diesen  Fall  der  Factor 
s — 1 aus  der  zweiten  Gleichung  10)  heraus.  Dieser  Wert  vou  z,  in 
die  erste  gesetzt,  führt  alsdann  zu  der  Bedingung: 


4Ji*  — 3«2  = 0 

welches  dem  Vorherigen  gemäss  dem  Uebergange  der  Wendepunkte 
vom  Imaginären  zum  Realen  entspricht. 


Es  handelt  sich  nunmehr  noch  um  den  Uebergang  der  Curven, 
die  beide,  zu  denen,  die  nur  ein  Centrum  umgeben. 


Untersucht  man  zu  diesem  Zwecke,  wie  im  § 1.  die  Bedingungen, 
wo  die  Gleichung  1)  einen  singulären  resp.  einen  mehrfachen  Punkt 

du  0 

besitzt,  indem  wie  dort  ^ gesetzt  wird,  so  folgt  aus  5) : 


i] 


r3x  -{-  fcp3(x  — 2a)  = 0 

y = 0 


insbesondere  mit  Rücksicht  auf  die  Lotstörungen. 
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Die  Bedingung,  dass  beide  für  denselben  Wert  von  z erfüllt  sein 
müssen,  ergibt  sich  durch  das  Verschwinden  der  Resultante,  welche 
sich  iu  der  Bezout’scheu  Form  als  symmetrische  Determinante  nach 
Fortlassung  gemeinsamer  Factoren  darstellt: 


Jfc3(15m+5fc*+17),  -15*4,  —lk\  5fc*-f2 

4(2™ — k2- f-2)  — 15&,  — 4,  k 

— 3[(3mf  k*)(m  tk*)—5k*—3],  k(9m—k*—49),  5(m+Jfc*— 1),  — 3k(m+k*) 
2k*(3m+5k*—‘ 7),  I5k(nt-f-k* — 1),  4Ä*2,  k(3m+k*+l) 

3k\2m+2ki+3),  3k,  -3(m+l) 

— 2 (m — &2-}-l),  k 

2k*+5 


Führt  man  die  entsprechenden  Werte  q = a-,  r = 2a  — x in  1]  ein, 
so  ergibt  sich 

2a 

x~  i+V* 

Damit  die  entsprechenden  Werte  von  p,  r der  Curve  genügen,  folgt 
durch  Einsetzen  in  1)  die  Bedingung: 

7?(1  + V*)*  = 2« 

welches  nach  dem  Vorherigen  dem  Grenzfalle  entspricht,  wo  die  Curve 
uoch  beide  Punkte  umgibt.  Der  fragliche  Punkt  ist  somit  kein  sin- 
gulärer, sondern  ein  Curvenpunkt,  der  dadurch  entsteht,  dass  die 
beiden  Wendepunkte  zusammeufallen.  Denn  wegen  der  Symmetrie 
kaun  dies  zunächst  nur  in  der  a>Axc  geschehen.  In  der  Tat  ergibt 
sich,  wenn  man  in  8)  den  Wert  y = 0 einführt,  daraus  wiederum  1]. 
Der  Punkt  ist  somit  ein  mehrfacher,  dessen  beide  Tangenten  sich 
unter  einem  Winkel  schneiden,  den  man  durch  das  im  § 1.  ange- 
gebene Verfahren  erhält.  Aus  der  auf  rationale  Form  gebrachten 
Gleichung  1): 

F(xy)  = [p  V ~ *W)  + r*Ä2]*  — 4»V  Ä2 

wo  der  Kürze  wegen  p2-j-r*  beibehalten,  statt  ihrer  Werte  in  x,  y 
ergibt  sich  durch  Bildung  der  ersten  und  zweiten  Ableitungen  von 
F(xy)  zufolge  der  im  § 1.  gegebenen  Formel: 


woraus: 


(ie)2  SRAa*k*  ~~  16/21«2*'2  = 0 


dx 

dy 


Djgitized  by  Google 
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identisch  mit  dem  im  § 1.  gefundenen  Resultate,  wo  die  x-  und  y- Aie 
umgekehrt  bezeichnet  waren. 

Hieraus  folgt  somit  allgemein,  dass  die  Lage  des  Doppelpunkts 
zwar  von  k,  a abhängt,  die  Richtungen  der  Tangenten  jedoch  unab- 
hängig davon,  stets  einen  Winkel  von  129°  48'  38"  mit  einander  bilden. 

Dasselbe  erkennt  mau  übrigens  auch  durch  Reihcncntwickelung 
der  in  1)  enthaltenen  Wurzelgrössen.  Verlegt  mau  den  Coordinateu- 
ursprung  an  die  Stelle  der  Abscisscnaxc , welche  dem  Doppelpunkte 
entspricht,  und  entwickelt  für  diejenigen  Flächenteile,  wofür  die  Ab- 
stände dieses  Punkts  von  M resp.  w,  nämlich: 

2a 

a~  1 + VJ: 

2a  — a — - 

1 


grösser  sind,  als  die  von  ihm  aus  gezählten  Radicnvectorcn,  nach  ab- 
steigenden Potenzen  jener  Grössen,  so  wird  der  Factor  von  cos<r 
Null,  so  dass  sich,  wenn  man  beim  zweiten  Gliede  stehen  bleibt,  narb 
einiger  Reduction  die  Relation  ergibt: 


2a  — 72(1  +Yk)2 
R 


+ 


g2(  1 -f  Yk)A  (1  —3cOS2qp) 

8«V& 


Setzt  man  x,  y statt  der  Polar-Coordinaten,  so  ergibt  sich: 

, ...  (Äd  + Vi)*— 2«)8asVI- 

y / - 

m + V*-)4 

d.  i.  eine  Hyperbel,  welche  event.  in  zwei  sich  unter  einem  Winkel 

tg«p  — Vi 

schneidende  gerade  Linien  degeuerirt,  wenn 

R(l  + Vk)2  — 2a  = 0 

und  die  die  y - resp.  x-Axc  zur  Hauptaxe  hat,  jenachdem  die  linke 
Seite  dieses  Ausdrucks  positiv  oder  negativ  ist. 

Es  existiren  daher  nur  im  ersteren  Falle,  oder  wo  die  Fläche 
beide  Punkte  umgibt,  reale  Wendepunkte,  im  Falle  nur  1 Tunkt 
umhüllt  wird,  keine  solchen.  Die  letzteren  Curvcn  können  somit 
auch  nur  oin  Ordinateu-Maximum  enthalten,  wodurch  sich  ihre  C-on- 
struction  vereinfacht. 


insbesondere  mit  Rücksicht  auj  die  I^otstörungen. 
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Das  Gesetz  des  Uebergauges  der  hier  untersuchten  Curveu  gilt 
also,  mit  Ausnahme  der,  auf  die  Wendepunkte  bezüglichen  Resultate 
auch  für  die  früheren  Fälle. 

Man  kann  übrigens  die  Stollen,  wo  Singularitäten  stattfinden,  so- 
bald man  ihre  Existenz  nachgewiesen,  durch  die  Taylor’scbe  Reihe 

näherungs weise  bestimmen.  Denn  da  k stets  1,  während  ande- 
rerseits entweder  z,  oder  sein  reciproker  Wert  als  echter  Bruch  be- 
trachtet werden  kann,  so  lässt  sich  innerhalb  dieser  Grenzen  die  eine 
Grösse  als  stetige  Function  der  andern  ansehen,  dereu  Beziehung 
durch  die,  den  singulären  Stellen  entsprechende  Gleichung  ausgedi  ückt 
wird.  Man  kann  daher  (cf.  Weierstrass,  Theorie  der  Functionen) 
die  eine  als  Potenzreihe  der  andern  nach  dem  Taylor’scheu  Satze  ent- 
wickeln. 


Um  zuerst  dasjenige  Maximum  der  Ordinate  zu  bestimmen,  wel- 
ches real  ist,  so  hat  mau  dafür  offenbar  a <[  1. 

Führt  man  diese  Grösse  2 in  6)  ein,  so  ergibt  sich: 

11)  4«*z2(l  — Az3)  = Ä*(l+jfcz)*(l+ibzs)(l—  »*) 

woraus  die  Reihe  hervorgeht: 

R / \ 

1}  * " ysqrf»  v “ (4a*+*V  •*•••) 

Um  auch  das  Minimum  von  y zu  erhalten,  wenn  ein  solches 
existirt,  so  sieht  man  leicht,  dass  jetzt  2 >>  1 , also  statt  dessen 

- ==  z'  zu  setzen.  Da  ferner  dieser  Fall  nicht  den,  wo  k =»  0,  sondern 
s 

den,  wo  k = 1,  zur  Grenze  hat,  so  hat  man  statt  nach  k nach  1 — k = k' 
zu  entwickeln,  wobei  für  k'  = 0 z = 1 zu  nehmen.  Aus  der  so  trans- 
formirten  Gleichung  11): 

11a)  4<iV*(z'3—  1 + kf)  = 1 — &')*(*'* — l)(z's-J-i — jfc')* 


ergibt  sich  demnach  die  Reihe: 

2)  z'=  1 — 3a*_4i28 


k' 

»v  • • • 


wo  der  Nenner  des  zweiten  Gliedes  positiv,  als  Bedingung,  dass 
Wendepunkte  vorhanden. 


Für  das  zweite  Maximum  von  y würde  man  ebenfalls  aus  11a) 
eine  Reihenentwickelung  herleiten,  sobald  man  den,  dem  Werte  fc'=0 
entsprechenden  von  z kennt,  der  sich  nach  Absonderung  des  Factors 
z' — 1 aus  der  Relation 

T«il  LXV.  10 
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4aV2(l  ,Jf)  = /?2(1  — ä/)3(1  -f-z^3)2 

ergibt..  Vernachlässigt  mau,  um  eine  erste  Annäherung  zu  erhalten, 
z ' und  die  höheren  Potenzen  gegen  die  Einheit,  so  erhält  man: 


R 
2 a 


welchem  Werte  zufolge  11a)  mit  demselben  Grade  der  Approximation 
die  Reihe  entspricht: 

3)  *'=  ^(1  — }*'  ...) 


Um  auch  die  Stelleu  der  Wendepunkte  näherungsweise  zu  bestimmen, 
so  hätte  man  analog  in  8)  1 — k‘  statt  k zu  setzen , während  z zu- 
nächst <1 1 vorausgesetzt  werden  kann,  da  das  Minimum  von  r-fp 
beide  Stellen  trennt.  Dabei  müsste  wiederum  der  Wert  von  z für 
k — 1 bekannt  sein,  der  sich  für  diesen  Fall  aus  8)  näherungsweise 
berechnen  lässt.  Statt  dessen  kann  man,  um  ciue  erste  Näherung  zu 
erhalten,  auch  folgeudermassen  verfahren: 

Vernachlässigt  mau  in  8)  zunächst  die  Potenzen  von  z in  den 
Klammern  gegen  die  Einheit,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

12)  472*(Ä*— 4o%*28)+3«jfc(4aV—  R*)  = 0 


Indem  mau  diese  zuerst  statt  8)  der  Berechnung  von  z zu  Grunde 
legt,  kann  man  mau  nach  den,  in  der  Astronomie  gebräuchlichen 
Methoden  leicht  einen  ersten  Näherungswert  von  2 finden,  indem  man 
sich  die  lineare  Potenz  von  2 zuerst  durch  die  höheren  ausdrückt, 
für  diese  oinen  schon  bekannten  Näherungswert  einsetzt,  und  mittelst 
des  hierdurch  erhaltenen  Wertes  von  2 dasselbe  Verfahren  beliebig 
oft  wiederholt.  Man  erhält  demgemäss  aus  (12)  unter  Einführung 
von  1 — k = k1  und  mit  Beibehaltung  der  ersten  Potenz  von  kr: 

__  4 R*(a*z>-R*)  ( R*  \ 

1 3(40*2*  — ir-)*  V1  "t"  /{*  — 4 aV  • • 7 


Setzt  man  für  die  Potenzen  von  2 rechts  den  Näherungswert  2=1, 
so  folgt: 


3(4a*  — R*)\ 


4a*— 1P 


Ebenso  würde  man  für  den  zweiten  Wendepunkt  den  Näherungswert 
aus  12)  durch  Einsetzen  von  z'  «=  - erhalten,  wonach: 


: 

1 


•Ä3P** 


imbesondere  mit  Rücksicht  auf  die  Lotstörunyen. 
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In  dem  Vorherigen  wurde  der  Fall  vorausgesetzt,  dass  m an- 
ziehend wirkt,  oder  dass  seine  Dichtigkeit  grösser  als  die  mittlere 
Dichtigkeit  der  Hauptmasse  sei.  Ist  sic  geringer  als  letztere,  also  k 
negativ,  so  übersieht  man  leicht,  d^ss  alsdann  nur  die  zuerst  be- 
sprochenen Singularitäten,  dagegen  keine  Wendepunkte  existireu,  da 
die  bezüglichen  Ausdrücke  imaginär  werden,  während  die  Stellen,  wo 
r-j-p  = Min.,  jetzt  in  die  Abscissenaxe  fallen.  Ebenso  isteinUeber- 
gang  von  den  beide  Centra  umgebenden  zu  den  nur  ein  solches  um- 
hüllenden unmöglich. 

Von  praktischen  Fällen  dieser  Art  kommt  übrigens  nur  der  eine 
in  Betracht,  wo  das  abstossende  Centrum  im  Innern  der  Hauptmasse 
liegt.  Die  Curven  sind  den  früheren  insofern  entgegengesetzt,  als 
jetzt  das  Minimum  der  Krümmung  in  der  Abscissenaxe  dem  Punkte 
m zunächst  liegt,  während  dort  früher  das  Maximum  stattfaud,  wie 
sich  schon  durch  mechanische  Betrachtung  ergibt. 

Die  Kraftlinien,  welche  den  hier  untersuchten  Curven  entspre- 
chen, sind  wie  die  früheren  algebraische  Curven.  Sie  erstrecken  sich 
ins  Unendliche,  und  habcu  je  eine  gemeinschaftliche  Asymptote  zu 
beiden  Seiten  der  x-Axe.  Es  zeigt  sich  dabei,  dass  die  ihnen  ange- 
hörigen  Differentialgleichungen  nicht  blos  für  den  Fall  zweier,  sondern 
für  beliebig  viele  auf  gerader  Linie  liegender  Centra  integrirbar  sind. 

Unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnungen  ergibt  sich,  wenn 
X,  V die  Componcnten  nach  a*,  y sind,  die  Differentialgleichung: 


Um  die  Integration  auszuführen,  kann  man  allgemein  folgendermassen 
verfahren. 

Hat  mau  eine  Reihe  anziehender  Punkte  m , m\  m ...  auf  der- 
selben geraden  Linie,  die  der  Einfachheit  wegen  wie  bisher  die  Ab- 
scissenaxe sei,  bezeichnen  ar,  x\  x"  ...  die  Abstände  eines  beliebigen 
Punkts  der  Kraftlinie  von  resp.  ?»,  m',  m”  . . . auf  die  Abscissenaxe, 

und  &,  k',  k"  ...  die  Verhältnisse  — » — , ...  so  wird,  dem  Vor- 


herigen analog,  die  Differentialgleichung  der  Kraftliuieu  die  Form 
haben : 


V_  dp 
X dx 


X dx  x , k(x  — 2a j 


q3  r3 


Dieselbe  lässt  sich  auf  die  Form  bringen: 


7/i  7/i 
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rdy  — ytlx  ( kix’dy  — y dx')  , kf{x"dy  — y bxn) 

| r r»»j  r 

wo  r,  r , r"  ...  die  entsprechenden  Radienvectoren  bezeichnen,  also 

r*  — x*  -f*  y t 

r'2  = -f-  y- 1 

r"*  — _|_  yi 

Führt  man  neue  Variable  ein  durch  die  Relationen: 

y = Xt~Xt=xt  ... 

so  erhält  mau  durch  Bildung  der  Differentiale  und  Einsetzen  in  die 
vorstehende  Differentialgleichung : 

x2dt  k x’*dtf  , k’x”*dl  , 

‘ ri  T*  r*3  I r"8  + • • • — B 


Durch  Elimination  von  r,  r,  r"  und  x , x\  x"  erhält  man  hieraus: 

_ tdt  _ kt' dt’ k’t"dt" 

VfT+f*)3  + Vd  -K3)1  + V(T+Os+ ' ' ‘ 

welche  Gleichung  integrirbar. 

Durch  Integration  ergibt  sich  für  den  vorliegenden  Fall  zweier 
Centra: 

1 , h 

. H — ; . = const 

Vi+t*  Vi+*'2 

woraus  nach  Einsetzen  der  Coordinaten werte  a?,  y folgt: 


14) 


x . Jc(x — 2a) 
c 

q 1 r 


Diese  repräsentirt  eine  algebraische  Gleichung  8ten  Grades,  die  sich 
in  rationaler  Form  schreiben  lässt: 


14a)  (r2a:2-|-  k*Q*(x  — 2a)2  — c2r2g2)  = 4 k2r2g2x2{x — 2a)2 

wo  der  Kürze  wegen  die  Bezeichnungen  r2,  g2  beibehalten  sind. 

Um  die  Gestalt  der  Curve  näher  zu  untersuchen,  so  hat  mau: 

1)  für  x — 0 y\i.a2k 2 — c2(4a2-{-y2))*  = 0 
wo  nur  der  Wert: 

y =»  ~f~  — V k 2 — c2 
c 

der  Curve  entspricht,  weil  für  den  andern  Wert  y — 0 sich  aus  13) 
ergeben  würde: 


insbesondere  mit  Rücksicht  auf  die  Lotstörumjen. 


149 


dy  0 
dx  0 

d.  h.  es  raüssteu  sich  im  Anfangspunkte  mehrere  Aeste  kreuzen,  was 
dem  Sinne  des  Problems  entspricht.  Als  Realitätsbedingung  folgt  aus 
obigem  Werte  von  y: 

h*  > c* 

2)  für  y — Ü folgt  ferner: 

x*(x—  2a)*((l+fc2-c2)2  — ik*)  = 0 

woraus  hervorgeht,  dass  die  ar-Axc  ebenfalls  zu  den  Curven  gehört, 
denn  unter  der  Bedingung: 

(1+Jfcs— c*)a  = 4fc* 

bleiben  die  Werte  von  x willkürlich.  Da  ferner,  wie  angegeben,  der 
Wert  x = 0,  und  aus  demselben  Grunde  auch  x = 2a  unzulässig,  so 
folgt,  dass  die  Curve  die  ;c-Axe  nicht  schneiden  kann.  Andererseits 
ist  klar,  dass  sie  nicht  gleichzeitig  die  y-Axe  und  die  ihr  parallelen 
in  m schneiden  kann.  Daher  entspricht  der  Wert  von  y für  x = ‘2a, 
nämlich 

2a  Vl—  c* 

y = c 

einer  andern  Curve , als  der  für  x — 0.  Die  letztero  erstreckt  sich 
von  m aus  rechts,  die  erste  von  M aus  nach  links. 

Daraus  folgt,  dass  irgendwo  zwischen  der  Strecke  2a  die  Curven 
einen  Grenzwert  der  Coordinaten  erreichen. 

Um  dies  deutlicher  zu  erkennen,  führe  man  in  14)  die  Winkel 
<p,  <p'  ein,  welche  r,  p mit  der  positiven  a:-Axe  bilden,  wodurch  sich 
jene  Gleichung  transformirt  in: 

14a)  cos  qp + ^ cos  <p'  = c 

Diese  ist  zunächst'vou  den  Werten  des  Radiusvectors  ganz  unabhängig. 
Dieser  kann  somit,  wie  an  sich  klar,  unendlich  gross  werden.  Zu- 
gleich erkennt  man  die  Bedeutung  der  Constantc  <?,  indem  mau  g/=90° 
setzt,  woraus,  wenn  <p0  der  entsprechende  Wert  von  cp  ist: 

c — cos  <p0 

Die  Bedeutung  von  k ergibt  sich  aus  dem  Spätorn.  Man  sieht  ferner, 
dass  qp,  qp'  nur  dann  beide  •=  0 resp.  gleich  0 und  180°  werden 
können,  wenn:  1+fc  = e resp.  1 — k = c,  d.  i.  nach  dem  Vorherigen 
der  Fall,  welchem  die  a>Axe  als  Curvo  entspricht.  Im  Allgemeinen 
schneidet  daher  die  Curve  die  a>Axe  nicht.  Da  andererseits  cp  nicht 


150 


Win  t erb  erg:  lieber  die  Anziehung  von  Massenpunkten 


£ 

den  Wert  90°  erreichen  kann,  weil  sonst  cos  gp'=  r,  während  er  ne- 
gativ sein  muss,  so  sieht  man  auch  hier,  dass  die  Curve  einen  Grenz- 
punkt innerhalb  der  Strecke  2a  haben  muss. 


Aus  dem  Ausdrucke  von  --  in  13)  folgt  ferner,  dass  derselbe 

nur  für  gewisse  Grenzwerte  von  x positiv  bleibt,  darüber  hinaus  aber 
negativ  wird.  Dieser  Uebergang  vom  Positiven  zum  Negativen  kann 

dy 

aber  uicht  durch  Null  hindurch  erfolgen,  weil  zufolge  13)  für  ^=0 

auch  y = 0 sein  müsste,  was  unzulässig ; ebenso  wie  auch  der  andere 
Fall,  der  noch  stattfinden  könnte: 


1 . k 

q -|-  ~q  0 

g3  1 r3 


wenn  k als  negativ  angenommen  wird.  Denn  dieser  Fall  führt  auf 
die  dem  Problem  widersprechende  Gleichung: 


> 1, 


währeud  k wie  c < 1 sein  müssen.  Es  bleibt  daher  nur  der  Ueber- 
gang durclfs  Unendliche  zu  untersuchen.  Die  Stelle,  wo  dieser  statt- 
findet, wird  offenbar  die  Grenze  bezeichnen,  bis  zu  welcher  die  Curve 
dem  Probleme  entspricht.  Denn  gingo  sie  darüber  hinaus,  so  könnte 
nach  dem  Vorherigen  der  Fall  eiutreten,  dass  ein  und  derselbe  Ra- 
diusvector  r oder  g die  Curve  in  mehr  als  einem  Punkte  schnitte, 
während  aus  14a)  hervorgeht,  dass  zu  jedem  Werte  von  cp  nur  1 
solcher  von  gp'  gehört,  uud  umgekehrt.  Aus  demselben  Grunde  könneu 
ebenfalls  keine  Wendepunkte  existiren,  wie  schon  aus  der  Natur  des 
Problems  folgt. 


Jenem  Uebergango  entspricht  die  aus  13)  folgende  Bedingung: 


15) 


x k{x  — 2a) 

g3  i j.3 


welche  zugleich  mit  14)  erfüllt  sein  muss.  Diese  Gleichung,  welche 
man  sich  nach  Elimination  von  x auch  in  der  Form  dargcstcllt  denken 
kann: 


(r2 — p2)  (r3-}-X;p3)  = 4a2(r3  — kg3) 


drückt  den  geometrischen  Ort  der  Endpunkte  der  in  Redo  stehenden 
Curven  aus. 

p 

Unter  Anwendung  der  früheren  Bezeichnung  * «=  - erhält  man 
aus  14)  und  15),  nachdem  vorher  x eliminirt,  die  Relation: 


insbesondere  mit  Rücksicht  au/  die  Lotstörurnjen. 
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(l-**)3  -(£)*<!  -*V) 


d.  h.  eine  kubische  Gleichung  nach  s2,  die  also  stets  eine  realo  Wurzel 
hat  Bezeichnet  man  darin: 


so  geht  sic  über  in: 


1 — c*  * 
z/a-f-3a^, — b — 0 
wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird: 


a — 


(1  - c2)2 

(l+t*2)(c2— c'2-cV2) 


(1-c2) 


wo  wiederum  c = ^ genommen. 


Nach  der  Cardani’schen  Formel  ergibt  sich  hieraus,  wenn  mau 
näherungsweise  die  kleine  Grösse  c2  gegen  die  Einheit  vernachlässigt, 
und  für  a,  b resp.  setzt: 

a = c2 
b = c2— c'2 

yä+ä 

2 ~ Jbi 

woraus  folgt,  dass  z im  Unendlichen  = 1,  von  da  aus  stetig  wächst 
bis  zum  vorstehenden  Grenzwerte.  Ferner  ergibt  sich  die  zugehörige 
Strecke  x zufolge  15)  aus 

2a  . kz3  2a  V (kl  -j-  cl)a 

x ~ i+**8“  i+V(H  4-^)3 
Im  speciellen  Falle  c = 0 hat  man  daraus: 


2ak 

x^l+k 

woraus  man  sieht,  dass,  wenn  k hinreichend  klein,  die  Resultante 
der  Anziehung  auf  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  gerichtet  ist, 
da  der  Nenner  alsdann  = 1 gesetzt  werden  darf. 


Im  Falle,  wo  k — 1,  reducirt  sich  die  obige  kubische  Gleichung 
in  a2  auf  eine  quadratische: 


z*  — 


2 + ca 
1 — cs 


*+1  = 0 


Digltized  by  Google 


152 


Winterberg:  Ueber  die  Anziehung  von  Alassenyunkten 


woraus  annäherungsweise : 


z 


- Vi+Cy3 


Für  ö = 0 folgt  daraus  2 = 1,  welches  besagt,  da  auch  im  Unend- 
lichen 2 = 1,  dass  diesem  Falle  die  im  Mittelpunkte  der  y- Axo  paral- 
lele Gerade  als  Curve  entspricht,  wie  schon  der  vorher  gegebene 
Wert  von  x für  h = 1 ergibt.  Diese  Gerade  trennt  somit  die  Curven- 
schaar  links  von  der  rechts. 

Da  aus  dem  Vorherigen  hervorgeht,  dass  die  Curve  sich  in’s 
Unendliche  erstreckt,  so  sind  noch  ihre  Asymptoten  zu  untersuchen. 

Bestimmt  man  nach  bekannter  Methode  die  Werte  der  Axenab- 
schnitte  x\  y'  der  Tangente  für  den  Fall,  dass  man  die  Coordinatcn 
£,  y des  Berührungspunkts  oo  setzt,  nach  den  Formeln 


Aus  diesem  Werte  ergibt  sich  die  Tangen to  des  Asymptoten- Winkels 
mit  der  s-Axc: 


dy 


dx 


dx 

so  folgt  durch  Einsetzen  des  Wertes  von  ~ aus  13), 


für  x = y = oo  der  Einheit  gleich  ist: 


Um  *'(*=„=«;  - lim 

..  , 2 ah 

Jjm  x (X=y=a>)  — — ^ j 

Aus  14)  findet  sich  aber  - = t gesetzt,  nach  Division  mit  x: 

zc 


woraus  sich  für  x — oo  der  lim«  ergibt: 


c 


insbesondere  mit  Rücksicht  auf  die  Lotstörunyen. 
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Dieselben  sind  daher  real,  solange  reale  Curven  existiren,  und  fallen 
zusammen  für 

(1-f  = 

& h.  wenn  die  Curve  in  die  a>Axe  fällt. 

Es  ergibt  sich  aus  dem  Werte  von  tgip  zugleich  die  Bedeutung 
von  k.  Denn  cs  folgt  daraus: 

COS*  - — 

folglich  mit  Berücksichtigung  des  Wertes  von  c: 


i+*  -25» 

' COSt \> 

Die  Construction  ergibt  sich  am  einfachsten  aus  14a). 


Nachdem  man  die  Grenzwerte  von  qp,  q>'  bestimmt  hat,  welche 
sich  aus  dem  Vorherigen  angenähert  durch  die  Formeln  ergeben 


a 

cos  qp  — y c(fct  -f-  ct) 


cos  (180  — tp')  = 


so  kann  man,  von  diesen  beginnend  bis  zu  den  durch  die  Asympto- 
tenrichtungen gegebenen  Grenzwerten  von  qp,  qp'  zu  jedem  Werte  von 
<j>'  mittelst  einer  einfachen  Construction  durch  einen  um  m geschla- 
genen Kreis  vom  Radius  — 1 den  entsprechenden  Wert  von  cosqp 
bestimmen,  wie  unmittelbar  aus  der  Gleichung  hervorgeht  Indem 
man  diesen,  dem  cosqp'  entgegengesetzt,  aufträgt,  wie  Fig.  6.  zeigt, 
nnd  durch  M eine  Parallele  zu  der  bezcichneten  Richtung  zieht,  er- 
gibt sich  im  Durchschnitt  dieser  mit  dem  freien  Schenkel  von  qp'  ein 
Curvenpunkt  P. 

Es  verdient  noch  der  im  Vorherigen  schon  berührte  Fall  der  Er- 
wähnung, wo  c = 0.  Alsdann  geht  die  Curve  in  eine  solche  4ten 
Grades  über  in  der  Form: 

x2(x — 2«)2(1 — Je*)  = y2(Jc2(x — 2a)2  — x2) 

welche  für  k = 1 in  die  jr-Axc  rosp.  in  die  im  Mittelpunkt  der  y-Axe 
parallele  Gerade  übergeht.  Die  Gleichung 

cosqp  = £ cos  (180  — qp') 

zeigt  zugleich,  wie  sich  in  diesem  Falle  auch  die  Construction  ver- 
einfacht. 
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§ 3. 

Im  Nachstehenden  soll  versucht  werden,  einige  der  vorhergegan- 
genen Resultate  an  oinem  praktischen  Beispiele  anzuwenden,  welches 
in  gewissem  Zusammenhänge  dazu  steht,  obgleich  ihm  nicht  die  vor- 
her untersuchten  Flächen  entsprechen. 

Da  nach  dem  Vorhergegangeueu  alle  die  Fälle,  wobei  es  sich 
um  Localattraction  handelt,  sich  durch  die  im  § 1.  gegebenen  Resul- 
tate erledigen,  so  kann  es  hier  nur  auf  einen,  durch  die  allgemeine 
Attraction  als  Folge  der  ungleichen  Verteilung  von  Coutinent  und 
Ocean  auf  der  Erdoberfläche  bedingten  Fall  ankommen.  In  der  schon 
erwähnten  Abhandlung  des  Herrn  Bruns  wird  von  einem  solchen  Bei- 
spiele unter  Annahme  einer  bestimmten  Massenverteilung  der  Conti- 
nente  und  Oecane  auf  der  Erdkugel  der  Einfluss  der  durch  sie  er- 
zeugten Anziehung  auf  die  Punkte  des  Aequätors  erläutert.  In 
ähnlicher  Art  wie  dort  geschehen,  kann  man  nun  auch  verfahren, 
um  den  Einfluss  der  ungleichen  Massenverteilung  auf  die  Punkte  der 
Meridiane  zu  ermitteln,  wie  im  Folgenden  versucht  werden  soll. 

Dabei  werde  folgende  Annahme  gemacht.  Offenbar  sind,  wie  ein 
Blick  auf  den  Globus  zeigt,  die  Landmassen  mehr  um  den  Nordpol 
als  um  den  Südpol  concentrirt,  so  dass  man  etwa  vom  40teu  bis  70ten 
Grade  nördl.  Br.  eine  Zone  anuehmen  kann,  worin  dem  Flächen- 
inhalte nach  der  Ueberschuss  der  anziehenden  Landmasse  ebenso 
gross  ist,  als  unter  denselben  Graden  südl.  Br.  der  Ueberschuss  an 
Wasser.  Man  kann  sich  daher  die  Anziehung  vorstcllen  als  das 
Potential  der  Oberfläche  einer  solchen  Zone,  deren  Dichtigkeit  das 
Product  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erdoberfläche  resp.  des  Wassers 
ist,  mal  der  mittleren  Höhe  resp.  Tiefe  dieser  Massen. 

Diese  Potentiale  sollen,  um  auf  das  Vorherige  zu  kommen,  wie  für 
Aus8enpuukto  in  erster  Annäherung  stets  zulässig,  durch  2 Massen- 
punkte  ersetzt  werden,  dio  sich  im  Schwerpunkte  der  homogen  ge- 
dachten Zonen  befinden.  Da  jedoch  jede  derselben,  wie  man  leicht 
übersieht,  nicht  vollständig  mit  Land  resp.  Wasser  gefüllt  sind,  son- 
dern etwa  nur  mit  der  Hälfte  des  ganzen  Inhalts  zur  Wirksamkeit 
gelangen,  so  soll  diese  letzte  Annahme  festgehalten  werden.  Die 
Resultate  können  unter  diesen  Voraussetzungen  nur  für  Aussenpunkte 
gelten,  daher  nicht  über  den  55ten  Grad  nördl.  resp.  südl.  Breite 
hinaus  angewandt  werden.  Sie  umfassen  indessen  immerhin  den 
grössten  Teil  des  europäischen  Gradmessungsgebiets,  und  sind  somit 
geeignet,  über  die  durch  jene  Einflüsse  erzeugten  Abweichungen  der 
Niveaufläche  von  der  kugelförmig  gedachten  Erde  Aufschluss  zn 
geben. 
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Man  sieht,  dass  streng  genommen  dies  Beispiel  den  vorherigen 
Problemen  nicht  mehr  entspricht,  weil  es  sich  hier  nicht  um  zwei 
sondern  um  3 auf  gerader  Linie  liegende  Centra  handelt. 

Bei  der  relativen  Kleinheit  der  ablenkenden  Massen  gegen  die 
des  Erdkörpers  kann  mau  jedoch  in  den  Flächenteilen  der  nördlichen 
Halbkugel  die  ablenkenden  Einflüsse  des  südlichen  Centrums  in  erster 
Annäherung  vernachlässigen,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
sich  die  Erdmasse  und  die  des  südlichen  Centrums  im  gemeinsamen 
Schwerpunkt,  d.  h.  im  Erdmittelpunkte  selber  vereinigt  denken,  und 
analog  in  den  Teilen  der  südlichen  Halbkugel  bezüglich  des  nördlichen 
Centrums.  Alsdann  geben  die  vorherigen  Resultate  eine  vollständige 
Vorstellung  für  jeden  dieser  Flächenteile. 

In  der  Praxis  indessen  genügt  schon  eine  augenähertc  Darstellung 
derjenigen  Grössen,  worauf  es  für  die  Messungen  hauptsächlich  an- 
kommt, wie  sie  in  den  nachstehenden  Tabellen  gegeben  werden. 

Es  sei  die  mittlere  Erddichte  =5.55,  die  an  der  Oberfläche 
= 2.5  und  die  Dichte  des  Wassers  = — 1.5,  die  mittlere  Höhe  der 
Laudmass^  = 300"'  und  die  mittlere  Tiefe  der  Oceaue  ==>  3000”',  den 
Annahmen  in  der  erw.  Abh.  analog. 

Verlegt  man  den  Coordiuateuursprung  in  das  Erdeeutrum,  und 
bezeichnen  «,  «',  «"  die  resp.  Schwcrpunktsabständo  der  Calotten 
zwischen  70°  und  90°  resp.  90°  und  70°,  90°  und  40°,  und  R den 
mittleren  Erdradius,  so  erhält  man  den  Abstand  « nach  der  Formel : 

_ «'Cal  (90°  — 40°)  — «"Cal  (90°  — 70°) 
a — Segm(70° — 40°) 

Berechnet,  man  ferner  nach  der  Formel: 

Cal  = 2 Rnh 

die  bezüglichen  Flächeninhalte  unter  Annahme: 

log/Z  ==  6.80414 

und  ebenso  die  Abstände  «',  «"  nach  der  Formel: 

R 

a'  — g (1  + COSqp') 

wo  für  qt>'  resp.  50°  und  20°  zu  setzen,  so  ergibt  sich  zufolge  der  für 
n angegebenen  Formel: 

a — 5040590 
log«  = 6.70248 

Ferner  erhält  man  für  die  im  Schwerpunkt  vereinigten  Massen 
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logw  = 16.45313 
logm'  = 17.23128« 


I.  Um  hiernach  zunächst  die  Höhenunterschiede  von  Punkten 
der  Meridian-Curvo  und  denen  der  Kreisperipherie  vom  mittleren 
Erdradius  zu  bestimmen,  kann  man  sich  der,  in  der  erw.  Abh.  des 
Herrn  Bruns  gegebenen  Formel  bedienen,  die,  auf  den  vorliegenden 
Fall  angewandt,  ergibt: 

»lj  m i 


h — h! 


r_\ *> 

\nRK 

3 


wo  h — ti  den  gesuchten  Höhenuuterschied  der  Niveaufläche  über  der 
Kugel,  K die  mittlere  Erddichte  bezeichnet.  Ferner  ist: 

r,  = Ya*+W~—2aR  C08  (p 
r2  — VaÄ-j-/?2-}-2ai2oos  <p 

denWkl.  cp  vom  Nordpol  aus  gerechnet.  Durch  Einsetzen  sder  Werte 
von  cp  im  Intervalle  von  5 zu  5°  erhält  man  für  die  Höhenunterschiede 
die  folgende  Tabelle: 


u 

h — h*  | 

1 

0 

: 

h — h‘ 

0 

+ 4341 

95 

—125-36 

5 

+ 34-26 

100 

—133-49 

10 

+ 14-57 

105 

— 14261 

15 

— 5-27 

110 

—152-92 

20 

— 21-60 

115 

—16467 

25 

— 34  49 

120 

—178-26 

30 

- 4479 

125 

—194T2 

35 

— 5322 

130 

-21289 

40 

— 6032 

135 

—235-40 

45 

- 6672 

140 

—262-82 

50 

— 72-49 

145 

-296-82 

55 

— 77-93 

150 

—33978 

60 

- 83-19 

155 

—39508 

65 

— 88-42 

160 

—46507 

70 

— 93*75 

165 

-561*35 

75 

— 99-27 

170 

—677-56 

80 

—10507 

175 

—79406 

85 

—111-28 

180 

—848  42 

90 

—117-99 

Man  ersieht  daraus,  dass  der  Höhenunterschied  am  grössteu  bei 
180°,  und  dass  zwischen  10  und  15°,  vom  Nordpol  aus,  die  Kugel  und 
die  Niveaufläche  sich  durchschncidcn.  Ferner  ergibt  sich,  dass  inner- 
halb der  Breitengrade  vom  55ten  bis  36°  n.  Br.  die  dem  europäischen 
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Gradm essungsgebict  entsprechen,  soweit  dies  unter  obiger  "Voraus- 
setzung möglich,  die  Abweichungen  die  Grösse  von  78m  nicht  über- 
schreiten. 

II  Berechnet  mau  ebenso  die  Lotablenkuugen  uach  den  be- 
kannten Formeln,  wie  sie  u.  A.  von  Pratt,  Figure  of  tho  Earth  S.  109. 
gegeben,  und  welche  sich  im  vorliegenden  Falle  folgendermassen 
modificirt: 

3a  sin  tp  (m1  m2\ 

S1Df  ^2RnK  \r,3  + r23] 

so  ergibt  sich  nachstehende  Tabelle: 


0 

£ 

0 

8 

0 

c y 

'*00 

95 

5" 

•75 

5 

13 

'31 

100 

6 

•38 

10 

15 

*40 

105 

7 

•20 

15 

13 

*56  1 

110 

8 

13 

20 

10 

'78  i 

115 

9 

•30 

25 ; 

8 

•66 

120 

10 

•83 

30 

6 

*89  | 

125 

12 

•78 

35 

5 

74  ! 

130 

15 

16 

40 

4 

•96  j 

135 

18 

•35 

45 

4 

•39 

140 

22 

•46 

50 

4 

•09 

145 

28 

12 

55 

3 

•93 

150 

35 

•92 

60 

3 

•90 

155 

46 

•70 

65 

3 

•95 

160 

61 

•18 

70 

4 

•10 

165 

78 

•75 

75 

4 

•22 

170 

91 

•46 

80 

1 4 

•45 

175 

73 

•07 

85 

4 

•77 

180 

0 

00 

90 

5 

•21 

Die  Lotablenkung  wächst  also  zuerst  von  0°  bis  zwischen  10  und  15° 
und  nimmt  nachher  ab  bis  zu  einem  Winkel  zwischen  65  und  70°. 
Sodann  steigt  sie  wieder  bis  zu  einem  Winkel  zwischen  165  und  170° 
und  erreicht,  von  da  abnehmend,  bei  180°  wieder  den  Wert  0.  In- 
nerhalb der  für  das  europäische  Gradmessungsgebiet  in  Frage  kom- 
menden Grenzen  überschreitet  sie  die  Grösse  von  7 " nicht. 


UI.  Bezeichnet  y die  Schwere  der  Erdkugel,  g die  der  Niveau- 
fläche, und  zwar  erstere  bezogen  auf  einen  Punkt  P,  senkrecht  über 
dem  Punkte  Q,  auf  welchen  sich  g bezieht,  so  wird  die  Differenz 
g — y nach  der  Formel  des  Herrn  Bruns  dargestellt,  die  sich  hier 
folgendermassen  modificirt: 

(R — a cos  <p)™1 (/?-{- a cos  <p)m^ 


g—y  = 
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Will  man  die  Schwere  beidemale  auf  denselben  Punkt  Q bezogen 

dy 

haben,  so  hat  mau  wie  a.  a.  0.  angegeben,  den  Unterschied  h ~ 


zu  y hinzuzufügen,  positiv  oder  negativ,  jeuachdem  h ^0  ist  Die 

erste  der  beiden  folgenden  Tabellen  enthält  demgemäss  die  Differenz 
g — y allein,  die  zweite  denselben  Unterschied  unter  Hiuzunahrae  der 

(ly 

letztgenannten  Aenderung.  Der  Ausdruck  ergibt  sich  zufolge 


des  Ausdrucks 


y = 


±RnK 
3 * 


woraus 


(ly  -inK  y 
<Ul  “ 3“  = R 


g—y 


o idy 

a-y  g y~\m 


, ‘iy 
<>y-hiR 


0 

[-14824 

95 

— 1837 

0 

5 

- 

-11936 

100 

— 2001 

5 

10 

- 7427 

105 

— 2198 

10 

15 

“ 

- 4071 

110 

— 2430 

| 15 

20 

- 

- 2130 

115 

— 2713 

' 20 

25 

- 1014 

120 

— 3044 

25 

30 

- 236 

125 

— 3479 

30 

35 

- 

- 85 

130 

— 4159 

35 

40 

— 

- 375 

135 

- 4935 

40 

45 

- 

- 586 

140 

— 6060 

45 

50 

- 750 

145 

— 7590 

50 

55 

- 886 

150 

—10010 

55 

60 

- 1020 

155 

—13924 

60 

65 

- 1115 

160 

—20554 

65 

70 

- 1220 

165 

—32274 

i 70 

75 

- 1327 

170 

—52482 

i 75 

80 

- 

- 1437 

175 

—77484 

80 

85 

- 1555 

180 

—96164 

85 

90 

- 1687 

90 

■13815 

-11140 

• 7089 

- 3948 

■ 2632 

■ 1815 

■ 1277 

• 1152 

■ 1029 

■ 964 

• 935 

- 926 

■ 914 

■ 941 

■ 959 
■-  981 

- 1006 
' 1032 

■ 1056 


95 
100 
105 
110 
I 115 
! 120 
125 
; 130 
135 
140 
145 
150 
155 
160 
165 
170 
175  ! 
180 


1077 
1102 
1117 
1125 
1115 
1100 
1034 
790 
538 
50 

— 690 

— 2093 

— 4740 

— 7504 
—19224 
—36731 
—59024 
—76440 


Die  Zahlen  der  lten  Tabelle  zeigen  eine  regelmässige  Abnahme  von 
0°  bis  180,  die  der  letztem  eine  periodische  Abnahme  von  0 bis  60°, 
dann  eine  Zunahme  bis  ppt.  zu  110°  bis  115°  und  von  da  wiederum 
eine  Abnahme  bis  180°.  Für  die  in  Frage  kommenden  Teile  bezüg- 
lich des  europäischen  Gradmessungsgebiets  ergeben  sich  im  ersteren 
Falle  Unterschiede  zwischen  85  — 886m,  im  letzteren  sind  sie  relativ 
grösser  und  variiren  zwischen  ppt.  1152  — 741»". 

IV.  Von  Interesse  für  das  Nivellement  ist  noch  die  Aenderung 
der  Krümmung,  insofern  davon  die  Correcturen  abhängeu,  welche 
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man  den  beobachteten  Werten  hinzuzufügen  hat.  Diese  Aenderung 
zeigt  die  folgende  Tabelle,  welche  die  Krümmungsradien  enthält. 


Aus  den  Formeln  des  Herrn  Bruns  leitet  man  für  den  Krüm- 
mungsradius q im  vorliegenden  Falle  leicht  die  Formel  ab 

y_Y_,  g—y 

9 K'  9 ' 

wo  (/  der  Veränderung  des  Krümmungsradius  entspricht,  der  sich  durch 
das  hinzu  kommende  Potential 

T _ 


ergibt,  und  sich  demnach  dem  vorigen  § zufolge  aus  der  für  den 
Krümmungsradius  der  ihm  entsprechenden  Niveaufläche  leicht  abzu- 
leitenden Formel  findet: 


vH  m9\  . 

ri  rs/\n3  **2  / ~ * »*1 


3-  3 


1 


ni , 4atvtim2(mt  tn2\ 
r?)  +W  [r^r^r 


1 2m1w2ass7?2si  n *tp 


r2  r2 


Auch  hier  könnte  man,  um  beide  Radien  p,  Ji  auf  denselben  Punkt 
Q zu  beziehen,  zu  q noch  die  vorher  berechneten  Höhenunterschiede 
ä — A'  hinzufügen,  was  jedoch  im  Folgenden  unterblieben  ist,  da  die 
Unterschiede  nur  gering  sein  können. 


Man  erhält  demnach  die  folgende  Tabelle  für  logg: 


0 

logp 

0 

logp 

0 

6*80794 

95 

6-80812 

5 

680794 

100 

6-80812 

10 

6-80804 

105 

6-80812 

15 

6-80809 

110 

6-80812 

20 

6-80811  1 

115 

6-80812 

25 

6-80812 

120 

6-80812 

30 

6-80812  j 

125 

6-80812 

35 

6*80812 

130 

6-80813 

40 

6-80812  ! 

135 

6-80813 

45 

6*80812 

140 

6*80814 

50 

6-80812 

145 

6-80814 

55 

6-80813 

150 

6-80815 

60 

680813 

155 

6-80818 

65 

6-80817 

160 

6-80823 

70 

6-80818 

165 

6-80833 

75 

6-80814 

170 

6-80854 

80 

6-80814 

175 

6-80891 

85 

6-80813 

180 

6-80903 

90 

6-80813 
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Daraus  ersieht  man,  dass  die  Aendcrung  der  Krümmung  im  Allge- 
meinen nur  sehr  gering  bleibt,  von  0 bis  gegen  80°  stetig  abnimmt, 
von  da  wieder  wächst  bis  130°  und  schliesslich  bis  zu  180°  wieder 
abnimmt.  Die  Aenderungeu  logp,  soweit  sie  sich  auf  die  ftlr  die 
europäische  Gradmessuug  in  Betracht  kommenden  Teile  beziehen, 
zeigen  sich  erst  in  der  5ten  Decimalstellc. 

Im  Allgemeinen  kann  man  daher  aus  dom  Vorherigen  das  Re- 
sultat ziehen,  dass  der  Einfluss  der  durch  die  ungleiche  Masseuver- 
teilung  nach  den  Polen  hin  bezüglich  der  Punkte  des  Meridians  er- 
zeugten Ablenkung  nur  gering  ist  im  Vergleich  zu  der,  bezüglich  der 
Punkte  des  Aequators  oder  der  Parailelkreisc. 
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VIII. 

Ueber  den  geometrischen  Ort  des  Centrums 
der  Collineation  zwischen  einer  Nichtregelthiche 
zweiter  Ordnung  und  einem  System  von 

Kugelflächen. 

Von 

Wenzel  Jeräbek, 

Professor  nn  der  Landes- Oberrcnlsrhule  in  Teltseh. 


Durch  nach  folgende  Betrachtungen  wollen  wir  den  geometrischen 
Ort  aller  jener  Collineationacentra  bestimmen,  von  welchen  aus  ein 
System  von  Kugelflächen  bei  bestimmter  Lage  der  Collineationsebene 
nach  den  Gesetzen  der  räumlichen  Centralcollineation  aus  einer  Nicht- 
regelfläche zweiter  Orduuug  abgeleitet  werden  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  sei  /*,  f'  die  reelle  Axe  eines  zweischaligen 
Hyperboloids  (Fig.  1.),  oder  die  grösste  Axe  eines  elliptischen  Ellip- 
soids  (Fig.  2.),  oder  die  Axe  eines  elliptischen  Paraboloids  (Fig.  3.). 

Irgend  eine  zu  den  genannten  Axen  senkrecht  gelegte  Ebene  E 
schneidet  jede  dieser  Flächen  nach  einer  Ellipse  J£,  und  wenn  wir 

jenen  Hauptschnitt  H , welcher  in  der  Ebene  Ex  liegt,  die  durch 
fr  und  die  kleinere  Axe  der  erwähnten  Ellipse  bestimmt  ist,  der  Ein- 
fachheit wegen  in  bestimmter  Projectionsebcue  M liegend  annehmen, 

— was  durch  die  Constructiou  des  Kegelschnittes  II  (Fig.  1,  2,  3) 
in  der  Bildebene  ersichtlich  gemacht  werden  kann  — , so  ist  es  mög- 
lich jene  zwei  Stellungen  von  Ebenen  zu  bestimmen,  welche  die  Nickt- 

1 1 
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regelfläche  zweiter  Ordnung  F nach  Kreisen  schneiden.  Man  erhält 
nämlich  zwei  solche  Kreisschnitte  als  Durchdringungscurven  der  ge- 
gebenen Fläche  F mit  einer  Kugclfläche  1 K,  welche  die  Fläche  F in 
den  Scheiteln  der  grösseren  Axc  der  erwähnten  Ellipse  E berührt 
Ist  also  eine  derartige  Ebene , und  schneidet  sie  die  Fläche  F 

nach  einem  Kreise  und  die  Ebene  M = Ex  des  Hauptschnittes  H 
in  der  Geraden  m«,  so  projicirt  sich  orthogonal  der  Kreisschnitt  auf 
die  Ebene  M,  — da  dessen  Ebene  auf  der  Ebene  M seukreclit  steht 

— , als  die  Strecke  mn  der  Spur  mn.  Wenn  wir  im  Mittelpunkte  « 

des  Kreisschnittes  eine  Senkrechte  uo  auf  die  Ebene  E2  errichten, 
so  kann  ein  beliebiger  Puukt  u‘  dieser  Senkrechten  als  Mittelpunkt 

einer  Kugel  F‘  betrachtet  werden,  welche  durch  den  Kreisschnitt 
hiudurchgeht.  Die  Flächen  F,  F*  sind  bekanntlich  collineare  Flä- 
chen in  perspcetivischer  Lage  für  die  f^bene  E%  als  Collineationsebene 

und  die  Scheitel  c und  c,  jener  ßcrührungsk egelflächen  B , 21,,  welche 
beiden  Flächen  F,  F‘  umschrieben  sind,  als  Colliueationscentra, 
Aus  dem  Umstande,  dass  der  Mittelpunkt  o der  Kugel  F*  sich  in 
der  Ebene  M des  Hauptschnittes  befindet,  folgt,  dass  die  Kugel  F' 
von  dieser  Ebene  M nach  einem  Kreise  K\  und  die  Berührungs- 
kegelflächen B,  Bt  von  derselben  Ebene  M in  zwei  Paaren  von  Er- 
zeugenden geschnitten  werden,  die  als  gemeinschaftliche  Tangenten 

der  Curveu  K und  K'  erscheinen.  Da  aber  die  Curven  Ä',  K'  sich 
in  zwei  reellen  Punkten  m und  n schneiden,  so  werden  sic  von  zwei 
reellen  und  zwei  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten  berührt. 
Die  Schnittpunkte  c und  c,  sowohl  der  reellen,  als  auch  der  imagi- 
nären Taugentenpaare  sind  reell  und  bilden  die  Scheitel  c und  der 

obenangeführten  Berührungskegel  B,  Bv  Aus  dem  Vorigen  ist  auch 

ersichtlich,  dass  die  Curven  K,  K’  als  collineare  Curven  in  pcrspec- 
tivischer  Lage  angesehen  werden  können,  und  zwar  für  die  Spur  mn 
als  Colliueationsaxe  und  für  die  Punkte  e und  cy  als  Colliueations- 
centra. 

Um  nun  die  Construction  der  Punkte  c , et  von  der  Bestimmung 

der  gemeinschaftlichen  Tangeutenpaare  der  Curven  üf,  K ' unabhängig 
zu  machen,  — was  namentlich  in  dem  Falle  von  Wichtigkeit  ist,  in 
welchem  das  imaginäre  Tangeutenpaar  nicht  graphisch  coustruirbar 
ist  — , bestimmen  wir  zuerst  die  Pole  p und  p der  Geraden  mn  be- 
züglich der  Kegelschnitte  K und  K'.  Die  Pole  p,  p erscheinen  dann 
als  zwei  entsprechende  Punkte  jener  ebenen  und  collinearen  Systeme, 
welche  sich  in  pcrspectivischcr  Lage  befinden  und  denen  die  Curven 
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K,  K‘  als  entsprechende  Curveu  angehören.  Die  Verbindungslinie  der 
homologen  Puukte  p , p'  muss  also  beide  Collineationscentra  c und 
<■,  enthalten.  Die  Lage  der  Punkte  c und  cx  im  Collincationsstrahle 

pp1  kann  man  etwa  dadurch  erhalten,  dass  man  zuerst  die  Punkte 

x , x ' bestimmt,  in  welchen  die  Senkrechte  up  die  Kreislinie  K' 
trifft,  und  dann  jene  Punkte  r,  vx  ermittelt,  in  denen  die  zur  Senk- 
rechten up'  collinear  verwandte  Gerade  up  deu  Kegelschnitt  K 
schneidet.  Da  aber  die  Puukte  a-,  x'  den  Punkten  v , vt  doppelt  als 
collinear  verwandte  Punkte  zugewiesen  werden  können , so  ist  leicht 

ersichtlich,  dass  die  Verbindungslinien  vx , vxx'  sich  im  Punkte  e,  und 
die  Verbindungslinien  vx\  vxx  im  Puukte  cx  schneiden  müssen. 

Durch  ähnliche  Untersuchungen  könnte  mau  für  jede  Kugelfläche, 

die  ihren  Mittelpunkt  auf  der  Senkrechten  uo’  hat  und  durch  den 
Kreisschnitt  hindurchgeht,  ein  Paar  von  Punkten  c und  cx  bestimmen, 
woraus  folgt,  dass  der  Gesammthoit  aller  solcher  Kugelflächen  eine 

Gesammtheit  von  Kreisen  K'  [Kreisbüschel  (A')]  und  eine  Gesammt- 

heit  von  Punkten  c,  cu  folglich  eine  Curve  C entspricht.  Es  ist  auch 
ferner  klar,  dass  die  Collineationscentra  c und  also  auch  die  Curve 

C in  der  Ebene  M des  Hauptschnittes  K sich  befinden. 

Denkt  man  sich  in  deu  Berührungskegel  B , der  das  Collinea- 
tionscentrum  c zum  Scheitel  hat,  und  welcher  den  Flächen  F,  F‘ 
umschrieben  ist,  eine  andere  Kugelfläche  F"  eingeschrieben,  so  wird 
F"  von  der  genannten  Kegelfläche  B nach  einem  Kreise,  und  F nach 
einem  Kegelschnitte  berührt.  Die  Berühruugseurveu  werden  sich  in 
zwei  Punkten  schneiden,  welche  reell  und  verschieden,  oder  zusam- 
menfallend, oder  endlich  imaginär  sein  können.  Wenn  wir  z.  B.  an- 
nehmen, dass  die  Punkte  reell  sind,  so  werden  sich  die  Flächen  F, 
F"  in  diesen,  und  zwar  nur  in  diesen  Punkten  berühren.  In  Folge 

dessen  werden  F’,  F"  nach  zwei  Kreisen  einander  schneiden,  und  die 
Ebene  FJ3  des  einen  Kreises  wird  zur  Ebene  E 2 parallel  laufen.  Es 

W W 

ist  auch  weiter  klar,  dass  die  Flächen  F,  F"  für  den  Punkt  c als 
Collineationscentrum  und  für  die  Ebene  E2  als  Collineationsebene 
ebenfalls  als  collineare  Flächen  in  perspectivischer  Lage  angesehen 
werden  können,  und  dass  also  zur  coustructivcn  Bestimmung  der  Curve 

C eine  beliebige  Kreisschnittsebene  angenommen  werden  kann.  In 
Fig.  2.  haben  wir  die  Collineationsebene  durch  den  Mittelpunkt  s des 
EUipsoids  gelegt. 

2.  Nun  wollen  wir  beweisen,  dass  die  Curvo  C ein  Kegel- 
schnitt ist. 

U* 
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Da  der  Kreisbüschcl  ( K '),  dessen  reelle  Mittelpunkte  die  Punkte 
m,  n sind,  und  welcher  uns  zur  constructiven  Bestimmung  der  Punkte- 

paarc  (<?,  ct)  und  somit  der  Curvc  C gedient  hat,  die  Senkrechte 

uo'^li  in  einer  involutorisclien  Punktreihe  R*)  schneidet,  in  wel- 
cher die  Punktepaarc  (x,  x')  einander  involutorisch  entsprechen,  so 

müssen  die  Punktreihen  R = (xyu  ...),  Rr  = (x V»'®  • • •) > aus  denen 

die  involutorischc  Reihe  R zusammengesetzt  ist,  projcctivisch  sein. 

Die  Strahlenbüschel  r,  vx  **),  welche  die  Punkte  (c)  ***),  d.  h.  einen 

Kegelschnitt  C erzeugen,  sind  aber  beziehungsweise  Scheine  der  pro- 

• • 

jectivischeu  Reihen  R , R’,  sie  müssen  daher  auch  untereinander  pro- 

jectivisch  sein  und  einen  Kegelschnitt  C , welcher  durch  die  Punkte 
v,  vx  hiudurchgeht,  erzeugen. 

Dass  die  Strahlenbüschel  vx,  v , welche  gegen  die  projectivischen 
Reihen  /?,  R'  resp.  perspcctivisch  liegen  und  welche  die  Punkte  (c,), 

also  einen  mit  C identischen  Kegelschnitt  Cx,  erzeugen,  kann  wie  folgt 
bewiesen  werden. 

Weil  der  Strahl  ovi  durch  den  Punkt  u (Centralpuukt  der  in- 

• • 

volutorischen  Reihe  R)  hindurchgeht,  welcher  mit  dem  unendlich  fer- 
nen Punkte  u ^ des  Trägers  R ein  entsprechendes  Punktepaar  «, 

m'qq  der  involutorischen  Reihe  R bildet,  so  werden  dem  gemeinsamen 
Strahle  wx  in  den  Strahlenbüscheln  v(x yu...),  vj(a:'y'w'a 0...),  sowie 
auch  in  deu  projectivischen  Büscheln  v^xyu...),  v{x’y,ntX) . . .),  die- 
selben Strahlen  vu  , vxu  ^ , welche  zum  Träger  R parallel  laufen, 
entsprechen ; und  diese  werden  beide  Kegelschnitte  C\  C\  in  den 

Punkten  v,  vt  berühren.  Beide  Kegelschnitte  C,  C\  erscheinen  somit 

durch  die  Punkte  v,  vt,  durcli  ihre  Tangenten  r,  V und  durch  die- 

• • 

selbe  involutorischc  Reihe  R vollkommen  bestimmt,  sie  müssen  also 
identisch  sein. 

Im  Vorangehenden  haben  wir  gesehen,  dass  die  Curven  K uud 


*)  Durch  das  Symbol  R bezeichnen  wir  eine  involutorischc  Punktreihe, 

welche  aus  den  Punktreihen  /?,  R , deren  Träger  R.  R sind,  zusammenge- 
setzt ist. 


; 


**)  Durch  das  Symbol  v , bezeichnen  wir  einen  Strahlenhüsohel , dessen 
Mittelpunkt  v ist. 


***)  Unter  (C)  wird  die  Gcsammthcit  aller  Punkte  des  Kegelschnittes 
verstanden,  welche  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  der  Punkt  c. 


C 
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C zwei  Punkte  v,  vt  gemeinschaftlich  haben,  und  dass  die  Tangenten 

V,  Vj  des  Kegelschnittes  C in  den  Punkten  v , vt  zum  Träger  R 
parallel  sind.  Wenn  wir  beachten,  dass  die  Polare  des  Punktes  p in 

Bozug  auf  den  Kegelschnitt  K die  Secante  mn  ist,  so  sehen  wir,  dass 
der  Strahl  twx,  welcher  den  Punkt  p mit  dem  Mittelpunkte  u seiner 
Polaren  mn  verbindet,  ein  Durchmesser  des  Kegelschnittes  K ist,  und 
dass  also  die  Tangenten  der  Curve  K in  den  Endpunkten  des  Durch- 
messers wt  zu  mn  parallel  sind.  Nehmen  wrir  auf  die  gewonnenen 
Resultate  Rücksicht  und  darauf,  dass  R senkrecht  steht  auf  m«,  so 
können  wir  folgenden  Satz  aufstcllcn:  Die  Tangenten  der  Curve  C 
bilden  mit  den  zugehörigen  Taugenten  der  Curve  K in  den  Punkten 

u,  r,  rechte  Winkel,  d.  h.  die  Curvcn  K und  C schneiden  sich  iu  den 
Punkten  v , t'j  rechtwinklig  und  haben  denselben  Mittelpunkt. 

3.  Wir  wollen  nun  die  Bedingungen  aufstellen,  unter  welchen 

der  Kegelschnitt  C sich  als  eine  Ellipse,  eine  Hyperbel  oder  eine 
Parabel  ergibt. 

Man  kann  bekanntlich  nur  solche  Nichtregelfiächen  zweiter  Ord- 
nung affin  auf  einander  beziehen,  welche  derselben  Gattung  angehören 
(z.  B.  zwrei  Ellipsoidc,  zwei  einfache  Hyperboloide,  zwei  elliptische 
Paraboloide  u.  s.  w.);  es  existirt  also  in  dem  Falle,  wenn  die  Fläche 

F ein  Hyperboloid  ist  (Fig.  1.),  keine  Kugel,  welche  dem  Hyper- 
boloide, sowie  auch  kein  Kreis,  welcher  dem  Hauptschnitte  K affin 
zugewiesen  werden  könnte.  Hieraus  erhellt,  dass  iu  den  projectivi- 

schen  Büscheln  v,  v1  koin  Paar  von  parallelen  und  entsprechenden 

Strahlen  zum  Vorschein  kommt,  und  dass  die  Curve  C\  weil  sie  keinen 
unendlich  fernen  Punkt  besitzt,  eine  Ellipse  ist. 

Ist  die  gegebene  Fläche  ein  Ellipsoid  (Fig.  2.),  und  beschreibt 
man  in  demselben  mit  der  mittleren  Halbaxe  als  Radius  eine  concen- 
trischc  Kugel,  so  wird  dieselbe  von  der  Ebene  M des  Hauptschnittes 

K nach  einem  Kreise  K"  vom  Durchmesser  mn  geschnitten.  Der 
Kreis  K ",  welcher  dem  Kreisbüschel  ( K ')  angehört,  wird  noch  von 

dem  geometrischen  Orte  der  Kugelmittelpunkte  (</)  in  zwei 

Punkten  vt'  getroffen,  welche  mit  den  Punkten  v,  v1  verbunden, 

zwei  Paare  von  parallelen  und  entsprechenden  Strahlen  w\ 

pt?/,  fjv'  der  Strahleubüschel  v,  Vj  liefern.  Man  sieht  hieraus,  dass 
nach  den  Gesetzen  der  perspectivischen  Affinität  aus  dem  Ellipsoide 

eine  und  nur  eine  Kugel,  und  aus  der  Ellipse  K ein  und  nur  ein  Kreis 
K"  abgeleitet  werden  kann,  und  dass  die  Strahlen  w\  v,v'  die 
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Affinitätsrichtungen  sind.  Der  Kegelschnitt  C hat  also  zwei  unend- 
lich ferne  Punkte  und  ist  eine  Hyperbel.  Die  Geraden  Dx,  /)/, 
welche  wrir  durch  den  Mittelpunkt  s parallel  zu  den  Affinitätsrich- 
tungen w\  vtv'  legen,  sind  Asymptoten  der  Hyperbel  C. 

Ist  endlich  die  gegebene  Fläche  ein  Paraboloid,  und  betrachtet 
man  die  Kreisschnittsebene  als  eine  Kugelflächc  und  die  Spur  mn 
als  einen  Kreis  vom  unendlich  grossen  Halbmesser,  so  wird  mn  die 
Punktreiho  R in  den  Punkten  m,  u x schneiden.  Da  nun  der  Durch- 
messer ?;r100  durch  den  Mittelpunkt  der  Parabel  K d.  h.  durch  den 
unendlich  fernen  Punkt  ihrer  Axe  hindurchgeht,  so  ergibt  sich,  dass 

nur  die  Strahlen  vu,  t?,x  parallel  sein  können,  und  dass  die  Curve 
C eine  Parabel  ist. 

i 

4.  Es  ist  wert  zu  erwähnen,  dass  die  Strahlenbüschel  v(xyuu'a 0 ...), 
*’i(<c'yVao-)  auf  der  uueudlieh  fernen  Geraden  der  Ebene  der  Curve 

K zwei  projoctivische  Punktreihon  (a?x  yx  *tx  m'x  ..),  (x'x  y'x  u'x  mx,  ..) 
erzeugen,  folglich  ist  (xx  y x wx  w'x ) = (*'oo  Vec  'w'x>  uao  )>  und  x'ao  > 
•/ad/'cci  uaDu'ao  bilden  eine  Involution.  Die  Doppelpunkte  dieser 

Involution  sind  unendlich  ferne  Punkte  des  Kegelschnittes  C’,  und 
man  hat  daher  in  Fig.  1.  zwei  imaginäre,  in  Fig.  2.  zwei  reelle  und 
verschiedene,  und  in  Fig.  3.  zwei  zusammcnfalleudc  Doppelpunkte. 

Projiciren  wir  die  Involution  *x*'x,  yx/x,  mxw,oo  z-  aus  dem 

! 

Mittelpunkte  s der  Strecke  wv  d.  h.  verschieben  wir  die  Strahlen- 
büschel t?,  vx  parallel  zu  sich  selbst,  bis  ihre  Mittelpunkte  vy  vx  mit 
dem  Halbiruugspunktc  s zusammcufallen,  so  erhalten  wir  eine  Strah- 
leninvolutiou,  deren  Doppelstrahlen  die  unendlich  fernen  Punkte  der  j 

Curve  C projiciren  und  daher  Asymptoten  dieser  Curve  sind. 

5.  Betrachten  wir  vvy  cct  als  ein  der  Curve  C eingeschriebenes 
Viereck  und  die  Tangenten  in  den  Punkten  t>,  vly  c,  cx  als  ein  der- 
selben Curve  umschriebenes  Vierseit,  so  sehen  wir,  dass  das  Diago- 
naldreieck pxx ' des  Viereckes  zugleich  ein  Diagonaldreiseit  des  be- 
treffenden Vierseits  ist,  uud  dass  der  Schnittpunkt  w'x  der  Tangenten 
F,  \\  und  der  Schnittpunkt  d der  Tangenten  co\  cxd  auf  der  Dia- 
gonalseite xx‘  liegen  muss.  Es  ist  bekannt,  dass  die  so  erhaltenen 
Punkte  xx'o'h'zq  harmonische  Punkto  sind,  uud  da  der  letztere  Punkt 
n'.x  im  Unendlichen  liegt,  so  muss  o'  die  Strecke  xx' , d.  h.  den 

Durchmesser  der  Kreislinie  K'  halbireu.  Es  gelten  somit  folgende 
Sätze:  a)  Die  Taugeuten  des  Kegelschnittes  C iu  den  Punkten  c,  % 
schneiden  sich  im  Mittelpunkte  o jener  Kugel  Fr , welche  die  colli- 
near  Verwandte  ist  der  gegebenen  Fläche  F für  dio  Punkte  c,  t\  als  , 
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Colliueationscentra  und  für  die  Kreisschnitt sobenc  E»  als  Collineations- 
ebene,  b)  Die  Tangenten  des  Kegelschnittes  C in  den  Punkten  c,  cx 
schneiden  sich  im  Mittelpunkte  o ' jener  Kreislinie  K',  welche  die 
collinear  Verwandte  ist  des  Kegelschnittes  K für  die  Punkte  c,  c, 
als  Collineationscentra  und  für  die  gemeinschaftliche  Seeante  mn  der 
Curven  K,  K'  als  Collinoationsaxe. 

6.  Es  bleibt  uns  noch  übrig  zu  beweisen,  dass  die  Curven  K 
und  C confocal  sind. 

Wir  wissen,  dass  jede  Kreislinie  Kt , welche  durch  zwei  Punkte 

m,  n eines  Kegelschnittes  K hindurchgeht  und  in  der  Ebene  desselben 
liegt,  denselben  noch  in  weiteren  Punkten  »4,  n,  schneidet,  und  dass 
die  Verbindungslinie  solcher  Punkte  von  constanter  Richtung  ist.  Im 

Kreisbüschel  ( K ')  existiren  zwei  Kreislinien,  die  den  Kegelschnitt  K 
in  den  Punkten  t,  berühren.  Die  Tangenten  dieser  Punkto  sind 

parallel  zu  m,«,.  Die  Kreislinio,  welche  den  Kegelschnitt  im  Punkt 
t berührt,  wenn  wir  Kt , und  die  Kreislinie,  welche  den  Kegelschnitt 
im  Punkte  t'  berührt,  nennen  wir  Kt1  *).  Wir  können  beweisen,  dass 

die  Punkto  t , 4 auch  dem  Kegelschnitte  C angehören.  Zu  dem  Zwecke 
erinnern  wir  uns,  dass  die  Kreislinien  Kt,  Kr,  welche  den  Kegel- 
schnitt K in  don  Punkten  t,  tt  berühren,  auf  der  Curve  K zwei  wei- 
tere Punkte  bestimmen,  deren  Verbindungslinien  offenbar  mit  der 
Geraden  mn  sowohl  der  Lage  als  auch  der  Richtung  nach  übercin- 
stimmen-,  da  aber  die  Tangenten  der  Curve  K in  den  Punkten  v , v1 
dieselbe  Richtung  haben  wie  mn,  so  können  wir  zwei  Kreislinien  con- 

struiren,  die  den  Kegelschnitt  K in  den  Punkten  t und  v oder  vx  be- 
rühren. Dasselbe  bezieht  sich  auch  auf  den  Punkt  £,.  Hieraus  folgt, 
dass  die  Punkte  Wjttj  symmetrisch  zu  den  Axcn  des  Kegelschnittes 

K liegen  und  ein  Rechteck  bilden,  d.  h.  einer  Kreislinie  angehören, 
die  ihren  Mittelpunkt  im  Centrum  der  Curve  C hat.  Es  seien  r und 
r die  Schnittpunkte  der  Kreislinie  Kt  mit  dem  geometrischen  Orte 
uu'zq  der  Kugolmittelpunkte  (</) ; dann  halbiren  die  Punkte  r und  r 
den  auf  Kt  bestimmten  iBogen  mn.  Dio  Kreislinie  Kt  schneidet  die 
Curve  K in  den  Punkten  m,  n und  berührt  dieselbe  im  Punkte  t ; 
nach  einem  bekannten  Satze  über  die  Kegelschnitto  bilden  die  Ge- 

■w 

raden  mt  und  nt  mit  den  Axcn  der  Curve  K gleiche  Winkel.  Die 


*)  In  Fig.  1.  ist  bloss  die  Kreislinie  Kt  gezeichnet. 
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Seiten  des  Kccliteckcs  w,  ttL  sind  aber  parallel  zu  diesen  Äsen,  folg- 

bch  halbiron  die  Geraden  vt,  v,t  die  Winkel  der  Geraden  mt,  ,u,  und 

deshalb  worden  die  erstereu  zwei  Geraden  die  Kreislinie  X,  in  jenen 

Punkten  schneiden,  die  den  Kreisbogen  mn  halbiron,  also  in  den 

Punkten  r und  r'.  Es  ist  also  der  I'uukt  t der  Schnittpunkt  der 

Geraden  er  und  v,r\  und  somit  ein  Punkt  der  Curve  C.  Dasselbe 
gilt  vom  Punkte  t . 


de.  «e°n fT1 '6C'hUiWC  5 Und  * schncidca  sich  in  deu  Eckpunkten 
. Rechteckes  w,tf„  folglich  sind  sie  coaxial,  und  da  sic  sich  wie 

wir  schon  früher  gezeigt  haben,  in  den  Punkten  *,  v,  rechtwinklig 
urckschueidcu,  so  werden  sie  sich  auch  in  den  Punkten  t,  t,  recht 
^nklig  schneiden  und  beide  Kegelschuitte  müssen  also  confocal  sein 
Wir  können  also  folgende  Resultate  aussprechen: 

a)  Der  geometrische  Ort  .1er  Collineationsccntra  (c,  ct)  zwischen 
einer  Nichtregemache  zweiter  Ordnung  > und  einem  System  von 
Kngelflächon  (/• '),  die  durch  eincu  Kreisschuitt  der  Fläche  hindurch- 
gehen, ist  cm  zum  Hauptschnitte  X confocaler  Kegelschnitt  C *). 

b)  Der  geometrische  Ort  der  Collineationsccntra  (c,  c.)  zwischen 
einen.  Kegelschnitte  £ und  einen,  System  von  Kreisen  (X")  ist  ein 
zuin  Kegelschnitte  £ coufocaler  Kcgolschnitt  C. 

7.  Die  confocalen  Kegelschnitte  X und  C führen  uns  zur  h» 
kannten  Axenconstruction  der  Ellipse,  von  welcher  zwei  conjL^ 
Durchmesser  «,,,  (Fig.  2.)  gegeben  sind.  ^ 

auf  dl  n' \ZWCCke  "ir  V0“  dem  Pu“kt°  *’>  oiDe  Senkrechte 

den  Durchmesser  mn,  und  tragen  auf  diese  Senkrechte  vom  Punkte 

sr  d?r^“,ir^wcn  Di°  vcrbiDdnn«s- 

a . _u  ^ ^ mit  dem  Mittelpunkte  s sind 

Asymptoten  der  Hyperbel  ('  Ua«,,  > 

AW  ...ul  a , ; ° D dc“  uonerucutcn  Droieckcu 

£.  u“d  ergibt  sich  Wkl.  v„’s  = Wkl  ,iv  d h 

Sr*  *•*  ",  “•  <■» i»  dM.  a Xi.  l'b 

i’ÄS  ■ t 

kaunt  voraussetzen,  dass  parallele  Gerade,  welche  S d^h  l t 
den  Axen  «,  »4  fuhren,  die  Asymptoten  in  zwei  Punkten  ß und  « 
“■j  r"  d“  “■  * * Uns»  *r  Bdta.  «.  * L 

*)  »r.  W.  Fiedler,  Darstellende  Geometrie,  erste  Anflage  pag.  392. 
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8.  Die  gewonnenen  Resultate  kann  man  auch  bei  der  directen 
Axenbestimmung  der  Central-Projection  eines  Kreises  verwerten. 

Es  sei  mn  (Fig.  4)  das  Bild  der  centralen  Projection  des  zur 

Bildebene  (Projectionsobenc)  parallelen  Durchmesser  m0n0  eines  cen- 
tral zu  projicirenden  Kreises , welcher  auf  einer  gegen  die  Bildebene 
beliebig  geneigten  Ebene  S , F'  liegt.  S sei  die  Spur  und  F’  die 
Fluchtlinie  dieser  Ebene;  ferner  sei  c der  Centralpunkt  (Haupt- 
punkt), c*(c)  die  Distanz  uud  c die  Umlegung  des  Projectionscentruma 
um  die  Fluchtlinie  F in  die  Bildebene.  Zur  Bestimmung  der  Axen 
der  centralen  Kreisprojection,  denken  wir  uns  die  Ebene  des  Kreises 

um  jenen  Durchmesser  m,)«^  der  seine  centrale  Projection  in  mn  hat, 
in  eine  zur  Bildebene  parallele  Lage  gedreht,  und  construircn  nun 

die  ceutralo  Projection  K'  des  gedrehten  Kreises.  Es  wird  sofort 
in  die  Augen  fallen,  dass  K und  K'  als  colliueare  Curven  in  per- 
spectivischer  Lage  betrachtet  werden  können,  und  dass  mn  die  Col- 
lincationsaxe  und  c das  Collineationscentrum  ist.  Man  wird  auch 
nach  den  oben  angeführten  Ergebnissen  ohne  weiteres  erkennen,  dass 
c auf  einer  zum  Bilde  K confocalen  Hyperbel  C liegt*)  — weil 
sich  zwischen  R und  Kr  ähnlicho  Verhältnisse  ergeben  wie  in  Fig.  2. 

— und  dass  das  Bild  K von  der  Hyperbel  C in  jenen  Punkten  y,  y, 
rechtwinklig  geschnitten  wird,  welche  Ccntral-Projectionen  der  End- 
punkte des  zur  Bildebene  senkrecht  stehenden  Durchmessers  sind. 

Dass  uc  die  Curve  C im  Punkte  c berührt,  ist  auch  klar.  Wenn  wir 
die  Asymptoten  £>*,  Z),'  der  Hyperbel  C construircn,  so  sind  wir 

auch  im  Stande  die  Axen  des  Kreisbildes  K sowohl  der  Lage,  als 
auch  der  Länge  nach  zu  bestimmen.  Zur  Bestimmung  der  Asymptoten 

D1?  Dx'  denken  wir  uns  die  Strahlenbüschel  vj,  welche  die  Curve 

C erzeugen,  parallel  zu  sich  selbst  verschoben,  bis  ihre  Mittelpunkte 
y,  pj  zusammenfallen.  Dadurch  erhalten  wir,  wie  bekannt,  (Art.  4.) 

eine  Strahleuinvolution  #,  welche  durch  zwei  einander  entsprechende 
Strahlenpaare  su1  und  su^'  («m/)  («x');  sx^sx^  (vx1)  und  sx1'(sx1'  ||  vyx') 
vollkommen  bestimmt  ist.  Die  Doppelstrahlen  Z>,  und  D,'  (Asym- 
ptoten der  Curve  C)  der  Strahleniuvolution  7 kann  man  mit  Hilfe 
eines  beliebigen  durch  * hindurchgelegten  Kreises  bestimmen.  Die 
Strahlenpaare  «•/;  sx1 , «x/  schneiden  nämlich  diesen  Kreis  in 
den  einander  entsprechenden  Punkten  u 15  xly  x,'  einer  Punkt- 

involutiou,  welche  durch  die  Strahleninvolution  * auf  dem  Hilfskreise 


*)  In  der  Figur  4.  ist  die  Hyperbel  C nicht  gezeichnet. 
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bestimmt  wird.  Die  Doppelpunkte  rf,,  d dieser  Punktinvolution  er- 
halten wir  entweder  mit  Hilfe  der  Involutionsaxe  £ oder  des  In- 
volutionscentrum <f.  Im  ersten  Falle  construiren  wir  die  Schnitt- 
punkte £ und  rj  der  Geraden  ti/ar/  UQd  der  Geraden 

ux'x,  und  verbinden  dieselben  durch  die  Involutionsaxe  £.  Die 
Schnittpunkte  d^  und  dx*  der  Axe  £ mit  dem  Hilfskreise  sind  Dop- 
pelpunkte der  im  Kreise  bestimmten  Punktinvolution  und  die  Ver- 
bindungslinien des  Punktes  » mit  den  Doppelpunkten  dt,  d^  sind  die 
gesuchten  Doppelstrahlen  Z>„  Dtf.  Die  Doppelpunkte  rfj , hätte 
man  wohl  auch  erhalten  können,  wenn  man  durch  das  Involutions- 
centrum <J  zum  Hilfskreise  Tangenten  gelegt  und  die  Berührungspunkte 
derselben  bestimmt  hätte.  Das  Centrum  a ist  der  Schnittpunkt  der 

Geraden  wju,',  x^'.  Halbiren  wir  den  Winkel  und  Nebenwinkel 
zwischen  den  Asymptoten  Dx  und  Dx\  so  erhalten  wir  die  Axen  »a 
und  »b  der  Lage  nach.  Die  Längen  der  Halbaxen  « a = *a,  sb  = »ß 
findet  man  wie  in  Fig.  2.  mit  Hilfe  der  Geraden  t^cr,  t’,0,  welche 

parallel  zu  sb,  sa  gezogen  werden  und  die  Geraden  Z>1?  Dt'  in  den 
Punkten  «,  ß treffen.  Es  sei  nebenbei  bemerkt,  dass,  wenn  man  vom 
Mittelpunkte  des  Hilfskreises  auf  die  Involutionsaxe  £ eine  Senk- 
rechte fällt,  dieselbe  durch  das  Iuvolutionscentrum  a hiudurchgeht 
uud  den  Hilfskreis  in  den  Punkten  r,  r sehueidet,  welche  mit  dem 
Punkte  s durch  gerade  Linien  verbunden,  auch  die  Axen  des  Kegel- 
schnittes K der  Lage  nach  liefern;  denn  *r,  sr'  sind  entsprechende 

rechtwinklige  Strahlen  des  involutorischen  Strahlenbüschels  V. 

In  Fig.  5.  ist  auch  der  Fall  behandelt,  wenn  das  Bild  des  Kreises 
eine  Parabel  wird. 

Es  wurde  der  Brennpunkt  / dieser  Parabel  als  Schnittpunkt  der 
Kreise  Ku  ATS,  welche  den  Dreiecken  A12c'  und  £\l'2'c'  umschrieben 

sind,  bestimmt  Dass  die  Kreise  TT,,  Ar2  durch  den  Brennpunkt  / 
hindurchgehen  müssen,  ergibt  sich  daraus,  dass  die  Seiten  der  Drei- 
ecke Al 2c'  und  A1'2V,  welchen  sie  umschrieben  sind,  aus  den 

Tangenten  der  Parabel  C und  der  Parabel  K gebildet  sind. 

Zu  Ende  dieser  kleinen  Mitteilung  wollen  wir  nur  nebenbei  be- 
merken, dass  derselben  die  Lösung  der  Aufgabe  „es  soll  der  geome- 
trische Ort  des  Projectionscentrums  bestimmt  werden,  aus  welchen 
ein  Kegelschnitt  auf  eine  gegebene  Ebene  als  ein  Kreis  sich  pro- 
jicirt“,  sich  naturgemäss  anschliesst.  Da  wir  dieses  Problem  schon 
an  einem  anderen  Orte  besprochen  haben,  so  wollen  wir  hier  davon 
abschen  und  erlauben  uns  den  geneigten  Leser  dahin  zu  verweisen  *). 


*)  Archiv  mathemntiky  a fysiky.  II.  Band  pag.  104. 
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IX. 


D^veloppement  en  s&rie  entiere  de 

i 

(l-j -ax)  . 

Par 

P.  Appell. 


I.  Soit  a une  constante  imaginaire  quelconquc,  x une  variable 

l 

X 

imaginaire;  la  fonction  prend,  pour  chaque  valeur  de  x 

autre  qu*  une  valeur  commensurable,  une  infinite  de  valeurs  que  l’on 
peut  d^finir  par  le  l’identite 

I-  -Log(l-fax) 

(1)  (1+«*)  = « 

Parmi  toutes  los  valeurs  de  Log(l-f  ax),  je  considäre  seulement  celle 
qui  se  r^duit  ä 0 quand  x tend  vers  0; 

(2)  Log(l  -\-ax)  = ax — g g i3 — ... 

l 

X 

La  fonction  (1 -}-<**)  que  definit  alors  l'identit6  (1)  cst  ddveloppable 
en  une  s6rie  ordonnce  par  rapport  aux  puissances  positives  crois- 
santes  de  x et  convcrgente  pour  toutes  les  valeurs  de  x dont  le  module 

est  moindre  que  le  module  de  On  peut  calculer  autant  de  ter- 

mes  de  cctte  s6ric  que  Ton  veut,  de  la  fa$on  suivante.  Remplagons 
dans  (1)  Log(l  -\-ax)  pour  le  däveloppement  (2),  nous  avons 


P’une  mantöre  generale  1c  coefficient  Ap  de  (—  VPxP  scra  de  la  forme 

(4)  AP  = «i'+HP,  -f -l\a+  ...  PpaP-') 

Pi,  P*  --.Pp  6tant  des  coofficients  numeriques.  On  peut  ätablir  une 
formale  rceurrontc  permettant  de  caleuler  chaeun  de  ces  coefticients 
Ap  ä l’aidc  du  precedent,  A cet  effet,  ecrivons 

i 

i 

e~a{\-\-ax)  = A0  — Atx-\-  . . . -j-( — l)PApxP-)-  . . . , 

I 

puis  preiious  les  d6riv6cs  des  deux  membres  par  rapport  ä a.  Nous 
avous 

U ! 

e~u(l-\-cur)  — c — u(  1 -f-a#)  = £( — lJMp'a:? 

en  appelant  Ap  la  därivee  de  Ap  par  rapport  ä a.  La  relation  pr6* 
cedente  peut  s’ccrire 

l-i 

e~a(l+ax)  = £(—  l)PApxP-)~  £(—  \)PApxP 
et  en  multipliant  les  deux  membres  par  (1 -{-«*) 

£(—  \)PApxP  = (l-\-ax)£(—l)P(Ap  + Ap,)xP-<t 
d’oii,  en  egalant  les  cocfficients  de  xP  dans  les  deux  membres: 


(5) 


Ap'  — a(Ap—i-\- Ap ~\  ) 

a 

Ap  = aAp—i  -{-  (a — \)Ap-\da 


et  Pon  a ainsi  l’expression  de  AP  au  fonction  de  Ap-\ . 


II.  L’expression  (4)  du  coefficient  Ap  est  intimeraent  H6e  ä 
l’expression  de  la  sommc  des  produits  diffßrents  des  » premiers  en- 
tiers  p a p.  Soit  Sp(n)  ccttc  sommc.  On  a 

^i(n)  = 1+2+  • • • ”hn  = ^ 2~^~  » 
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<Sj(»)  «1.2  “|~  1 . 3 -j- ...  -f- 1 . « 

-f-2 .3+.-  -f~2  ,n 

+ — + 

+ (;»— l).n 

et  ainsi  de  suite.  Or,  voici  le  theor&me  que  je  me  propose  de  d6- 
montrer : 

L’exprcssion  de  la  somme  Sp(n)  est 

(n-f  l)n(u  — l)...(n  — p+ 1)  [i^ -f  Pä(w— ;j)-J-P3(n— ^)(n— p— 1)+... 

+ Pp(n  — p)  (n  — p — 1)  ...  (n  — 2p -f  2)], 

* 

les  coefficients  ötant  precisement  ceux  qui  eutrent  dans 
rexpression  (4)  du  coefficient  Ap. 


= (n+l)n(n— 1)  ^|+~ 


—2 

8 


Pour  demontrer  ce  th^oreme,  je  vais  d’abord  faire  voir  que 
Sp(n)  est  un  polynöme  cu  n du  degre  2p  divisible  par  le  produit 
(n-f-l)«(w  — l)...(n— j>  + 1),  en  montraut  que  si  cette  propositiou  est 
vraie  pour  Sp_i(n),  eile  le  sera  pour  Sp(n)-,  aiors,  comme  la  proposi- 
tion  est  vraie  pour  ^(n),  eile  le  sera  quel  que  soit  p.  On  a 6vi- 
demment 

(6)  Sp(n)  — nSp-i(n  — l)-j-<Sp(«—  1) 


d’oü  il  resulte  deja  que,  si  Sp-\(n ) est  un  polynöme  en  n de  degrö 
2 (p — 1),  SP(n)  sera  de  degrö  2p.  Maintenant  daus  les  deux  membres 
de  l’identitö  (6)  faisons  « = p et  remarquous  que , d’aprös  la  döfini- 
tion  de  Sp(«),  on  a 


nous  obtenons 


SP(p)  = 1.2  ...  p, 

5p_i(/)-l)  = 1.2...  (/>  — 1); 

SP{p  — 1)  = 0; 


donc  d6j&  Sp(n)  cet  divisible  par  (n— p-j-l).  Faisons  ensuite,  dans 
(6),  n = p — 1,  et  rappelons  nous  que 

Sp(p-  D = o, 

Sp-i(p  — 2)  = 0; 

nous  obtenons 

Sp(P- 2J  =0 


donc  Sp{n)  est  divisible  par  (n — p-{-2).  On  continuera  de  cette 
fa^on , et  on  montrera  que  Sp(n)  est  divisible  par  le  produit 
— 1) ...  (?) — pH“l)-  Comme  d’ailleurs  Sp(7i)  est  en  7 1 du 
degre  2 p,  on  pourra  toujours  mettre  cette  fonction  sous  la  forme 
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(7)  SP(n)  - (n+l)n(n-l)...(n-p  + l)[P/+P,'(n—  p) 

+ Ps,(»-~ P)(n~  P~  1)+  • * * + Pp'(u  —p)(n  — P — 1)  — 2p+  2)] 

les  coefficients  F'  etant  independants  de  n.  Et  alors,  pour  d£montrer 
Ie  theoremc  que  j’ai  en  vue,  il  ne  me  reste  plus  qu’  ä,  d6montrer  que 

Pi'=P„  ...  Pp  = P? 


Pour  cela,  supposonsac  reel,  et  developpant  (1  -f-aa?)  par  la  forraule 
du  binome 

i 

(1  + aa?)  = + • • • 

, (1—  g)(l  — 2a;)  ...(1—  nx) 

1.2...(n+l)  ö 

Si  on  ordonne  ce  d^veloppement  par  rapport  aux  puissances  crois- 
santes  de  x,  on  a 


i 

X 


11  = 00 


(1-1- ase)  =«“  — <iV  £ „»-1+aVV a„-i 


n=x 


+ . ..  +(--l)PaJ’+1*P  2 


Sp{n) 


M=p  1.2  ...(w-j-  1) 


an  ~P- f-  . . 


Or  si,  daus  le  terme  general  de  jee  developpement,  on  reraplace  £p(n) 
par  son  expression  (7),  on  voit  que 


"=? Sp{n) 

n=P  1.2  ...(»  + 1) 


K = X 

an-p  = Z 


a' 


n — m 


„=0  1 .2...W 


+ rtiV  2 


aT 


n — 0 1.2...  n 


»=®  a*t 


+ . . . lFp  2 


= e°(P1/+P,'o+...PpV- 1) 

On  trouve,  de  cetto  fa^on,  pour  le  coefficient  de  ( — l)PxP  dans  le 

l 

X 

developpement  de  e~a{\-\-ax) , le  polynöme 

aP+\l\'+ P9’a+  . . . +PpV~i) 

Comme  ce  coefficient  doit  etre  identique  ä celui  d£ja  trouve  (4),  il 
faut 


Pt-P»  pt 


Pp=Pf\ 


ce  qui  d4montre  le  thöoreme. 
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Comme  application  du  th6or£me,  nous  pouvons  donner,  par  ex- 
emple,  l’expression  de  Sg(n)  deduite  du  coefficient  de  x 3 dans  le  dd- 
veloppement  (3): 


St(n)  = (n+l)n(w  — 1)  (r*  — 2) 


n — 3 . (n  — 3)  (n  — 4) 
6_  48 


on  bien 


S3(n)  = 


7»2(n-{-  l)2(f*  — l)(n  — 2) 
48 


J-S1S(«)S1(«-2) 


III.  II  cst  ä remarquer  que  la  somme 

Pt  + P%+...+Pp 

des  coefticients  qui  figurent  dans  le  polynöme  (4)  et  dans  l’expression 

de  Sp(n\  a pour  limite  - quand  p croit  indefiniment.  Pour  le  de- 
montrer  posons 

Pt+Pt  + ...+Pp  = Bp, 

et  dans  le  developpement  (3)  faisons  a — 1 et  rempla^ons  x par 
— x.  Nous  avons 

i 

- (1  — x)  = &o  + BgX  + . . . + BpXP  -}-••• 


Multiplions  les  deux  membres  par  (1—®), 

i '-l 

~ (1  — x)  = B0  -f  (Bt  — B0)x  -f-  . . . -f-  {Bp—  Bp- i)a*-{-  . . . 

C 

Lorsque  x tend  Yers  Punit6  en  croissaut,  le  premier  membre  a pour 
limite  la  sdrie  du  second  membre  doit  donc  rester  convergente 

pour  x = 1 et  avoir  pour  somme  -.  Or,  si  l’on  faita  = l,  la  somme 
des  p premiers  termes  du  second  membre  est  Bp\  il  faut  donc  que 
Bp  ait  pour  limite  - pour  p infini.  Ce  qui  demontre  la  proposition. 
Ainsi  l’on  a 

Bi  = = = Bs  = J+J  + A — H,  etc. 

nombres  qui  se  rapprochent  visiblement  de  -• 

6 
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X. 

Excentrischer  Kugelsector. 


Von 

R.  Hoppe. 


Wird  eine  Kugel  von  3 Ebenen  geschnitten,  die  sich  in  einem 
innern  Punkte  schneiden,  so  teilt  sich  die  Kugel  in  8 excentrische 
dreiseitige  Sectoren.  Die  Inhaltsberechnung  eines  solches  Sectors  hat 
zuerst  Grelle  gegeben,  erklärtermassen  aber  nur  als  eiu  Beispiel,  dass 
eine  von  Natur  einfache  Aufgabe  der  Lösung  viele  Verwickelungen 
und  Umständlichkeiten  eutgegeustellen  kann.  Ich  möchte  umgekehrt 
der  anscheinend  gar  nicht  sehr  einfachen  Aufgabe,  da  sie  9 unab- 
hängig gegebene  Linienverhältnisse  einführt,  für  sich  als  einer  der 
allgemeinsten,  der  Anwendung  in  der  Praxis  nahe  stehenden  elemen- 
taren Körperberechnungen  eine  hinreichende  Bedeutung  zuschreiben, 
dass  auch  weitere  Beschäftigung  mit  ihr  von  Interesse  ist.  Die  fol- 
gende Lösung  soll  ein  Versuch  sein,  einer  wirklichen  Bewältigung 
des  Resultats  und  der  Ilerlcitung  näher  zu  kommen,  und  die  An- 
reihung  zu  weitern  Versuchen  der  Vereinfachung  geben. 

Der  Sector  wird  eingeschlossen  von  einem  sphärischen  Kreis- 
bogendreieck ABC  und  3 excentrischcn  Kreissectoreu,  seinen  Seiten, 
jede  Seite  wieder  durch  einen  Bogen  eines  nicht  grössten  Kreises 
und  2 Gerade,  die  Kanten  des  Kugelsectors,  welche  in  dessen  Spitze 
E zusammenlaufen.  Zieht  man  durch  E einen  Kugeldurchmesser  und 
legt  3 Ebenen  durch  ihn  und  einzeln  durch  A,  B , C,  so  stellt  sich 
6’  als  algebraische  Summe  dreier  exccutrischer  Kugelsectoren  mit  dem 
Durchmesser  als  gemeinsamer  Kante  dar,  und  zwar  sind  alle  3 posi- 
tiv, oder  1 oder  2 negativ  zu  nehmen,  jcnachdem  der  Durchmesser 
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durch  S selbst  oder  durch  einen  anstossendeu  oder  Schcitelsector 
geht.  Hiermit  ist  die  Aufgabe  auf  die  zurückgeführt,  den  Inhalt  eines 
excentrischen  Kugelscctors  S1  zu  finden,  dessen  eine  Kante  ein  Stück 
eines  Durchmessers  ist,  der  also  nur  eine  beliebig  gegebene  Seite 
BEC  hat,  die  beiden  andern  sind  Sectorcn  grösster  Kreise  DED  und 
CED.  (Hierzu  die  Figur). 


Als  Element  des  Sectors  St  betrachten  wir  den  Keil  zwischen 
den  durch  ED  gelegten  2 Ebenen,  welche  mit  der  Ebene  BED  die 
Winkel  cp  und  <p  + 3<p  bilden.  Die  Schnittfigur  der  erstem  sei  PED. 
Bekanntlich  ist  ein  unendlich  düuuer  Keil  gleich  dem  Product  aus  dein 
statischen  Moment  einer  Seite  in  Bezug  auf  die  scharfe  Kante  und 
dem  unendlich  kleinen  Flächenwinkel.  Sei  also  MN  die  vom  Bogeu 
VD  und  von  PE  begrenzte  variabele  Parallele  mit  DE  im  Abstande 
r von  DE\  dann  ist  der  Keil 


MNr  3 r 


Bezeichnet  F den  Mittelpunkt  der  Kugel,  ip  den  Winkel  PFD,  e die 
Strecke  FE  positiv  nach  D hin,  und  setzt  mau  den  Kugelradius  =*  1, 
so  ist  die  obere  Integralgreuze  r — sini/>,  und 


MN=  yi  — r*  — e 


cos  tp  — e 
sinip 


daher  nach  Ausführung  der  ersten  Integration: 

3/S,  = -g  (1  — cos  ip — 2s^u2^) 


(1) 


Die  Gleichung  der  Seitenebeuc  BEC  sei 

(x — c)cosa-y  (ycos  ]3-}-ssin/?)sina  = 0 (2) 

wo  FD  zur  x Axe,  FDB  zur  xy  Ebene  genommen  ist.  Der  Punkt 
P liegt  auf  dieser,  auf  der  Schuittebcnc 


und  auf  der  Kugel  fläche 
Ausserdem  ist  bekannt 


5 = y tg  cp 


x*+y*  + z*~l 


x — cosi p 


Eliminirt  man  zwischen  diesen  4 Gleichungen  x,  y , 2,  so  bleibt: 


_ cosi p — e 

COS  (<p — p)  = : ; — cot« 

r/  Sill  1p 


Teil  LXY. 


12 


(3) 


Digltized  by  Google 


178 


Hoppe:  Excentrischer  KugeUeclor. 


Ferner  sei  H der  Pol  des  Kugelschnitts  BEC  von  ihm  aus  auf 
derselben  Seite  mit  D.  Da  hiernach  EIT  normal  zur  Ebene  BEC 
ist,  so  muss  ein  Lot  EG,  auf  der  Ebene  DFIT  errichtet,  in  die  Ebene 
BEC  fallen,  also  FG  eine  Seite  des  Kegels  sein,  welchen  FF  be- 
schreibt, wenn  P auf  dem  Bogen  BC  fortrückt,  folglich  ist 


ist  Daher  hat  mau  in  dem  bei  D rechtwinkligen  sphärischen  Drei- 
eck GDH  die  Relation 


Der  Centriwinkel  zu  D// ist  aber  der  erste  Richtungswinkel  der  Nor- 
male der  Ebene  (2),  also  = «;  demnach  ist  Gl.  (4)  zu  schreiben: 


Nach  Feststellung  dieser  Relation  betrachten  wir  das  sphärist 
Dreieck  PDH,  dessen  Seiten 


Wkl.  UFP  — HFG  = y 

ausserdem  erkennt  man,  da  EG  senkrecht  auf  EF,  dass 


JijF 

cos  EFG  = = e 

rir 


cos  GTT  = cos  DG' cos  DH 


(4) 


cos  y = ecos  « 


DH  = «,  HP  = y,  PD  = 
sind,  und  dessen  entsprechende  Winkel  sein  mögen: 

DPH  = p,  HDP  = v,  PHD  = x 
Dann  hat  mau  folgende  Relationen: 

cos  ip  = coswcos  y-f-sinosinycos  x 
cosy — cos  a cos 


COS  V = — : — 7 

siuasm^ 

sinv  sin  x 


sin  y sin  tb 


«+y 

cos~2“ 


Vermöge  der  Relation  (5)  lässt  sich  Gl.  (3)  schreiben 


woraus: 
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dtp  = + dv 

Differentiirt  mau  Gl.  (7)  und  (6),  so  kommt: 

_ . . cosycostp — cosa 

ovsinv  = otfj — ~ v 9- 

smasiirip 

sin ^ = d% sin  «sin y sin  ^ 

Beides  multiplicirt  giebt,  mit  Anwendung  von  Gl.  (8) 

cos  y cos  tp  — cos  « 


± = dv  = h 


sin2ip 


Jetzt  gebt  Gl.  (1)  über  in 

°Si  — ± (cos  y cos  1\> — cos  a) 

, /3 — ccosiP  cos «4- cos y\ 

= + s cos  y — r ~ ~ - ) 

— 3A\  2 ' 1-j-cosip  / 


Nun  ist  nach  Gl.  (G) 

1-f  cosip  = l-f-cosacosy-}-sinasiuycosx 

= 2 cos2  *~2"ycos2|  + 2cos2  ~^sin*  | 


das  ist  nach  Gl.  (9): 


«— y 


2 & 


2 cos2  - 2 ' cosa  4J 

i+cos^  = T7HF“ 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


snr 


Aus  derselben  Gl.  (9)  erhält  man  durch  Differentiation: 

h_  = __  30*+*) 

sin%  sin(fi-J-v) 
daher  nach  Division  durch  Gl.  (13): 


h 

1 + COS  1p 


tgltg^^r^30*+>) 

2 cos2  0 2^ 
B(n  v ) 

a — y a+y- 

2 cos  ~ 2 cos  ~2 


3Q*+*) 

cosa-}- cos  y 


(14) 


Führt  man  dies  im  letzten,  den  Wert  (6)  im  ersten  Term  von  (12) 
ein,  so  kömmt: 


12* 
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/3  — COS  2y 
±i{ö*cosy^ £ — - 


e . 

2 sm  a sin  y cos  % 


)+3(ft  + v)} 


Der  untern  und  obem  Integralgrcnzc  entsprechend , wo  P bzhw.  in 
B und  C fällt,  seien  y,  #*,  v durch  1 und  2 Accente  unterschieden; 
dann  wird 


■Si  = ±Hcoa  y 


- — (f—%')  - | sin«siuy(sin  f—  sinjc*) 

+f*"— v'| 


(15) 


Die  x haben  ihren  gemeinsamcu  Scheitel  im  Pole  77,  sind  also 
gleich  den  von  ihren  Schenkeln  IIB,  11C  einerseits,  HD  andrerseits 
begrenzten  Aequatorbogen,  die  wiederum  zu  den  Bogen  des  Parallel- 
kreises BC  im  Verhältniss  1:  siny  stehen.  Schneidet  HD  über  D 
hinaus  verlängert  BC  in  K,  so  ist 


KB 


X = 


J9 


KC 


S f-x' 


BC 


(16) 


sin  y ' " sm  y n n sm  y 
Die  v haben  ihren  gemeinsamen  Scheitel  in  D-,  ihre  Differenz  ist 

v"—  v'  = BDC  (17) 


Die  fi  sind  Complemente  eines  iunern  und  eines  äussern  Winkels 
des  Dreiecks  BDC,  also  jedenfalls 

± (fi'—  fi')  = DBC+  DCB  - 2R  (18) 


Die  Vorzeichen  bestimmen  sich  durch  speciclle  Einführung.  Für 
e = 0,  wo  cos  y = 0,  wird  BC  ein  Normalbogen,  und 

St  = \(BDC+DBC-{-DCB— 2R) 

Iliermit  sind  die  Vorzeichen  von  (17)  und  (18)  entschieden,  und  man 
hat: 


2R 


St  = I BDC+DBC+nCB - 

, f3  — cossy  . . . BC  KL  ] ) 

-r  cosy  -r-; BC — esm  «sm  y sm  . — cos — — } 

— ' 2smy  ' 2smy  smyj) 

wo  L die  Mitte  des  Bogens  BC  bezeichnet. 


Ferner  lassen  wir  D mit  //  zusammenfallcn,  dann  verhält  sich  -S, 
zu  einem  Kugelsegment  wie  Wkl.  BDC:  AR,  und  inan  hat: 

St  = $BDC(2  — 3cosy-f-cos3y) 

was  mit  unserm  Ausdruck  für  unteres  Zeichen  stimmt. 
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Addirt  man  jetzt  die  3 analogen  Teilsectoren,  so  erhält  man  für 
den  ganzen  Scctor  EABC : 


$(A C—2R) 


(19) 


, v,  /3  — COS2y  m l \ 

— i-Ecosyl— m — c sin  et  sin  y sin  x— r — cos-; — ) 

J ' \ 2smy  ' 2smy  sm y) 


wo  A , if,  C die  iuuern  Winkel  des  Bogendreiecks,  m eine  Seite  des- 
selben, und  l das  Stück  des  Parallelkreises  m zwischen  der  darauf 
sphärisch  projicirten  Centralprojection  der  Spitze  und  der  Mitte  des 
Bogens  m bezeichnet ; y und  « waren  erklärt  als  die  sphärischen  Ab- 
stände des  Bogens  m und  der  Centralprojection  der  Spitze  vom  Pole 
des  Bogens  m. 

Zum  Schluss  soll  noch  auf  den  Fall  eines  gleichseitigen  Sectors 
Anwendung  gemacht  werden.  Einen  solchen  erhält  man,  indem  man 
« auf  allen  3 Seiten  gleich  setzt  und  für  ß die  Werte  0,  |R,  $R 
wählt.  Die  Gleichungen  der  Seitenebenen  werden  dann: 


( BEC ) 


( x — c)  cot  a-f-y  = 0 


{ ^AEB  } ^ COt  a — t?/  — * V ^ ~ ^ 


(20) 


Je  2 derselben  bestimmen  mit  der  Kugelgleichung  verbunden  die 
Coordiuaten  einer  Ecke  A , B , C:  für  B , C findet  man: 


psin«-f-4ecos2« 

x = — ..  r—i  a- — i y 


l-}-3cos2a 


q — csin  « 

^ i o o COS  tt 

1 +3  cos2« 


(21) 


c sin  ft 


wo  zur  Abkürzung 


= + z — r~ö — ä"  V 3 cos  a 
— 1 3 cos2«  v 


g2  = l + (3 — 4c2)  cos2« 
gesetzt  ist.  Die  Coordiuaten  des  Poles  //  von  BC  sind: 

x = COS  a ; y = sin  « ; z = 0 

Durch  i?,  C einzeln,  durch  H und  durch  den  Mittelpunkt  legen  wir 
die  Ebenen 

ax-\-by  Ar.cz  = 0 

dann  ist 

. 1 — «2  cos2«  -f- cg  sin  « 

« = — sin  «,  b = cos«,  c = y 3 cos a 

Sie  bilden  den  Winkel  BHC  oder  dessen  Nebenwinkel-,  daher  ist 

1 — c2 


4-  cos  BHC 


a2-{-&2  — c2 

«2-|-Z>2-}-c2  1-j-c2 
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Da  nuu  die  Stellungen  beider  Ebenen  symmetrisch  zur  xy  Ebene  be- 
stimmt sind,  so  dass  die  eine  bei  einer  Drehung  längs  BC  bis  zur 
andern  in  entgegengesetzter  Stellung  in  die  andere  gelaugt,  so  ist  nur 
das  untere  Zeichen  gültig,  und  man  hat: 


BHC  1 
tg  -3-  = ' - oder 


m (1 — e2)  V 3 COS  « 


(22) 


2 sin  y 


woraus 


sin 


m 


1 — «2  cos2«  -J-  cg  sin  « 
y3cosa  p — esiua 


2siny  siny  1 -f-  3 cos2« 


Ferner  ist  einer  der  innern  Bogendreieckswinkel  zu  berechnen, 
etwa  BAC.  Die  x sind  für  A,  B , C gemeinsam,  also  nach  (21)  be- 
kannt; nach  den  gleichzeitig  geltenden  2 letzten  Gl.  (20)  ist  für  A 


also 


2(x — c)  cot«  = y;  z = 0 


x 


psinw+4«  cos2« 


_ p — esm« 
y = 2 , — . » ö~  cos  « 


s =0 


l-j-3cos2«  1 ■'  l-|-3cos2« 

daher  wird  die  Kugel  in  A berührt  von  der  Ebene: 

x(q  sin  a + 4c  cos2«)  -f-  2^(p  — e sin  «)  cos  a = 1 -f  - 3 cos2« 


(23) 


(24) 


Diese  schneidet  die  2 Ebenen  CEA  und  AEB  in  den  Tangenten  an 
AC  und  -<4#,  den  Schenkeln  des  gesuchten  Winkels.  Zur  Verein- 
fachung verlegon  wir  die  Ebenen  in  ihrer  Stellung  nach  dom  Mittel- 
punkt; dann  haben  wir  in  Vertretung  der  3 Gleichungen  (24)  (20)* 


x(g  sin  « + 4c  cos  2a)  + 2^(p  — e sin  «)  cos  a 
2#  cot«  — y + Z1/3  = 0 

Hieraus  findet  man  als  Durchschnittslinien: 


0 


x y s 

ä'  = h'm=±c' 

i O/  -X  „ I . 9 l + 3cossa 

« =*=  — 2(p  — c sm  «)  COS« ; b*  = g sm  « 4e  cos2« ; c = g "y'g'slng 

Diese  bilden  den  Winkel  BAC,  so  dass 

cosBAC  “ 

und  da 
so  folgt: 


a'*+b'*+c'* 
a,2+A'2  = (l+3cos2«)2 
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tg 


BAC q 

2 3sina 


(25) 


Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass,  weil  DH  durch  die  Mitte 
von  BC  geht,  l = 0 oder  = 2R  ist.  Führt  man  die  gefundenen  Werte 
in  Gl.  (19)  ein,  wo  die  3 Terme  der  Summe  einander  gleich  sind,  so 
erhält  man: 


5 = 2 arc  tg 


y 3 sin  « 


SR 


9 v (1  — c2)y 3cos« 

— cos  y(3 — cos2y)arctg  — 7-5 — j ; — 

9 9 sinzy+epsin« 

q — esin« 

4* .-  vö — ~r  V 3 sm« cos-y 
' 1 + 3 cos2«  v ' 


(26) 


Für  ein  unendlich  kleines  m muss  S in  eine  Pyramide  von  der 
Höhe  1 — e übergehen,  also 

m*(  1 — e) 


S 


4y  3 


(27) 


werden.  Hier  differirt  « unendlich  wenig  von  1 Rechten.  Sei  also 
a = R — «•,  dann  wird  bis  zu  2.  Potenz  von  «, 

q 1 + 2(1 — e2)sin2« 

arc‘g  yl-asi  “ arctg 73 

In  den  übrigen  Teilen  des  Ausdrucks  (26)  braucht  man  nur  die 
Ilauptwerto 

sin«  = siny  = q = 1;  cos«  = sin«;  cosy  = esinc 
cinzuführen.  Nach  Gl.  (25)  stehen  aber  m und  sin«  in  der  Relation: 

m = 2V  3(1  — e)  sin  « 

.(!+«)  — (3«) +(e2) 


Demnach  wird 


S = m2 


4y  3(1  — e) 


wo  die  3 Teile  des  Ausdrucks  (26)  im  Zähler  noch  in  Klammern  ge- 
sondert stehen.  Es  ist  daraus  zu  ersehen,  dass  alle  3 Vorzeichen 
keine  andern  sein  können  um  den  richtigen  Wert  (27)  zu  ergeben. 
Folglich  gilt  Gl.  (26)  mindestens  solange  bis  einer  der  3 Teile  ver- 
schwindet. Der  erste  verschwindet  nie,  der  zweite,  wenn  « von  R 
an  abnimmt,  erst  bei  « = — R,  wo  der  Sector  zur  vollen  Kugel  wird, 
der  dritto  nur  bei  « = 0,  wo  nach  (25)  BAC  — 2R  ist,  also  für 
convexe  Dreiecke  BAC  nie. 


Hiervon  kanu  man  auf  die  allgemeine  Formel  (19)  Anwendung 
machen,  indem  man  zur  Beurteilung  der  Vorzeichen  der  3 algebrai- 
schen Terme  — die  der  übrigen  sind  bereits  entschieden  — vom 
gleichseitigen  Sector  ausgeht,  hier  K auf  der  bezüglichen  Dreiecks- 
seite nimmt  und  dann  die  Seitenebenen  mit  Vermeidung  des  Durchgangs 
durch  DH  = Ö stetig  bis  in  die  gegebene  Lage  verschiebt.  Ist  ein 
DH  = 0 gegeben,  so  ist  der  betreffende  Term  null. 

Geht  der  Sector  durch  Zusammenfällen  zweier  Seiten  in  einen 
zweiseitigen  über,  und  mau  nimmt  das  willkürliche  E in  der  Mitte 
der  Sehne , so  wird  A = ii,  C = 2R,  l = 0,  die  Summe  hat  nur  2 
Glieder,  sonst  bleibt  alles  ungeändert. 


Die  angewandten  Relationen  sind  auch  ausreichend  um  die  9 In- 
tegrale zu  berechnen,  durch  welche  der  Schwerpunkt,  die  Trägheits- 
momente und  die  llauptträgheitsaxeu  bestimmt  werden.  Diese  ent- 
halten ausser  rationalen  Functionen  von  sin  x,  cos  i nur  die  Kreisbogen 
tp,  % und  + zwischen  den  augogebenen  Grenzen,  und  zwar  fx-f  v 
nur  mit  numerischen  Coefticieuten,  so  dass  daraus  wie  im  Ausdruck 
von  S die  Winkelsummo  des  Bogendreiecks  ABC  hervorgeht. 

Was  bei  der  Ausführung  hinzukommt  ist  zunächst,  dass  mau  von 
dem  Kreissectorschnitt  MN  auf  dessen  Element  cx  zurückgehen  muss. 
Statt  r kanu  man  einfacher  sini//  schreiben  und  V von  0 bis  t}» 
variiren  lassen,  so  dass  ip  nach  Einsetzung  der  obern  Grenze  seineu 
bisherigen  Wert  hat.  Die  Grenzen  der  x sind  dann,  entsprechend 
den  Punkten  N und  M: 

cosib  — c . , 

CH : ; — Sinip,  cosy 

' sin  ip  ’ 

Die  2 ersten  Integrationen,  nach  x und  nach  sind  leicht  zu  voll- 
ziehen, und  man  findet,  nach  Reduction  der  Coordinaten  des  Elements 

y = sini//cosgp,  * = sini//siu<p 

folgende  Ausdrücke:  (28) 


Z 

X 


= J * xds1 
= f zBSj  : 

j = 


A S^)sin2^(3  — e2 — 2a  cos  ip) 

A J ^ 3qpcos<p{3^— sintp(3  cosip -)-2csin2tp)} 
A/ Sqosinqp{3tp  — sinip(3cos^-f~  2c sin2»/;)} 

A J*  ögp{4(l  — cos3ip) — csin2^(c2-|-2ccosT^-|-3cosV)l 
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Yi  = 

^ =y^  z*bs1 

= J*  yzdSt 

yt  — zx  dSi 
Z.-J'  xyBS , 


^ ^C0S*<3P^(* — cos^-sin^(4cos^+3,sin^)S 

^ ö<jpsiu29){8(l — cos^-sinVCW+W^ 

^ /8g>sin<pcosg>{8(l-co8»k)“Sin2t/;(4cosip+3esin2ifO! 
pL  dcp  sin  9 sin V(4  — e2  — 3öC0StJ>) 

,4p  /* cg>  cos  qp  siu3i/>(4  — c 2 — 3«cost/> ) 


wo  g>  von  0 bis  Wkl.  #DC  variirt.  Nur  in  F und  Z ist  eine  vor- 
gängige partielle  Integration  nach  rp  notwendig;  bei  AT2,  F„  würde 
eine  solche  ein  Umweg  sein.  Man  hat  vielmehr  jetzt  dgpsinfy  nach 
Gl.  (11)  und  8^ sin  ip  nach  Gl.  (10)  durch  8*  auszudrücken,  cosg> 
und  sing’  gemäss  der  Relation 


cp  = ß v -j-  2R 


in  8 und  v aufzulösen,  cosv  und  sinv  nach  Gl.  (7)  (8)  in  und  x 
darzustellen.  Hier  tritt  1 + cost/;  in  1.  und  2.  Potenz  als  Nenner 
auf.  Es  sind  zunächst  alle  cos  ip  aus  den  Zählern  durch  algebraische 
Division  zu  entfernen.  Alle  Terme  ohne  diesen  Nenner  lassen  sich 
nach  Gl.  (6)  in  x darstellen  und  ergeben  ausser  x keinen  Arcus.  Es 
bleiben  daun  nur  die  weitern  Integrale : 


„h 

-j-  COS  ip 


r h 

J (l  + costfO*’ 


(1  + cos  rp)2 


Das  letzte  ist  rational  in  cos*,  das  erste  bekannt  durch  Gl.  (14); 
zur  Reductiou  des  zweiten  auf  das  erste  findet  man  durch  Differen- 
tiation : 


8 


sin  « sin  y sin  x 
1-f-coßt// 


l-f-ccos2« 
14- cos  ip 


(1  + c)2cos2a  ^ _ 
(l-j-cosip)2  ) * 


Es  mag  genügen,  die  Resultate  der  Form  nach  aufzustcllon,  sie  sind : 


Jf-  ^iX+(^+^3COSx)sinx 

Y = Jt|;sin  gj-j-^4xcos^+  (^l5+nöcosx  + n7cos2x)cos/3siux 
— (A^+Aq  cos  x +^ioCOS2x)  sin  ß cos  x 

z kV  cos  g> + Aa  sin  ß + ( Ab + Aß  cos  x + Ai  cos2*)  sin  ß si n x 

+ (A6+  Ag  cos  X + Aio  cos2*)  cos  ß cos  x 

- ^~  + AuX+(Au  + Ais  cos  x+Au  cos2*) sin  x 
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y,  — + (^l|5 + ^16)x + Um + Vl18 + cos  X)  sin  x 


A.**-)-  xla.i  sin  v 
+ (^S(,+  A,  cos  %)  cos  x H fqr^s"^- 


2,  = + (^15  — Avt)x  + (An  —^18  — ^19  cos  x)  sin  x 

^22  + yl23  S^11  X 


— U2o+^iiCOSx)  cosx  — 


1 + COS  lp 


i . . . ylj>7  ~ yloc  sin  y 

X2  = A4X+^25sinX-l~yl2i;  C0SX  + “■ 

y2  = (^29 + -^30  009  X "f*  -^si  cossx)  sin  ß sin  x 

+ (^32  + ^33  COS  X + ^34  COS2*)  COS  ß COS  % 

Zt  = (^ljjg + cos  % + ^31  cos2*)  cos  ß sin  * 

— ( A38  + AW  COS  * + ^34  COS2*)  siü  ß COS  X 

Da  hier  die  Integralgrenzen  noch  nicht  eingesetzt  sind,  so  lassen  sich 
die  constanten  Coefficienten  durch  Differentiation  und  Idcntitieirun 
mit  den  zu  integrirenden  Ausdrücken  (28)  bestimmen.  Nach  Ein- 
setzung der  Grenzen  wird 

^sinqo  = DC  . sin  UDC 
cos  (p  = DC  . cos  BDC  — DB 
BC 
A siny 

u + v = BDC+  DBC+  DCB  — 2R 

( KC\  , ( KB\ 

funct.  (x)  = funct.  - funct.  {^) 

daher,  wenn  wie  oben 

m = BC\  l = \{KC+KB) 

gesetzt  wird, 

. m l 

sin  y = 2 siutt-- — cos  — — 

* 2smy  siny 


m 


21 


l 


sin  y cos  */  = sm  — — cos  — — 

* A siny  siny 

siU7C0SX7  = isin  — cos  —r~ — f-isin 
A A 2 2 siny  siny  ' 2 

o • m . I 

cos  7 = — 2sm  tv~ — srn-r— 

* 2siny  siny 


3 m 


3 1 


cos 


2 siny  siny 


OQ 


Hoppe:  Excentrischer  Kugelsector. 
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cos2*  = — sm 


VI 


sin 


2 1 


sm  y sm  y . 


o ..  . m 

cos3*  = — $ sm  77— — sm  — 
* * 2 sm  v si 


l 


3m 


sin  y sin  y 

VI 


sint- 


siu 


3/ 


• OIU  • 

2siny  siny 
l 


. smosmysm^-: — sm-: — 

1 ' 2siny  smy 

1 + cos  tp  ~~  2 cos *iDß  cos *iDC 


smy 


smasinysm 


m 


COS 


21 


smy  smy 


1 -f-  cos  ip  4 cos2  ^ DB  cos2  \DC 


Nach  Einsetzung  dieser  Werte  ist  noch  die  Summe  über  die  3 Teil- 
sectoren  zu  nehmen. 


XI. 

Relation»  entre  les  lignes  trigonometriques 
des  angles  d’un  triangle. 


Par 

Georges  Dostor. 


1.  01>jet  de  cette  note.  Les  relations,  qui  existent  cntrc  los 
lignes  trigonometriques  do  trois  angles,  dont  la  somme  est  egale  ä 1 
deux  angles  droits,  sont  utiles  a conuaitre.  Oes  lormules,  qui  expri- 
ment  chacune  uue  propriete  particulierc  du  triangle,  permettent  sou* 
vent  d’operer  de  uotables  reductious  daus  les  calculs,  et  prouvent 
toujours  l’avautage  d’employer  les  logarithines  dans  certains  cas  de 
rßsolution  des  triangles. 


Nous  pensous  donc  qu’il  n’est  pas  saus  iuteret  d’cn  fouruir  quel*  1 
ques-uues,  qui,  ä notre  connaissauce,  n’out  pas  encore  ete  rcmarqu£cs, 
et  qui  se  pretent  aisemeut  au  calcul  logarithiniquc. 


2.  Formules  usitles.  Soient  A , B , C les  trois  angles  d’uu  tri- 
anglo  quclconquc,  de  sorte  que 

A -}-  B -{-  C = 3T. 

Parmi  les  relations  frequemmeut  employ6es,  eelles,  qui  se  pre- 
sentent  le  plus  souvent,  sont  les  suivantes: 

ABC 

(I)  sm^4  + sinjy-f~sm  V = deos  ^ cos  ^ cos^-» 

(II)  sin2vl-f-sin2i?-)-sin2C  _ 4 sju  ^ sin  sinC, 

(III)  taug  A -f-  tang  B -f-  taug  C = taug  A taug  B taug  C, 


(IV) 


A . B t C A B C 

C0tg  £ + cotg  2 cotg  2 = cotg  2 cotg  2 cotg  2 • 
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Ces  formules  sont  trds  faciles  ä 6tablir. 


ou 


3.  Fourmules  qui  dtfrivcnt  des  pr^eedentes.  1°.  Nous  avons 

t , A A t A B+C 
2 sin  A — 4 sin  cos  K — cos  g cos  — ö — * 

A B C t A . B . C 
2 sm  A = 4 cos  ^ cos  ^ cos  ^ — * cos  2 8in  2 S1U  2 * 


rctrancliant  cettc  6galit6  merabrc  ä mcmbre  de  (I),  il  nous  vient 

P /TI  i 

(V)  sin  Z?  s*n  C' — sin  ul  = 4 sin  5-  sin  ^ cos  ^ • 

2°.  Nous  avons  de  memc 

2 sin  2.4  = 4 sin  ul  cos  .4  = — 4sin>lcos(Z?-}-61), 
ou 

2 sin  2.4  = — 4 sin  ul  cos  B cos  C-\ - 4 sin  A sin  B sin  C ; 
de  sortc  qu’il  nous  vient  aussi,  en  rctrancliant  de  (II), 

(VI)  sin  2B  -f-  sin  26’ — sin  2-4  ==  4 cos  Zf  cos  6\sin  A. 

3°.  La  formule  (III)  peut  s’6crire 

1 1 tangul 

tang-4  -f-  co^  ß 4~  cotg  (j  cotg  ß cotg  (j* 

et  devient,  par  l’evanouissement  des  dßnominateurs, 

tang  -4  cotg  B cotg  C-{-  cotg  C-\~  cotg  B = tangul. 

On  en  tire  la  relation 

(VII)  tang  u4  — cotg  B—  cotg  C = tang  A cotg  B cotg  C.  # 

4°.  Par  un  procede  analogue,  la  formule  (IV)  se  ram&ne  üt  la 
suivante 

A B C ABC 

(VIII)  cotg  2 ~ fang  2 — tang  ^ = cotg^  tang  ^ tang  j. 

Ces  relations  sc  trouvent  consignecs,  sauf  les  deux  dcrni&res, 
dans  la  Trigonometrie  de  Fredcric  Prosz,  Professeur  ä l’Ecolc 
Polytechnique  (Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  und 
Polygonometrie  von  F.  Prosz;  Stuttgard,  bei  Paul  Neff,  1840; 
page  41  et  suivautes). 

On  peut  eonsulter  cet  ouvrage  avec  fruit  pour  d’autres  identitßs, 
qui  out  de  frequentes  applications. 
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4.  Nou  veiles  Formules  de  rlduction.  Puisque 

sin  2A  28inylco8^1  .cos/ycosC’  sin  A . 2cos  A cos  ß cos  C 

tang  .0+ tang  <7  — sinifcosC'+siuC'cos  Ö sin(Jö-j-C) 

et  que 

sin  .4  = sin(2*-f-  C), 
notre  fraction  se  rdduit  ä 


2 cos  A cos  ß cos  C. 


Ce  dernier  produit  ne  change  pas  par  la  permutation  circulaire  des 
trois  angles  -4,  ß et  C\  par  consequent  nous  avons  les  relations 


(IX) 


sin  2.4  sin  2ZJ 

tang  ß -f-  tang  C ~ tang  C -j~  taug  A 


sin  20 

tang  A-\-  tang  B 


2 cos  A cos  B cos  C. 


L’egalite  des  ces  trois  premiers  rapports  (IX)  se  trouve  etablie 
par  M.  Ilrocard,  dans  la  Nouvelle  Correspondance  math6- 
matique  de  M.  Catalan,  septembre  1879,  pagc  324. 

Comme  on  a 

sin  2A 2 cos  A sin  A sin  ß sin  C 2 cos  A sin  A sin  ß sin  C 

1 — cotg  ß cotg  C ~ sin  ß sin  C—  cos  ß cos  C~  — cos(0  C) 

et  que 

cos -4  = — cos  (Zf-J-O), 
nous  obtenons  aussi  les  relations 


sin  24. 

1 — cotg  ß cotg  C 
sin  2 6* 

1 — cotg  A cotg  ß 


sin  20 

1 — cotg  C cotg  A 

2 sin  4 sin  0 sin  C*. 


5.  Autres  Formules  de  r^duction.  Les  egalites  (IX)  et  (X) 
conduiseut  h deux  autres  non  moins  importantes,  qui  s’en  döduiseut 
immddiatement. 

Puisque  la  somme  des  trois  angles 

n A n B n C 

2 2*  2 2’  2 2 

est 

3n  A-\~ß-\-C  'dn  7t 

2 2 = T — 2 = *» 
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ou  egale  ä doux  angles  droits,  nons  pouvons  remplacer,  daus  los  for- 
males (IX)  et  (X),  les  angles  A,  B , C respcctivemeut  par  les  com- 
plements  de  leurs  moities. 


(XI) 


Nous  obtcnons  ainsi  les  dcux  nouvelles  forniules 

sinyl  siuZ? 

~~B~  C = C~t  A 
cotg  2 + cotg  2 cotg  2 -f  cotg  ^ 

sinf;  _ . A . B . C 

jj  = 2 sm  g sin  2 sin  g- 1 


(XII) 


cotg  g +cotg  g 
sin  vl 


sin/I 
C 


, * B C CA 

1 — lang  g taug  g 1 — taug  g tang  g 

ABC 
= 2 COS  y COS. y COSy 

1 - taug  ^ tang  j 


sin  6’ 


6.  Forniules  dlduites  des  qnatre  pr£c£dentes.  Divisons  les 
egalites  (X)  et  (XI)  respcctivemeut.  par  (IX)  et  XII).  Nous  trouvons 
les  relations 


(XIII) 


(XIV) 


tang  Jg-f- taugC  _ tang  C-f-  tang  A 
1 — cotg  B cotg  C~  i — cotg  C/cotg  A 

tang  A4-  tang  B 

1-cotg^cotp  - tang A taug B tang C, 

„ B C CA 

1 — tang  g tang  g 1 — tang  g taug  g 


Zf  , C 
cotg  g + cotg  g 


C , zl 
cotg  g + cotg  g 


1 - tang  £ tang  f ^ * c 

= X“ 7T  = taug  2 tang  g-  tang  ^ . 

cotg  2+  cotg  2 

7.  Nous  avons  obtenu  les  formules  (XI)  et  (XII)  au  moyen 
des  formules  (IX)  et  (X),  par  une  simple  Substitution  d’augles.  En 
geueral : 


Th£ordme.  Dans  toute  rclatiou,  qui  alieu  entroles 
trois  angles  A,  B,  C d’un  triangle,  on  peut  remplacer 
ces  angles  1°  par  les  complemeuts  de  leurs  moities;  2° 
par  les  Supplements  de  leurs  double s. 
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Dostor:  Relations  ent  re  les  lignes  trigonomttriques  etc. 


En  effet,  puisquo 
on  a aussi  1° 


A + B + (J  = 7t, 

(f-f)+8- D+d-8-3’1  A+B+c 


2 


= 7t; 


ct  2° 


(I) 


(7t  — 2A)  + (ti  — 2Z*)  + (7r  — 2(7)  = 37t  — 2(A  + B+  c)  = tt. 
Ainsi  la  formulc 

A A B C 
sin  A -+-  sin  B -f  - sin  C = 4 cos  ^ cos  ^ cos  ^ 


fournit  imm^diatemcnt  los  deux  suivantes 

/vir\  A \ **  i ^ 4 Z7*  Z7*  Z7*  ^ 

(XV)  cosg +cos^-  + co32-  = 4cos(j  - j jcos^j-  j jcos^j— jj 

(II)  sin  2vi  -|-  sin  2B  + sin  2C  = 4 sin  A sin  B sin  C. 

De  mSme  la  relation 

(III)  tang  A -(-  taug  B -(-  tang  C = tang  A taug  B tang  C 
conduit  aux  suivantes 

__  A , B , C AB  C 

(IV)  cotg  ^ -f  cotg  ^ + cotg  2-  = cotg  2 cot.g  2 cotg  ^ * 

(XVI)  tang  2A  + tang  2 B -)-  tang  2 C = tang  2 >4  tang  2#  tang  2C. 

Enfin  rcgalitc 

sin  2A 

tang  B -f- tang  C 

donne  los  deux  formulcs 

sinA  _ . A . B . C 

B c=2sin2  Sin2  Sin  2 


(IX) 


rxi) 


2 cos  A cos  B C09  C 


(XVII) 


— 2 cos  2A  cos  2/i  cos  2C. 


cotg  2 ~j“  cotg  g 
sin  iA 

tang  2/i  + tang  2 C 
8°.  Dans  la  formulc  (II),  rempla^ons  oncore  les  trois  angles  A , 
B,  C par  les  Supplements 

7t  — 2 A,  7t  — 2 B,  7t  — 2C 
de  leurs  doubles;  eile  devient 

(XVIII)  sin  4A  + sin  4i*+sin46'=  — 4sin2Asin2Jüsin2a 

Si  nous  faisons  la  memo  Substitution  dans  les  relations  (XVI)  et 
(XVII),  nous  obtiendrons  encore  les  formules 
(XIX)  tang  4A  -f-  tang  4 B -f-  tang  iC  = tang  4A  taug  4 B tang  4C’, 

sin  HA 


(XX) 


tang  4Z?-|- tang  4C 


, — — 2 cos  4A  cos  4 B cos  4 C. 
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Dostor:  Extension  du  thforeme  (T Uippocrate  etc. 


XII. 


Extension  du  thöoreme  d’Hippocrate 
et  Determination  du  centre  de  gravitö 

de  ses  lunules. 

Par 

Georges  Dostor. 


1.  Los  luu  ul  cs  d’IIippocratc  sout  los  deux  croissants,  qui  sont 
compris  entrc  le  demi-corcle  decrit  sur  l’hypotänuse  d’un  triangle 
rectangles  comme  diamötre  et  los  dcux  demi-cercles  traces,  extörieu- 
rement  sur  les  dcux  cdtäs  de  l’angle  droit,  pris  aussi  comme  dia- 
m&tre. 

2.  Tliäoränie  d’Hippocrate.  Sur  les  trois  cötes 

BC  = a,  CA  — b,  AB  = c 

d*uu  triangle  ABC,  rectaugle  en  A (Fig.  1.),  ou  construit  trois  cer- 
cles  ayant  cos  cötes  pour  diamötres.  Les  oirconfercnccs  de  ces  ccr- 
cles  comprenuent  entre  eiles  les  deux  lunules  AMCmA , ANBn'A 
le  Segment  biconvexc  AnDm'  et  le  triangle  curviligne 
BJLCIDVB . 

Le  geometre  de  Chio  a trouve  que  la  somme  des  deux  lu- 
nules est  äquivalente  au  triangle  rectangle,  et  nous  allons 
prouver  que  la  difference  entre  le  triangle  curviligne  et 
le  segment  biconvexc  est  aussi  äquivalente  au  meine  tri- 
angle rectangle. 

Pour  dämontrer  le  thäoröme  d’IIippocrate,  nous  ferons  remarquer 
que  la  somme  de  ses  deux  lunules,  augmentäe  du  demi-cercle  supö- 
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Do  stör:  Extension  du  thtorhne  d'Hippocrate 


\ 


rieur  döcrit  sur  l’hypotönnse,  forme  la  meine  surface  que  le  triangle, 
augmente  des  deux  demi-cercles  decrits,  en-dehors,  sur  les  deux  cötes 
de  l’angle  droit  Nous  pouvons  ainsi  ecrire  l’ögalitö 

AMCmA  + ANBn'A  + ^na?  = ABC+fa^+k™*- 

Piilsque  a 2 = £*-|-c2,  il  reste 

(I)  AMCmA  -}-  ANBn'A  = ABC  — ±bc, 
ce  qui  ötablit  la  proposition. 

3.  Thöoröme  analogue  ft  celul  d'Hippocrate.  L’iuspection  de 
la  figure  suffit,  pour  faire  voir  que  la  surface,  rcmplie  par  la  triangle 
ABC  et  le  demi-cercle  extörieur  BLCB  construit  sur  l’hypotenuse, 
contient  la  somme  des  demi-cercles  intörieurs  AnDICA , Am! Dl! DA 
construits  sur  les  deux  cötes  de  l’angle  droit,  diminuöe  du  segment 
biconvexe  AnDm'A  et  augmentöe  du  triangle  curviligue  BLClDl’B. 
Nous  avons  par  suite  l’ögalitö 

^Ttb^  + ^—AnDm'A+BLClDl'B  = ABC+lna?, 

qui  donne 

(II)  BLCIDl'B— AnDm'A  = ABC  = \bc. 

4.  Corollaire.  Les  relations  (I)  et  (II)  nous  donnent 

(III)  BLCIDVB  = AMCmA  + ANBn'A  + AnDm'A. 

Ainsile  triangle  curviligne  est  äquivalent  ft  la  somme 
des  deux  lunules,  augmentöe  du  segment  biconvexe. 

5.  Remarque.  Nous  avons  le  demi-cercle  supörieur  construit 
sur  l’hypotönuse 

^nci*  = ABC+AMCA  + ANBA, 

et  la  somme  des  demi-cercles  iuföricurs  construits  sur  les  deux  cötes 
de  l’angle  droit 

= ABC+AnDm'A-\-  CIDC+Bl’DB. 

Les  premiers  membres  etant  ögaux,  il  rösulte  de  ces  deux  ögalitös  que 
(IY)  AMC'A  + ANBA  = AnDm'A  + CIDC+Bl'DB. 

6.  Distances  des  centres  de  gravitä  des  trois  demi-cereles 
superieurs  et  du  triaugle  rectangle  ft  Pkypotlnuse  de  ce  dernier. 
Reprösentons  ces  distances  par  «,  /S,  y et  ö. 

Par  les  milieux  0,  Ey  E'  des  trois  cötes  BC,  CA , AB  du  tri- 
angle ABC  (Fig.  2.),  elcvons  les  perpeudiculaires  Ooy  EG , E'G'\ 
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celles-ci  contiennent  les  centres  de  gravid  des  trois  demi-cercles,  con- 
struits  sur  l’hypotenuse  a et  les  deux  cötSs  d’augle  droit  b et  c;  et, 
si  les  points  o,  G,  G‘  sout  ces  centres  de  gravit6,  nous  aurons 


(1) 


EG 


2b 

3ti' 


E’G’  = 


2 c_ 


car  la  distancc  Oo,  par  exemplo  est  les  deux  tiers  de  la  quatrieme 
proport ionuellc  z ü,  l*arc  BAC  — ^rca , a la  corde  BC  = a et  an  rayou 

a 

OB  = g ; de  sorte  que  l’on  a 


ou  bien 


a 


a : o = - : a, 


a 

7t 


d’oii 


2a 

0u  = 3^ 


Paisque  a = Oo,  nous  aurons 
(2) 


Pour  avoir  les  cxpressions  de  ß et  y des  points  G et  G ' abais- 
sons  sur  l’hypotenuse  BC  les  perpendiculaires  GH,  G'H',  qui  coupent 
la  droite  EE'  eu  I et  Du  sommet  A menons  aussi  ü.  BC  la  per- 
pendiculaire  AD,  qui  coupe  EE'  en  F.  Nous  avons 

GH  = IH+  GE, 
or 

IH  = DF  = \AD  = ~ , 


attendu  que  la  double  surface  du  triangle  ABC  a pour  mesure  ä la 
fois  bc  et  a. AD \ de  plus  le  triangle  rectangle  EGI,  semblable  ä 
ABD.  donne 

Gl  GE 
AD  AlB  * 

et  comrae 

bc  2b 

AD  = — > GE  — ä — » AB  = c , 
a ölt 

il  vient 


Gl  = 


2 b*c  2 ft* 

3na * 3na 


Nous  trouvons  donc  que  GH  ou 


(3) 


bc  2b* 
2a  *”  3 na 


13* 
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Dostor:  Extension  du  tlitorime  fTBippocrate 


On  verrait  de  meme  que 


(4) 


bc  . 2 c2 
y 2a  ' 3?r a 


D’ailleurs  le  centre  de  gravitä  g du  triangle  ABC  est  situ6,  an- 
des8us  de  la  base  B C\  ä,  une  distance,  qui  est  le  tiers  de  la  hauteur 

at^  * hc 

AD  ou  de  — nous  avons  ainsi 
a 


(5) 


6 


bc 


Si  nous  rassemblons  les  valeurs  (2),  (3),  (4)  et  (5),  nous  verrone 
que  les  distances  cherchees  sont 


2a 

2 6* 

“ = .w 

ß = Ta  + 

3rca  ’ 

- bc 

bc  , 

2c2 

i,=  3a’ 

II 

sfl 

4 

3rca 

7.  Distance  du  centre  de  gravitl  des  lunules  h l’hypotdnuse 
dn  triangle  rectungle.  Däsignons  cette  distance  par  y.  La  3urfacc 
bc  • 

~2  des  lunules  est  egale  ä celle  du  triangle,  augmontee  de  la  surface 

des  deux  petits  demi-cercles  et  diminu6e  de  la  surface  du  grand  demi- 
cercle.  Prenous  les  momeuts  de  ces  surfaces  par  rapport  ä l’hypo- 
tänuse  BC\  nous  obtenons  Pequation 


ou 


\bcy  — ß-\~knc*.y  — ^7ro*. 

4 bcy  = 4 bc . 6 -j-  7iÄa . ß -j-  nc* . y — na 2 . «. 


Remplagons  <S,  0,  y et  « par  leurs  valeurs  respectifs  (V);  il  nous 
vient  Pegalit6 


’ 4 b2c2  nb*c  2 &4 

Ucy  - ~9T  + ~äT  + S 

nbc 3 • 2c4  2 a3 

+ Üto  + 3^  “ T' 

qui  revient  ä 

2 Tcbc 

4 bcy  = g^(2i2c*+A*  + c4  — a4)  + 7^  (&*-}- c*)- 


Mais,  puisque  Ja-f-c2  = a2,  le  facteur  de  g-  9e  reduit  ii  z6ro,  pen- 

dant  que  le  termo  (&2-f-c2)  revient  ä \ndbc . Notre  egalitä  se 

cbange  donc  en 


pv  * 
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et  donne 
(VI) 


4 bcy  — \nabc. 


y = 


Ainsi  la  distanco  du  centre  de  gravitß  des  lunules  ä l’hypotenuse 

da  triangle  rectangle  est  independante  des  deux  cöt6s  h et  c , et  ne 

varie  qu’avec  cette  Hypotenuse  «;  eile  est  egale  au  quart  de  la  demi- 

circonference  \na  decrite  sur  l’hypotönuse  comme  diam£tre. 

♦ 

8.  Yolume  engendrä  par  la  rlrolution  des  deux  lunules  au- 
tour  de  Fhypot6nuse  du  triangle  rectangle.  Ce  volurae  Va  a pour 
mesure  la  surface  gön6ratrice  \bc,  multipliee  par  la  circonference 
2 ny  — $7t2a,  que  däcrit  son  centre  de  gravitä.  Nous  avous  donc 


ou 

(VII) 


Va  = \bc.  i*a, 


Va  = $n2abc. 


Ce  volume  est  celui  qu’ougendre  une  ollipse,  dont  les  deux  axes 
b c 

sont  g et  gl  en  tournant  autour  d’uno  droite,  menee  ä une  distance 
a du  centre  de  l’ellipse. 

b c 1 

Car  la  surface  de  cette  ellipse  cs^Jr|,|==  Jg  circonference 

decrite  par  son  centre  est  2 na. 


9.  Distances  des  centres  de  gravitä  des  trois  demi-cercles  su- 
p^rieurs  et  du  triangle  rectangle,  it  la  perpendiculaire  AD,  menee 
du  sommet  A sur  l’hypotenuse.  Repr6sentons  ccs  distances  rcspec- 
tives  par  a\  ß\  y',  d\ 


Nous  avons  d’abord  (Fig.  2) 


a*  = OD  = OB  —BD  = ^ — 

ou 

(6) 

, o2 — 2c2  b 2 — c2 

“ 2a  " 2a  ’ 

puis 

ä'  = tOD  = 

ou 

(7) 

b2  — C 3 

ö ~ 3«  * 

c* 

a 


Nous  voyons  ensuite  que 

ß'  = IF=  EF+EI=  \CD+EG cos  GEL, 


mais  il  est  ais6  de  voir  que 
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d2  c 

CD  — — > cos  GEI  — cos  B = - ; 
a a 

2 d 


nous  savons  d’ailleurs  quc  EG  = ^ ; il  nous  vient  donc 

(8) 


0'=£+2i‘ 


2 a 1 3 na 


(9) 


Nous  trouverions  de  meme  que 

c2 

/ = o-  + 


2bc 

2a  ^ Sn a 


Si  nous  r6unissons  les  valeurs  (6),  (7),  (8)  et  (9),  nous  verrons 
que  les  distances  cherchees  sont 


a 


(VIII) 


d2-c2 
2a  * 


0'  = 


d'  = 


d2-c2 
Sa 


y 


b 2 26c 

2a  ' 3?ra 

c2  2dc 
2a  * 3jra* 


10.  Distance  du  centre  de  gravitö  des  lunules  ä la  perpendi* 
culaire  abaissd,  dans  le  triangle  reetangle,  du  sommet  de  Tangle 
droit  sur  l’Jiyptdnuse.  Supposous  que  lc  cotö  CA  ou  b soit  plus 
grand  que  l’autre  cöte  AB  ou  c.  II  cst  evident  que,  dans  ce  cas, 
lo  centre  de  gravitd  des  lunules  et  les  centres  de  gravite  o,  g et  G 
seront  situöes  d’un  meme  cöte  de  AD  et  que  le  centre  de  gravite 
Gr  sera  situö  du  cötö  opposö.  Dösiguons  par  x la  distance  du  ceu- 
tre  de  gravitö  des  lunules  ä la  perpendicu-laire  AD. 

Si  nous  prenons  les  moments  par  rapport  ä cette  droite,  nous 
formerons  Tequation 


ou 


\bc.x  = . d'— ^7t62.  — \nc2.y' — ^n a2.a\ 

Abcx  — Abc . d'-f-  ith2 . ßr — n c2 . y' — na i2 . 


Substituons  ä d',  ß\  yr  et  a ' leurs  valeurs  respectivcs  (VIII); 
il  nous  vient  l’ögalitö 


Abcx 


b2— c2  , l9(b2  , 2 bc\ 

44C.-T--  + Jrj  (2-  + 3wa) 


qui  revient  & 


2 bc  \ 

3 na) 


d2- 


na1 


2a 


Abcx  — (2 b3c  — 2 bc9  -j-  b6c  — de3)  -f~  ^ (d4  — c4  — a2d2  -f-  a2c 2). 


2a 
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Or  le  multiplicateur  de  5^  est  egal  & 3 bc(b2 — c2),  pendant  que 

71 

celui  de  ^ s’evanouit  en  vertu  de  l’ögalite  a2  = b2-\-c2\  notre  ega- 
litd  se  reduit  donc  ä 


et  donuc 
(IX) 


4 bcx 


t?*4*-«* 


x 


b2 — c2 
2 a 


Cetto  valeur  est  facilo  & Interpreter.  L’inspcction  du  triangle 
ABC  fait  voir,  en  effet,  que 


il  B’ensuit  que 


b2  AC 2 _ AB2 

a ~ BC  CD ’ BC  ~ BD  '' 


CD— BP  _ ( CO+OD)  — (BO  — OD ) 


OD. 


Nous  en  concluons  que  le  eentre  de  gravitß  des  lunules  est  situe 
sur  la  perpendiculaire  61ev6e,  par  son  milieu,  sur  Phypotßnuso  du 
triangle. 

11.  Si  nous  rapprochons  ensemble  les  coordonnßes 
(X)  x = DO , y = fana 

du  eentre  de  gravitä  des  lunules,  nous  verrons  que  la  position  du 
eentre  de  gravitß  est  independante  des  deux  cötds  b et  c\  eile  ne 
varie  qu’  avec  l’hypotdnuse  a.  Ce  eentre  de  gravit6  reste  fixe» 
lorsque  le  sommet  A de  l’angle  droit  se  deplace  sur  sa 
demi  - circonf6rence  döcrite  sur  l’hypot6nuse  commc 
diametre. 


12.  Yolumes  engendrds  par  la  rdvolution  des  lunules  autour 
des  tangentes  extremes,  menees  aux  deux  petits  demi-eercles  per- 
pendiculairement  it  l’hypotlnuse. 

Aux  demi-cercles  decrits  sur  les  diametres  AC  et  AB  menons 
les  tangentes  PQ  et  P’  Q * perpendiculairement  ä l’liypot6nuse  BC 
(Fig.  2.),  et  representons  par  u et  u les  distances  OQ  et  OQ!. 

Nous  avons  äviderament 

u = OQ  = FK—  OD,  u’  = OQ!  = FK,+  OD ; 
mais 
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; b , b2 

FK=EK+EF=-2+Ta, 


FK'  = E'K'+  E'F  = g + ^ *» 
d’aillcurs  nous  avona  trouvß  quc 


il  vient  par  suite 


b2  c« 

0D  ^ 2a  2ay 


b b2  (b*  c2\ 

M “ 2 + 2a“  \2a  2a)  ’ 

.) 


“ “ ö+o^  + 


(t- 


2a  ' \2a  2a 


ou 


« =*  5 + 


2a’ 


u 


c b2 
2 ' 2a’ 


Les  volumes  engendres  par  les  lunules,  en  tournant  autour  des 
taugentea  PQ  et  P'Q aont  donc 

V «=  \bc.2nu  = nbcu  = ' 

V'  = \bc. 2nv!  = ;r&cu'  =» 


ou 

(XI) 


V = 


nbc(ab  -{-  c?) 


F'  = 


7ric(ac-f~^2) 


La  somme  de  ces  volumea  est 
(XII)  V+  V = \nbc{a-\-b  + c), 

et  ces  memes  volumes  out  pour  diflförence 

nbc(b  — c)  ( b -f  - c — a) 


(XIII) 


vr — V = 


2a 


13.  Bistances  des  centres  de  gravitd  des  trois  demi-cercles  in- 
tfrieurs  et  du  triangle  reetangle  ä l’hypotönuse  de  ce  dernler. 

Dßsignons  ces  distances  par  «1?  jJlf  yx  et  öx. 

Si  nous  nous  reportons  aux  calculs  du  n°  6 et  que  nous  fassions 
usage  des  memes  notations,  nous  verrons  de  suite  (Fig.  3.)  que 
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Les  distances  demandees  sont  donc 


~ 3»’  ^ “ 2a  3tm 


2a  n bc  2b 2 


(XIV) 


bc  2 c2 


^ 2a  3 na 


14.  Distance  da  eentre  de  gravitd  de  l’exeös  da  triangle  cur. 
viligne  sur  le  segment  biconvexe,  t\  l’hypotdnuse  da  triangle  ree- 
tangle* Repröscntous  cette  distance  par  yv  La  surface  S de  notre 
differcnce  est  egale  k celle  du  triangle,  augmentee  de  la  surface  du 
grand  demi-cercle  et  diminude  de  la  surface  des  deux  petits  demi- 
' cercles,  c’est-ä-dire  que 

S = \bc  -f  - xa2  — \nb2  — ^nc2. 

Prenous  los  moments  de  ces  surfaces  par  rapport  k l’hypotd- 
nuse  BC. 

Remarquons  que  le  centre  de  gravite  de  $na2  est  situe  au-des- 
sons  de  2?C,  tandisque  les  points  gr,  G et  G'  sont  plac^s  au-dessus 
de  cette  hypotenuse  *,  par  consdquent  ax  devra  etre  pris  avec  le  sigue 
— , et  ßXJ  fr,  dt  avec  le  signe  +• 

Nous  obtenons  par  consdquent  l’dquation 


Mettons  k la  place  de  d,,  a, , ßt  et  fr  leurs  valeurs  respectives 
(XIY) ; il  nous  vient  l^galitd 

4,  4 b2c2  2a3  nb5c  , 2bK  nbc 3 , 2c4 

4 bajl  “ 3a  3 2a  ' Üiä  "2Ö"  + ~3«‘ 

que  Ton  peut  6crire 


Le  facteur  de  ^ est  nul  en  vertu  de  l’dgalitd  b2-\-c2  «=  al.  U reste 
donc  l^quation 


ou 


\bcyx  = \hchx  — \na2ax  — ^nb2ß1  — ^nc2y1 
4bcyt  =>  4 bcöt  — na2a1  — nb2ßt  — nc2yl . 


2 nbc 

4 bcyx  «=»  ^(262ca — a4+^4+c4) — (62-j-c2). 


2 
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Do  stör:  Extension  du  thtoreme  <T Hippocrate 


qui  donne 

(XV) 

Ainsi  lo  centre  de  gravitß  de  la  diffärcnce  entre  le 
triangle  curviligne  et  le  segment  biconvexe  est  k la 
meine  distance  de  l’hyot^nuse  que  celui  de  la  somme 
dcB  lunules,  mais  il  est  place  au-dessous  de  rhypotänuse, 
tandis  que  le  premier  est  situ6  au-dessus  de  ce  cöt6. 

15.  Distances  des  centres  de  gravitl  des  trois  demi-eercles  lo- 
fdrieurs  et  du  triangle  rectangle  ä la  perpendiculalre  mente  da 
sommet  de  l’angle  droit  sur  l’hypotteuse.  Designons  ces  distances 
par  ft',  y,'  ct  «,'• 

II  est  Evident  que  (n°  9) 

V = V = a\ 

D’aillcurs  nous  avons  (Fig.  3.) 

0/  ,=  iE  — EF — EI  «=»  \CD—EGco*B, 
ou 

”1  2 a 3 na 

On  a donc,  pour  les  distances  cherchtes, 

5*  2 \bc 

2a  3na* 

, c 2 26c 

^ a 2a  3?ra 

16.  Distance  du  centre  de  gravitd  de  l’excte  du  triangle  cur- 
viligne  sur  le  segment  biconvexe  & la  hauteur  du  triangle  rec- 
tangle. Nous  avons 

S—  ^bc-\-^na2 — $nb2 — $nc2. 

Prcnons  les  moments  de  ces  surfaces  par  rapport  k la  hautear 
AD.  Si  nous  designons  par  x,  la  distance  du  centre  de  gravitS  de 
S k AD,  nous  aurons  l'dquation 

$6cxt  = Jiedj'-J-  — ^b2ß1  '+&rcc*yj', 

ou 

4 bcKt  = ^bcö^-^na2^' — 7tb2ß1l’-{-7iciYi'. 

Remplagons  les  distances  ö/,  at',  ßtr  et  y/  par  leur  valeurs 

(XVI) ;  il  nous  vient  l’dgalitd 


a 


(XVI) 


V 


b2  — c2 

1 “ ~2Ö~i 

b2-c2 


3a 


nbc 

4bcyt  = 2^(d2-f-c*)  = — \nabc , 


Vi  — — 
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4bcxt 


Abc. 


b2—c2 
3 a 


+ 7T02. 


b2—C2 

2a 


— nb2 


qui  peut  s’ecrire 


2 na)'  \2a  3 na) 


4 bcxx  — ^ (2Pc — 2bc*-\-b*c — bc?)-\-  ( a2b 2 — a2c 2 — £4-f-C4). 


2a 


Le  multiplicateur  de  5^  cst  6gal  ä 3 bc(b2 — c 

pouvant  s’6crire  a2(b2 — c2)  — (b2-\-c2)(b2 — c2), 
suite  notre  egalite  sc  röduit  ä 


2),  et  celui  de 
est  6gal  ä ze ro; 


et  donne 


4 bcxx  — ~(62--c2), 


7t 

2a 

par 


(XVU)  *,  = ~~2a~  ■ 

Nous  voyons  ainsi  que 

Le  centre  de  gravite  de  la  difference  cntre  le  tri- 
angle  curviligne  et  le  segraeut  biconvexc  c*t  le  point 
symetrique,  par  rapport  ä l’hy  pot6nuse;  du  centre  do 
gravite  de  la  somme  des  deux  lunules. 

Ces  deux  centres  de  gravite  sont  situes  sur  la  per- 
pcndiculaire  elcv^epar  le  in ilieu  de  1’ Hypotenuse,  de 
part  et  d’autre  de  cette  Hypotenuse,  ä une  distance 
egale  au  huiticme  de  la  circonference,  qui  acette  meine 
bypotdnuse  pour  diametro. 
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Do8tor:  Centre  de  graviti  du  trapeze 


XIII. 


Determination  algebrique  tres  simple  du  centre 
de  gravite  du  trapeze,  et  du  centre  de  gravit£ 
du  tronc  de  pyramide  ä base  quelconque. 


1.  Centre  de  gravid  du  trap&se.  Soient  A et  a los  centreg 
de  gravitß  ou  les  milieux  des  deux  bases  B et  b du  trapeze;  la  droite 
Aa  passera  par  lo  sommet  S (Fig.  4.)  des  deux  trianglcs,  dont  le 
trapfeze  cst  la  difference. 

Si  nous  prenons 

AG  — ag  «==  Jä», 

les  points  G et  g seront  les  centres  de  gravid  de  nos  deux  triangles. 

Posons  SA  = A,  Sa  = a,  et  soit  O le  centre  de  gravite  du 
trapeze. 

Faisons,  pour  simplifior  OA  = x,  Oa  = y\  et  designons  par  S 
et  s les  surfaces  des  deux  triangles,  de  sorte  que  S— s sera  celle  de 
notre  trapeze. 

Nous  devons  avoir 


Par 

Georges  Dostor. 


Og OG Gg 


S s ~~  S — s' 


(1) 


Og  OG  Gg 


A * a*  A%  — a%  * 


et  du  tronc  de  pyramide. 
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attendu  que  lcs  surfaces  des  deux  triangles,  qui  sont  sembl ables,  sont 
proportionnelles  aux  carrGs  des  distances  et  Sa. 


Mais  on  peut  voir  facilement  que 


Og  = Oa  -\-ag  = y.  +$a  «*=  K3y+a), 

OG  = AG—OA  = \A  — x — ^(A  — 3x), 
Gg  — SG  — Sg  = $ A — |o  = — a). 


Substituant  ces  v&leurs  dans  (1)  et  multipliant  par  3,  il  nous  vient 
lcs  equations 


qui  donnent 
ou  bien 


On  en  tire 


3y+< 

* A — 3x 

2 (A—a) 

2 

A 2 

a 2 

A* — a2  A-\-a  ’ 

2 A2 

i 

il 

2a2 

iy~A+a 

A+a' 

3y  = 

2A*  — Aa  — ci‘ 

8 A — a 

{2A  -f-a), 

A-\-a 

A-\-a 

3x  = 

A*-\-Aa — 2 a2 
A -f-  a 

A — a , , _ „ 

= A+a(A+2a)' 

x A-{-2a 
y a-\-2A* 


ou,  puisque  les  bases 
A — S^i,  a = Sa, 

(I) 


5 et  5 sont  proportionnelles  aux  distances 

x B + 2b 
y ~ b + 2B 


C’est  l’expression  connue. 


2.  Centre  de  graylte  du  tronc  de  pyramide.  Soient  (Fig.  5.) 
A et  a les  centres  de  gravid  des  deux  bases  du  tronc  de  pyramide; 
la  droite  Aa  passera  par  le  sommet  commun  S des  deux  pyramides, 
dont  le  tronc  est  la  diflförence. 


Si  nous  prenons 

AG  = ag  **  ^Sa, 

les  points  G et  g seront  les  centres  de  gravite  de  nos  deux  pyra- 
mides, dont  nous  pouvons  rcpräsenter  les  volumes  par  K et  t>,  les- 
quels  sont  proportionnels  aux  cubes  des  distances  SA  et  Sa. 

Posons  SA  — A,  Sa  *=  a;  et  soit  O le  |centre  de  gravitä  du 
tronc  de  pyramide. 

Faisons,  pour  plus  de  simplicitä,  OA  = a?,  Oa  — y. 


r 
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Nous  de  von  8 avoir 


Og 

OG 

Gg 

v " 

V 

V—v 

> 

ou 

(2) 

II 

OG 

03  — 

Gg 

A*  — o1 

{ 

Mais  il 

est  aise 

de 

voir  que 

• 

Og 

— 

Oa  -\-ag 

— y 

+i«  = 

i(4y  + a), 

OG 

m 

AG  — OA 

= iA 

— x = 

l(A- 

-4*), 

Gg 

— 

SG—Sg 

— $A 

— 3a  = 

j \{A 

— a). 

i 


Mettant  cos  valeurs  dans  (2)  et  multipliant  par  4,  on  obtient  les 
gquations 

4y-j~a  A — 4x  3(^4 — a)  3 


A 3 aa 

On  cn  tire  de  suite 


A 3 — ad  A*-\-  Aa-\-  a* 


3 A3  3 Aa3 — Ä*a — Aa 2 — a3 

iy  = Är+Aa  + a*  — ° f o! 

yl3  + 2A,n  + y1a*  — 3os 


4a;  = al — 


3«3 

^4«  — j—  t»2 


As  -f-  Aa  -}-«* 


Les  numerateurs  de  ces  fractions  sont  divisibles  par  A — a;  mettant 
ce  facteur  en  6vidence,  on  trouve  que 


y-i-i4^+^(3A,+2Aa+ai)' 

*-iA4w«i{A'+2Aa+3at)- 

On  en  tire,  en  divisant  membrc  & mernbre, 

x A2-\-2Aa-\-‘da2 
y a2-j-2^4a-|-3^ia 

Les  distances  A et  a sont  proportionnelles  aux  racines  carres 
des  deux  bases,  que  nous  pouvons  reprßsenter  par  ü*  et  b*.  Nous 
avons  donc 

x Z*2  + 2£Ä-f3Ä2 
(II)  y ~~  b*+2Bb+3B* 

2.  Centre  de  grravite  du  tronc  de  cöne  & bases  circulaires. 

Le  tronc  de  cöne  peut  etre  assimi!6  ä un  tronc  de  pyramide.  Rc- 
pr£sentons  par  Ä et  r les  rayons  des  deux  bases,  par  H la  bauteur 
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da  tronc,  et  par  x,  y les  distances  de  son  centre  de  gravitä  aux  plans 
des  deux  bases. 

Puisque,  dans  ce  cas 

B-  — nR2,  b2  =*  7 rr2,  Bb  — nRr , x-\-y  = //, 


nous  avons 
ou 

Nous  en  tirons 
x 


x R2  -f-  2 Rr  -f  - 3 r2 

y — r*  + 2Är-f  3Ä2* 

* (R  + r)2+2r* 

y ~ (R+r)*+2R* 

y 


x + y 


(Ä  + r)2+2r2  (rt-|-r)2-f-2Ä2  ~ 2(Ä+r)2-f  2{R2-\-  r2) 

H 

“ 4(Ä2-f  J?r  + r2)* 

Si  nous  faisons  remarquer  que 

R2+Rr+r 2 = (Ä+r)2— Rr, 
doqs  trouverons,  pour  les  valeur  de  x et  y 


x 


(HI) 


ln..(fl+r)M-2r* 

* ' (R+r)*  —Rr' 


_ . „ (n+rf+w 

y — *H'  (Ä-f  rf  — Rr  ' 
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Mitcelltn. 


XIV. 

Miscellen. 


1. 

Zur  orthogonalen  Axonometrie. 

1.  In  dor  orthogonalen  Axonometrie  werden  drei  aufeinander 
senkrechte,  durch  einen  Punkt  O gehende  Axen  OA,  OY  und  OZ 
vorausgesetzt,  welche  das  räumliche  Axensystem  heissen  und  drei 
Coordinatenebcnen  OXY , OXZ  und  OYZ  bestimmen.  Projicirt  man 
das  räumliche  Axcnsystem  auf  eine  Ebene  (Bildebene),  welche  gegen 
die  3 Coordinatenebcnen  beliebig  geneigt  ist,  so  muss,  da  jede  Raum- 
axe  auf  der  Ebene  der  beiden  anderen  senkrecht  steht,  die  Projcction 
einer  jeden  Axe  auf  der  Spur  der  Ebene  der  beiden  anderen  Axen 
senkrecht  stehen. 

Schneiden  die  3 Coordinatenebcnen  die  Bildebene  nach  dem  Drei- 
ecke XYZ , welches  gewöhnlich  das  Spurendreieck  genannt  wird, 
so  muss  also  in  Fig.  1. 

Xx  senkrecht  auf  YZ , Yy  senkrecht  auf  ZX  und  Zz  senkrecht  auf  AT 

sein,  d.  h.  die  drei  Höhen  des  axonomctrischen  Spuren- 
dreiecks sind  die  orthogonalen  Bilder  der  Axen  des 
räumlichen  Axensystemcs. 

2.  Setzt  man  voraus,  dass  der  Ursprung  O des  räumlichen 
Axensystemes  vor  der  Bildebene,  welche  durch  das£\AIrZ  repräsen- 
tirt  ist,  liege,  und  denkt  sich  das  Raumdreieck  YOZ  um  YZ  in  die 
Bildebene  umgelegt,  so  erhält  man  ein  rechtwinkeliges  £\  YOZ , desseu 
Scheitel  O des  rechten  Winkels  YOZ  in  die  Dreieckshöhe  xX  zu 
liegen  komme;  woraus  folgt,  dass  bei  der  angenommenen  Lage  der 
Bildebene  Wkl.  X < R ist. 
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In  gleicher  Weise  findet  man,  dass 

Wkl.  F<  R und  Wkl.  Z<  R 


ist,  d.  h.  ist  die  axonometrische  Bildebene  geneigt  zu 
den  3 Coordinatcnebenen,  daun  ist  ihr  Spurendreieck 
XYZ  immer  spitz wiukelig. 

3.  Verbindet  man  die  Fusspunkte  x,  y und  2 der  3 Höhen  im 
Sparendreiecke  XYZ,  so  erhält  man  ein  £\xyz,  in  welchem  bekannt- 
lich xX,  yY  und  zZ  die  Winkelhalbirendeu  siud.  Ihr  Schuittpuukt 
Q ist  die  orthogonale  Projection  des  Coordiuatenursprunges  O und 
zugleich  der  Mittelpunkt  des  dem  £\xyz  eingeschriebenen  Kreises. 

Nuu  ist  XyO'z  ein  Sehnenviereck,  und  mau  hat  nach  dem  Pto- 
lomäischen  Satze: 


nnd  durch  XO'2  dividirt: 

yz  Xy  zO'  Xz  yO' 

XÖ'  = XÖ'  * XÖ  + XO' ' XÖ  

Wegen  der  Aehnlichkeit  der  betreffenden  Dreiecke  hat  mau: 

Xy  Xx  zO'  _xY  Xz  xX  yO'  xZ 

XO7  = XZ*  XO'  XY'  XO'  = XY'  XO’  = xz: 

Durch  Substitution  dieser  Werte  in  die  Gleichung  1)  erhält  man: 


und  nach  leichter  Umformung,  wenn  man  mit  F die  Fläche  des 
Spurendreiecks  bezeichnet : 


XO'.  yz  — Xy  . zO  - f-  Xz  . y O’ 


yz  Xx  x Y 


xX  xZ 
XY  XZ 


xX . YZ 
XY.XZ 


XO'  XZ  XY 


In  gleicher  Weise  findet  man: 


ZO 7 ~ * X Y . YZ.ZX  zZ 


Fi  1 


und 


folglich 


YO 


xz 


F2  1 

XY.  YZ.ZX  yY ’ 


XO'  ZO • YO' 


oder 


yzixy  : xz 
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yz:  xy : xz 


XO*  . ZO'2  # FO'2 
xX.  XO'  ’ zZ.ZO'  ' y Y.  YO' 


Denkt  man  sich  z.  B.  durch  O'Z  den  Kreuzriss  gelegt,  und  denselben 
sammt  dem  dreieckigen  Schnitte  in  die  Bildebene  nach  ZOz  umgelegt. 


dann  ist  bekanntlich 


ZO ' 

zo 


das  Verkürzung8verhältniss  für  die 


Z Axe,  und  es  ist  im  A ZOz 


zZ.  ZO'  = ZO*. 
In  gleicher  Weise  findet  man 

xX.XO'  = XÖ* 
und 

yY . YO'  = YO *. 


Setzt  man  diese  Werte  in  die  Formel  2),  so  erhält  man: 


yz:xy : xz 


d.  h.  die  Seiten  des  Höhen-Fusspunktcndreiccks  xyz  im 
axonomctrischen  Spureudreiccke  XYZ  verhalten  sich 
wie  die  Quadrate  der  Verkürzungen  der  drei  axono- 
metrischen  Axen.  (Schlömilch’schcr  Satz). 

Sind  also  die  Verkürzungsverhältnisse  (etwa  durch  Masszahleu) 
gegeben,  so  ist  es  leicht  das  &xyz  zu  construiren , und  die  Axen- 
projectionen  xX , yY  und  zZ , sowie  das  Spurendreieck  XYZ  zu  er- 
mitteln. 

4.  Die  obigen  Gleichungen: 

XO*  — xX . XO',  YÖ 2 = yY.  YO\  ZO * = zZ.ZO' 
lassen  sich  in  nachstehender  Weise  umformen: 


und 


xori 

XO' 

XQ'.a :X~ 

xX' 

YO'* 

YO' 

YO'  .yY 

yY 

zo 72 

zo ' 

ZO'.  zZ  “ 

zZ 

Bildet  man  die  Summe  der  Quadrate  dieser  Verkürzungs Verhältnisse, 
so  erhält  man: 
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/ xo'\ * /fo'\*  /zo'\*  zo'  . yo’  zo’ 

U'O  / \ Yo)  + \ZO  / ~ xX  * yF  zZ  * 

oder  amgeformt: 


xX—O’x  , yY-O'y  zZ—  O’z 
xX  “i  yF  + zZ 


3 — 


O'*  ' 0>  0V 
xX  ' yY  ' zZ  ' 


nnd  wenn  man  die  Seiten  des  Spurendreiecks  ZFZ  einführt , ergibt 
sich : 


= 3- 


O'z  FZ  Oy  ZZ  O'z  ZF 
jZ  ' FZ  ' yF  ’ ZZ  ' zZ  ZF 


und  da  die  Nenner  untereinander  gleich  sind  und  jeder  den  doppelten 
Inhalt  des  /\XYZ  ausmacht,  so  erhält  man: 

Ox.  YZ+O’y.XZ+O’z.XY 
= 3 2 ZFZ 


und  da  der  Zähler  wieder  den  doppelten  Inhalt  von  ZFZ  ausmacht, 
so  erhält  mau: 

2ZFZ 

“ ö 2 Z FZ  ’ 

d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Verkürz ungs Verhält- 
nisse der  axonometrischen  Axen  ist  immer  gleich  2. 

♦ 

5.  Das  letzte  Resultat  lässt  sich  noch  einfacher  in  nachstehen- 
der Weise  finden.  Zieht  man  durch  Ar,  Z'F'  |j  FZ, 

„ F,  X'Z ' ||  ZZ, 
und  „ Z,  Z'F'  ||  FZ, 

so  erhält  mau  ein  £\X'X'Z\  dessen  Flächeninhalt  =4ZFZ  ist. 
Nun  ist 

xcr  XO'  ZF'  AZ'O'F' 

xX  = xO  ‘ FZ  ~ 2.ÄZOF 

und  folglich  die  Summe  der  Quadrate  der  Verkürzungs Verhältnisse 
der  axonometrischen  Axen 

&Z’0'Y'+&X'0'Zi+  Z\  F'O'Z'  AZ'F'Z' 

“ 2.A^FZ  " ^.ÄA'FZ 

_ o 

2£ZFZ  “ 

6.  Indem  wir  mit  diesen  Beweisen  schliesseu,  behalten  wir  uns 

vor,  auf  diesen  Gegenstand  gelegentlich  nochmals  zurück  zukommen, 
und  die  Anisometrie,  Dimetrie  und  Isometrie  näher  in’s  Auge  zu 
fassen.  J.  Streissler  in  Graz. 
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2. 

Nachtrag  zu  der  Dreiecksaufgahe  T.  LX1II.  p.  300. 

Nachdem  es  vielleicht  von  einigem  Interesse  sein  dürfte  die 
Grenzwerte  mehrerer  Grössen,  deren  algebraische  Bestimmung  in  der 
diesem  Nachtrage  zu  Grunde  liegenden  Arbeit  im  allgemeinen  aus- 
geführt wurde,  kennen  zu  lernen,  so  möge  den  folgenden  Betrach- 
tungen Raum  gegönnt  sein. 

1. 

Unter  welchen  Bedingungen  hat  der  im  Mitteldreiecke  von  den 
Seiten  7/t,  «,  p der  Seite  m gegenüberliegende  Winkel  cp  seinen  klein- 
sten Wert,  ( cp  ist,  nach  pag.  305.,  Gl.  10  stets  grösser  als  90°)  und 
welches  Erzeugungsdreieck  (von  deu  Seiten  x,  y,  z)  ist  durch  den 
Minimalwert  von  <p  charakterisirt? 

Auf  pag.  305.  sagt  Gl.  10: 


77l2  7i2 -j“«  (1) 

ferner  ist 

m*  = «*+*>*  + 2»j>cos(l80°  — cp) (2) 


Die  Comparation  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt: 

cos  (180°  — cp ) ^ 2jp* » 

d.  h.  der  kleinste  mögliche  Wert  von  cos (180°  — cp)  betrügt: 

003(180»-^)  = ^V'^+V  = l/|(2$+1)  • • • (3) 

welcher  Wert  offenbar  dem  grössten  Supplementwinkel  von  <p  und 
daher  dem  kleinsten  <p  entspricht.  Die  Restitution  von  (3)  in  (2)  er- 
giebt, dass  jene  Mitteldreiecke  die  kleinsten  rp  besitzen,  welche  zu 
rechtwinkeligen  Erzeugungsdreiecken  gehören;  mau  erhält  nämlich 
dann  die  Beziehung: 

w*2  «=  n*-J-p2 — 7*y?t24-2p2, 

welche  identisch  ist  mit  der  Form , die  Gl.  9,  pag.  306.  für  * = 0, 
also  für  ein  rechtwinkeliges  Erzeugungsdreieck,  anuimmt.  Welches 
unter  allen  den  möglichen  rechtwinkeligen  Erzeugungsdreiecken  das 
kleinste  cp  besitzt,  ergiebt  sich  aus  der  Uebcrleguug,  dass  cos(180°—  q>) 
am  kleinsten  ist,  wenn  u = 0,  also 
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Unser  gesuchtes  Urdrcieck,  welches  das  Mitteldreicck  mit  dem 
kleinsten  stumpfen  Winkel  erzeugt,  ist  also  folgenden  Bedingungen 
unterworfen : 


zusammengehalten,  zur  weiteren  Bedingung  « = 0 führen. 

Da  also  der  Radius  s des  dem  gesuchten  Urdreiecke  eingeschrie- 
benen Kreises  Null  ist,  so  ist  es  jenes  rechtwinkelige  Dreieck,  in  dem 
eine  Kathete  mit  der  Hypotenuse  zusammenfällt,  dessen  andere  Ka- 
thete also  Null  ist.  Das  Mitteldreieck,  in  welchem  <p  = 135°  ist, 
wird  gleichfalls  durch  eine  Gerade  repräsentirt , indem  ja  n = Ü ge- 
funden wurde. 


Unter  welchen  Bedingungen  hat  das  Mitteldreicck  sciuen  relativ 
grössten  Flächeninhalt  und  welches  Urdreicck  wird  hierdurch  cha- 
rakterisirt? 

Wir  bilden  aus  (3) 


folgt.  Da  fp  stets  grösser  als  135°  ist,  so  befindet  sich  das  relativ- 
grösste  Mitteldreieck  unter  jenen,  für  welche  rp  möglichst  klein,  also 


ist.  Die  Fläche  F des  gesuchten  Mitteldreiecks  hat  die  Form: 


t = 0 und  « = 0, 

welche  mit  der  pag.  306.  aufgestellten  Gleichung 


»»  — 2s*  — 


2. 


und 


woraus 


(4) 
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oder  mit  Bttcksicht  auf  (4): 

F=2  V 2j p* — n*» 

worin  noch  das  günstigste  Ycrbältniss  zwischen  n und  9 zu  bestimmen 
ist.  Wir  bilden: 


woraus 


folgt,  welcher  Wert,  wie  leicht  zu  ersehn  ist,  F zu  einem  Maximum 
macht.  Man  findet  ferner  leicht: 


n = mV  2 — V 3 , 

somit  ist 

m : n : p = V2+V3:l:l 

das  Verhältniss,  in  welchem  die  Seiten  m,  p des  Mitteldreiecks 
stehen  müssen,  damit  seine  Fläche  ihr  Maximum  besitzt  Die  Fläche 
selbst  ist  dann  repräsentirt  durch  die  coexistirenden  Formeln: 


m 


F=t(2-V3)  = 


Ferner  ist,  da  in  diesem  Falle 

cos (180—  (p)  — V»*+2p* 

übergeht  in 

COS  (180  — <p)  + ’S*  — JV3 

180  — <p  = 30  resp. 

<p=  150° 

der  stumpfe  Winkel  des  relativ  grössten  Mitteldrciecks. 

Schliesslich  haben  wir  uns  noch  über  die  relativen  Grössen  der 
Seiten  des  entsprechenden  Urdreiecks  klar  zu  werden.  Aus  dem  ge- 
sagten ist  zunächst  klar,  dass  es  ebenfalls  rechtwinkclig  ist.  Deshalb 
führt  uns  am  bequemsten  zum  Ziele  die  Combination  der  Gl.  » = p 
mit  den  in  Function  von  n und  p für  die  Seiten  sr,  y,  s eines  recht- 
winkeligen  Dreiecks  auf  pag.  308.  aufgestellten  Formeln: 


* = «V2  + V2(n*+2p*) 
x — n"]/ 2-\-  V2p*-{-V4p4 — «4 
' y «=  *y2  + V2p*  — = 
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Man  erhält: 

x = n Vf(l  + V3) 
y = « Vi(l  + V3) 
z = f»V  2(l-f- V3)  resp. 
x : y i z = y 3:1:2 

als  das  Seitenverhältnis  im  Erzeugungsdreiecko  des  Mitteldreiecks 
vom  grössten  Flächeninhalte. 

Wien,  den  23.  März  1880.  N.  von  Lorenz. 


3. 

Anmerkung  zu  dem  Aufsatze:  „Beitrag  zur  Ellipse“. 

T.  LXIH.  p.  443. 

Ich  erlaube  mir  auf  die  bekannte  Construction  der  Aufgabe 
„Einem  gegebenen  Parallellogramme  eine  Ellipse  berührend  einzu- 
schreiben“, welche  Herr  Th.  Sinram  im  63.  Teile  des  Archivs  S.  443. 
analytisch  begründet  hat,  nochmals  zurückzukommen  uud  zu  zeigen, 
dass  dieselbe  Construction  aus  der  projectivischeu  Beziehung  zweier 
bestimmter  Strahlenbüschel  sich  ableiten  lässt.  Denn  es  bestimmt 
ein  Parallelstrahlenbüschel  Fig.  1.,  welches  durch  die  Richtung  der 

Diagonale  mmx  bestimmt  ist,  auf  den  Geraden  vm,  vxmx  zwei  per- 
spectiviscbe  uud  ähnliche  Punktreihen  ( abcd  ...),  axb1c1dx  . . .),  welche 

aus  den  Endpunkten  sx  des  Durchmessers  ssx  durch  zwei  projcc- 
tivische  Strahlenbüschel  s(abcd ...),  sx(axbxc1dx  ...)  projicirt  werden. 

Die  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Strahlen  m ab  sxbt,  sc 
txcx,  sd  sxdx  ...  der  Büschel  s(abcd ...),  sx(axbxcxdx  ...)  bestimmen  also 
Punkte  a,  b' , c,  d!  ...  eines  Kegelschnittes  E'. 

Wählt  man  die  entsprechenden  Punktepaare  uax,  bbx,  ...  nur  in 

Strecken  iw,  vxmx , so  erhält  man  bloss  Punkte  des  elliptischen  Bo- 
gens v'ab'm  im  ersten  Quadranten.  Um  nachzuweisen,  dass  analoge 
Constructionen  in  den  folgenden  Quadranten  nicht  nur  auch  ellipti- 
sche Bögen  liefern,  sondern  dass  alle  diese  derselben  Ellipse  E ' an- 
gehören, muss  man  von  einem  allgemeineren  Standpunkte  auch  die 
perspectivische  Beziehung  der  Reihen  (abcd...),  (axbxcxdx...)\  (abcd...), 
(<Hbtc^d^  ...)',  (abcd...),  (a^b^tl^  ...) ; (abcd...),  (a4jbicidA  ...)  durch  jene 
Parallelstrahlenbüschel  vermitteln,  welche  durch  die  Richtungen  der 

Geraden  mm mm2i  »3,  mm4  bestimmt  sind,  und  man  erhält  so 
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(ab  C(l)  — (<2|ÄjCj  rfj)  — (a2b2C2d2)  — (rt3^3^3^s)  — (Ö4^4C4^4)‘ 


Denken  wir  uns  diose  Reihen  aus  don  Punkten  s,  st 
halten  wir 


s(abcd)  — = «(agägCgrfg)  = s(a3b3c3d3 ) = *(a4V4rf4) 

= 8x(abcd)  — — 8x(a2b2c2d2)  — : äj (as^3^3d3)  = sx(a^b^c^dx) 

Nun  kann  man  beweisen,  dass  die  Strahlenbüschel 
s1(a2b2c2d2)  identisch  sind.  Wählt  man  in  der  Reihe  (abcd ...)  drei 
bestimmte  Punkte  wij  m100  t>4  und  einen  beliebigen  Punkt  Oj  und  in 
der  Reihe  (a2b2c2d2 ...)  drei  bestimmte  Punkte  m2  u2X}  v2  und  einen 
beliebigen  Punkt  a2  so,  dass  VjVg,  a{a2  einander  ent- 

sprechende Punktepaare  sind,  so  hat  man 

(miMix?;i«i)  = (m2u2aov2a2). 

Projicirt  man  diese  Reihen  aus  so  bekommt  man 

<iK«jX»!i«i)  = •i(in2u2aüv2a2). 


In  den  so  erhaltenen  concentrischen  projectivischen  Büscheln  ist  aber 
= «jffij,  ==  , siv\  — 8iv't'>  folglich  müssen  auch  die 

Strahlen  axa j,  identisch  sein.  Da  die  entsprechenden  Punkte 
«j  a2  beliebig  gewählt  worden  sind,  so  folgt,  dass  auch  die  übrigen 
entsprechenden  Strahlen  slbl  sxb2,  sxcx  sxd2  ...  zusammen- 

fallen,  und  dass  auch  die  Büschel  ...),  sx(a^b2c2d2  ...) 

identisch  sein  müssen.  Aus  den  Relationen  s(abcd)  = sl(a1blc1d1)i 
a (abcd)  = s^a^c^L)  und  aus  der  Identität  der  Büschel 

ergibt  sich,  dass  die  projectivischen  Strahlenbüschel 
is(abcd  ...  ) , . ..  ) ; s(abcd  ...  ) , 81(a2b2c2d2  ...  ) dieselben 

Punkte  a'b'c’d'  ...  des  Kegelschnittes  E'  erzeugen  müssen.  In  der- 
selben Weise  kann  die  Identität  der  Büschel  s(a3b3c3d3. ..),  »(a4ö4c4</4...) 
erwiesen  werden,  und  man  erkennt,  dass  auch  die  projectivischen 
Büschel  s^abed...),  *(a3b3c3d3  . . .)  und  sx(abcd...)  Ä*(a4i4c4</4  . . .)  die- 
selben Punkte  a!\  b ",  c",  d!'  ...  eines  Kegelschnittes  E"  bestimmen. 
Beide  Curven  E’  und  E"  sind  aber  durch  die  Punkte  v'~v\  m\ 

m”,  und  durch  die  Tangenten  mt81  = y«jw2,  m's  = m3mi  in  den 
Punkten  m\  m”  vollkommen  bestimmt,  und  müssen  daher  identisch 
sein.  Nun  erkenut  mau  aus  der  Bestimmung  der  Punkte  b\  c, 
d'  ...  , a\  b",  c ",  (f  ...  die  bekannte  Ellipsenconstruction.  Zugleich 

erhellt,  dass  bei  der  Construetion  der  Ellipse  dio  Strecken  vm,  vtv^ 
nicht  in  n gleiche  Teile  geteilt  werden  müssen,  sondern  dass  es  ge- 
nügt, die  einzelnen  Teilpunkte  ao„  bbu  ...  auf  den  Strecken  so  zu 

wählen,  dass  sie  auf  Geraden  aau  bbx  ...  liegen,  welche  parallel  zu 
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romj  sind.  Analoge  Bemerkungen  beziehen  sich  auf  die  Teilung  der 
Strecken  t m,  tcm^ ; im»,  towijj,  vm,  vm4. 

2.  Nun  wollen  wir  auch  zeigen,  wie  analoge  und  bekannte  Con- 
structionen  für  die  Hyperbel  und  Parabel  sich  ableiten  lassen. 

Es  seien  ms,  wx  die  conjugirteu  Durchmesser  der  Hyperbel. 
Die  Punktreihe  (Fig.  2.)  (abcd  ...  u ...  v ) des  Trägers  vvx  projiciren 
wir  mittels  Strahlen  a'a,  bxb , c*c,  dld  ...  t*1«,  ...  welche 

parallel  zu  der  Diagonale  A sind,  auf  die  Gerade  ««j,  und  die  so  er- 
haltene Punktreihe  (1b1b1c1d  ...  Ju  ...  *v  ...)  projiciren  wir  mittels 
eines  durch  die  Diagonale  Ax  bestimmten  Parallelstrahlcubüschels 
auf  die  Gerade  V.  Die  neue  Punktreihe  neunen  wir  (a1b1c1d1..u1..v1). 
Da  die  Punktreihe  ( abcd  ...  n ...  v ...)  perspectivisch  und  ähnlich 
ist  zur  Reihe  ...  ,i»  ...  J»),  und  auch  die  Reihen  ('a'b'c'd 

...  ht  ...  1v),  (ajbjc^lj  ...  Uj  ...  ...)  perspectivisch  und  ähnlich 

sind,  so  müssen  die  Punktreiheu  ( abcd  ...  u ...  v),  (a^i^dx  ...  u\ ...  Vj) 
projectivisch  sein.  Wenn  wir  uus  die  Punktreihen  ( abcd  ...  u ...v), 
...  m,  ...  Vj  ...)  aus  den  Punkten  s,  ä,  projicirt  denken, 
so  bekommen  wir  zwei  projectivischc  Strahlenbüschel  s(abcd. ..t*...v...), 

...ttj  ...  r2  ...),  deren  zugeordnete  Strahlen  sa  Sjat,  sb  sxb x, 
tc  g1cj1  sd  8xdx  ...  äm  fftMj  ...  «jVj  ...  sich  in  den  Punkten  a',  b', 

r* 

c',  rf'  ...  ?<'...  *>'...  eines  Kegelschnittes  H'  schneiden  müssen.  Aus 
der  Bestimmung  der  Puukte  w'x,  «'x  erkennt  man  sofort,  dass  der 
Kegelschnitt  H' , da  er  zwei  unendlich  ferne  Punkte  u'  x,  t>'x  hat, 
eine  Hyperbel  ist,  und  dass  A,  Ax  Asymptoten  dieser  Hyperbel  sind. 
In  ähnlicher  Weise  könnte  auch  die  zweite  Construction , welche  in 
der  Figur  ersichtlich  gemacht  ist,  bewiesen  werden. 

Um  auch  noch  den  Fall  zu  behandeln,  wenn  eine  Parabel  durch 
den  Durchmesser  i’Älx  Fig.  3.  und  durch  die  zum  Durchmesser  con- 
jugirte  Sehne  m'  bestimmt  ist,  und  construirt  werden  soll,  so  pro- 
jiciren wir,  wenn  durch  die  Diagonale  mm1  die  Richtung  eines  pro- 
jicirenden  Parallelstrahlenbüschels  bestimmt  ist,  die  Punkreihe  (abcd...) 
auf  die  Tangente  T des  Punktes  v.  Mau  erhält  wieder  zwei  per- 
spectivische  und  ähnliche  Puuktreihen  (abcd  ...),  ...),  welche 

aus  den  Punkten  s,  slx  (unendlich  ferner  Punkt  des  Durchmessers) 
durch  zwei  projectivischc  Strahlenbüschel  s(abcd  ..,),  ...) 

projicirt  werden.  Durch  den  gegenseitigen  Durchschnitt  der  ent- 
sprechenden Strahlen  sa , sb,  sxbx,  sc  sic1  ...  sind  die  Punkte  a', 
b',  c , d'  ...  der  Parabel  P'  besimmt.  Da  der  Schnittpunkt  e!  der 

entsprechenden  Strahlen  sc  sx^cx  mit  dem  Punkte  s zusamraenfällt, 
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so  muss  86  = ae ' die  Tangonte  der  Parabel  im  Punkte  s sein.  Weil 
aber  vm  = ex$  = ev  ist,  so  ergibt  sich  die  bekannte  und  einfache 
Construction  der  Tangente  in  einem  beliebigen  Parabelpunktc  #,  wenn 

man  die  Strecke  ev  = vm  macht  und  den  so  erhaltenen  Punkt  e mit 
a verbindet. 

Die  Figur  zeigt  noch  eine  andere  Parabelconstruction , welche 
aus  der  projectivischcn  Beziehung  der  Büschel  *(abcd...),  r(,o,Ä,c,d«.) 
sich  ergibt 

Teltsch  am  1.  October  1879.  W.  JoHbek. 


4. 


Heber  den  Schwerpunkt  des  Vierecks. 


Bezeichnen  a,  b und  c die  Abstände  der  Ecken  eines  Dreiecks 
von  einer  Ebene,  so  ist  der  Abstand  z des  Schwerpunkts  jenes  Drei- 
ecks von  dieser  Ebene  bekanntlich  gleich  dem  arithmetischen  Mittel 


der  drei  Eckabstände.  Es  ist  demnach 
buch  der  Statik,  pag.  209). 


z — 


(Möbius, Lehr- 


Offenbar  liegt  für  die  bestimmenden  Punkte  eines  ebenen  Vier- 
ecks AB  CD  (Fig.  1.)  und  den  Schwerpunkt  S desselben  eine  ent- 
sprechende Beziehung  vor.  Diese  zu  ermitteln  wird  als  fünfter  Be- 
stimmungspunkt neben  den  Eckpunkten  der  Durchschnittspunkt  O der 
Diagonalen  AB  und  BD  des  Vierecks  gewählt.  Die  Abstände  der 
Ecken  von  einer  willkürlich  angenommenen  Ebene  seien  beziehlich 
«,  b , c und  d und  der  Abstand  des  Durchschnittspunkts  der  Diago- 
nalen sei  o.  Um  den  Schwerpunkt  5 des  Vierecks  zu  bestimmen, 
werden  die  Ecken  A uud  C mit  der  Mitte  M der  Diagonale  BD  ver- 
bunden. Die  Mittellinien  AM  und  CM  siud  Schwerlinien  der  Drei- 
ecke ABD  und  BCD  und  der  Schwerpunkt  S des  Vierecks  liegt  anf 
der  Schwerliuie  PQ,  welche  die  Schwerpunkte  P und  Q der  Dreiecke 
verbindet.  Alsdann  ist  PQ  parall.  AC  und  ausserdem  PQ  = \AC 
und  es  liegt  die  Beziehung  vor 


QN  _ OC 
PQ  ~ AC 


. (1) 


Das  Gleichgewicht  dagegen  bedingt  die  Proportion: 


PS  A BCD 
QS  ~~  A BAD' 


Afisceüen. 
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so  folgt: 


&BCD  OC 
£\BAD  ~ OA' 

PS  OC 
QS  “ OA’ 

PS  _ OC 
PQ  — AC  ' 


(2) 


and  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2) 

PS  = QN 


(3) 


Man  erhält  demnach  den  Schwerpunkt  S,  indem  man  auf  der  Strecke 
QP  den  durch  die  Diagonale  BD  gelieferten  Abschnitt  PN  von  Q 
aus  abträgt*).  Es  ist  alsdann: 

OC 

PS  = QN  = 

Nun  ist 


3 


2 . PQ  *=*  p . QS-\-qPS, 


AC 


AC 


OC 


& • 


P 5 "f ü Q 


2 = p + (q  — p) 

und,  indem  man  erwägt,  dass 

(i  b -{-  ( l 


OC 

AC 


P = 


3 


folgt  hieraus: 


b -{-  c -\~d 

« = 3 


OC 

3z  = a + — a ) — 


(4) 


Für  die  Diagonale  AC  und  den  Diagonalendurchschnittspunkt  O 
liegt  die  Gleichung  vor: 

o.AC  — a.  OC-\-c.AO , 

aus  der  sich  ergiebt: 

OC 

o = c-\-(a—c)  (5) 


Durch  Addition  von  (4)  und  (5)  folgt  alsdann: 

32  -f-  ° — « -f-  b -j-  c -f-  d 
woraus  die  bemerkenswerte  Beziehung: 


*)  Wie  bereits  in  T.  LXIV.  j>«  439.  bemerkt  (Red.) 
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z = 


« — & — f—  C — ° 


(6) 


hervorgeht. 

Ist  das  Viereck  ein  Parallelogramm,  so  ist 

a-J-i-f-c-f-A 


und  daher  auch 


a —}-  b d 


(7) 


Steht  die  Ebene  des  Vierecks  ABCD  normal  auf  der  Bestimmungs- 
ebene, und  liegt  die  Seite  CD  in  der  letzteren,  so  sind  die  Abmes- 
sungen c uud  d gleich  Null,  und  folgt  demnach 


z 


• (8) 


als  Bestimmuugsgleichung  für  den  Schwerpunkt  eines  Vierecks  in  der 
Ebene  desselben. 


Wird  demnächst  die  Vierecksseite  BC  = O angenommen , geht 
also  das  Viereck  ABCD  iu  das  Dreieck  BAD  über,  so  wird  gleich- 
zeitig mit  b auch  o gleich  Null  uud  folgt  für  das  Dreieck  die  be- 
kannte Gleichung 


Es  ist  einleuchtend,  dass  dieselben  Relationen  stattfluden,  wenn 
an  Stelle  der  normalen  Abmessungen  a,  b,  c,  d und  O beliebige 
parallele  Strecken  a\  b\  c\  d'  und  o'  angenommen  werden. 

Das  aufgestellte  Gesetz  dürfte  an  und  für  sich  von  Interesse  sein. 
Dasselbe  giebt  ausserdem  Veranlassung,  einen  Irrtum  zu  berichtigen, 
der  in  La  Fremoire’s  wertvollen  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehr- 
sätzen — herausgegebeu  von  Dr.  Reuschle,  Stuttgart  1858,  — pag.  51. 
in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  des  Vierecks  begangen  wird,  indem 
derselbe  in  den  Durchschnittspunkt  der  geraden  Verbindungslinien 
der  Mitten  gegentiberstehenden  Seiten  verlegt  wird.  Das  Irrtümliche 
dieser  Angabe  tritt  hervor,  indem  man  die  Mitten  zusammenstossen- 
den  Seiten  geradliuig  verbindet,  und  dadurch  ein  Parallelogramm  her- 
stellt, in  dem  jene  Strecken  Diagonalen  sind.  Es  folgt  dann,  wenn 
die  die  Normalen  von  den  Punkten  A,  B,  C,  D und  S auf  eine  Ebene 
wie  vor  bezeichnet  werden: 
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a-\~d  t i-|-c 

~2  f"  “2“ 


4 


was  nur  zutrifft,  wenn  Viereck  ABCD  ein  Parallelogramm  iat. 
Brieg,  November  1879.  E.  Noeggerath. 


5. 

Schwerpunkt  des  Vierecks. 

Die  Vierecksdiagonalen  AC  und  BD  schneiden  sich  in  E.  Man 
trage  die  Strecke  CE  von  A nach  C hin  nach  AF.  Daun  hat  das 
Dreieck  BDF  denselben  Schwerpunkt  wie  das  Viereck  ABCD.  Der 
Grund  ist  leicht  zu  sehen,  und  der  Schwerpunkt  des  Vierecks  hier- 
nach leicht  zu  construiren. 

Mülhausen  im  Eisass. 

Dr.  P.  Jolmen,  Oberlehrer. 


6. 

Thlor&me  de  G£om6trie  plane. 

Lern  me.  La  position  qu’  un  point  mobile  partant  d’un  point 
fiie  atteint  en  parcourant  deux  lignes  brisßes  dont  les  616ments  cor- 
respondent  en  lougueur  et  en  direction,  mais  different  en  ordre,  est 
independante  de  cct  ordre. 

En  effet  on  pourra  toiyours  iutervertir  l’ordre  de  deux  616ments 
cons^cutifs  en  considerant  lo  Parallelogramme  construit  sur  ces  deux 
etements;  par  consßquent  on  peut  intervertir  l’ordre  d’unc  mani&re 
arbitraire  parce  que  tout  changement  d’ordre  peut  etre  decompose  eu 
changements  616mcntaires  de  deux  616ments  consecutifs. 

Corollaire.  Une  ligne  brisee  dont  les  elements  consecutifs 
correspondent  alternativeraent  en  longueur  et  en  direction  avec  les 
cötes  de  deux  polygones  quelconques,  se  fermera.  J’appelle  direction 
d’nn  cot6  la  direction  dans  laquello  un  point  mobile  parcourt  ce  cöte 
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en  parcourant  dans  un  sens  arbitraire  le  contour  du  polygone  cor- 
respondant. 

Eu  effet  on  pourra  remplacer  cette  ligne  brisöe  par  une  autre 
dont  les  ölöments  successifs  sont  d’abord  empruutes  au  prcmier  et 
ensuite  au  secoud  polygoue.  La  promiöre  partie  fcra  douc  reveoir  le 
poiut  mobile  au  point  de  depart  et  la  secoude  ögalement. 

Thöoröme.  Soieut  o,  a2  ...  an  les  cötes  successifs  d’uu  poly- 
gone quelconque  et  2h  P2  • • • V »*  ^es  qui  joigucnt  uu  point  Jf 

de  sou  plan  aux  sommets  successifs  d’un  second  polygone,  soumis  k 
la  seule  condition  d’avoir  le  meine  nombre  de  cötes  que  le  premier, 
ou  aura  toujours,  quelle  que  soit  la  position  du  poiut  M: 

a1p18in(a,p1)  + a8p2sin(a1pa)-|‘-  •••  a»P>*  siu(aHp»i)  = constante 

ponr*\  qu’  011  compte  les  anglcs  (a,p,),  {a*2h)  •••  (a»pn)  entre 
et  pi,  a2  et  p2  ...  an  et  ])H  de  la  maniörc  suivante : 

Soient  les  directions  de  p1p2  ...  p*  toutes  dirigöes  des  sommets 
correspondants  vers  le  point  M et  soient  les  directions  des  cöt£s 
a1ai  ...  a*  definies  commo  ci-dessus,  les  anglcs  (alp1),  (asp2)  ...  (aHp») 
sont  les  angles  que  decriront  les  cötös  a,a2  ...  an  en  les  tournaut 
tous  dans  le  memo  sens  jusqu’  ä cc  qu’  ils  coiucident  avec  les  di- 
rections de  ptp2  ...  p»». 

Demonstration.  Soient  bx b2  ...  b„  les  cötes  successifs  du 
second  polygone  de  teile  mauiere  que  les  points  d’iutersection  de  bH 
et  et  b2  etc.  correspondent  avec  les  points  de  döpart  de  p1pi...pH, 
on  pourra  construire  une  ligne  brisöe  dont  les  elöments  successifs 
sont  de  meine  longueur  et  de  meine  direction  que  ceux  de 
a»bn.  Cette  ligue  brisee  sc  fermera;  nous  aurons  donc  un  nouveau 
polygone. 

Coustruisous  sur  los  cötes  ö,ö2  ...  b„  de  ce  nouveau  polygone 
des  triaugles  dont  les  deux  autres  cötes  sont  egales  et  paralleles  aux 
lignes  p1  et  p2,  p2  et  p&  ...  pu  et  p,  respcctivemeut  et  joignons  en- 
core  les  sommets  successifs  de  ces  derniers  triaugles:  il  est  evident 
que  le  nouveau  polygone  sera  divise  par  cette  construction  en  diffe- 
rentes parties  et  qu’  ou  obtiendra  la  surface  de  cc  polygone  en  ad- 
ditionnant. 

a)  Un  polygone  congru  avec  le  premier  polygone 

b)  la  somme  des  triaugles  composant  le  second  polygone 
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c)  la  somme  des  paralldlogrammes  «iPiSin(a1p1),  atp9  sin^p^)... 
anpM  sin(a*p*). 

En  changeant  la  position  du  point  M,  les  deux  premieres  par- 
lier de  cette  somme  ne  changeront  pas  de  valeur,  par  consequent  la 
troisidme  partie,  savoir  la  somme  des  paralldlogrammes  sera  con- 
stante. 

Cas  particuliers.  Supposons  que  quelques-uns  des  sommets 
consdcutifs  du  second  polygone  co'incident:  le  second  polygone  se 
tronvera  chauge  de  cette  manidre  en  uu  autre  polygone  ayant  moins 
de  cötds,  ou  meme  en  une  ligne  droite.  II  est  evident  que  la  for- 
mule gdndrale  se  modifiera  d’une  manidre  correspondaute  avec  celle 
au  moyen  de  laquelle  ce  second  polygone  ou  cette  ligne  sera  formd 

Comme  application  prenons  deux  quadrangles  et  supposons  que 
ie  second  se  trouvo  change  en  un  ligne  droite  en  faisant  coincider 
les  deux  extremitds  de  chacun  des  deux  cötds  b2  et  d4.  On  aura  dans 
ce  cas  p$  = p * et  pA  = px  par  consequent  la  formule  generale  se 
modifiera  en 


a^sin^!  px  )+a,pgsin(a2^2)-j-fl3/)2sin(«3/)2)-f-a4i>18in(fl4p1 ) = constante. 


Remarque.  A l’aide  d’une  section  plane  mendo  paralldlement 
aux  deux  bases  paralleles  d’uu  prismato’ide  on  pourra  aussi  ddmon- 
trer  le  thdoreme  en  considdrant  les  polygones  suivaui  les  quels  cette 
äection  est  coupde  par  les  pyramides  suivantes,  dans  les  quelles  on 
peut  ddcomposer  ce  corps. 

a)  La  pyramide  qu’  ou  obtiendra  en  joignant  un  point  M d’une 
des  bases  avec  les  sommets  de  l’autre,  le  point  Me tant  choisi 
de  manidre  que  cette  pyramido  soit  compldtement  contenue 
dans  lc  corps  de  la  prismato'ide. 

b)  Les  pyramides  ayant  pour  bases  les  triangles  formes  par  la 
jonction  du  point  M et  des  sommets  de  la  base  dans  laquelle 
on  a choisi  ce  point  et  dout  les  sommets  co'incident  avec  les 
sommets  de  l’autrc  base. 


En  choississaut  les  polygones  d’une  manidre  convcnable  on  peut 
deraontrer  avec  le  theoreme  precedent  plusieurs  theordmes  de  geo- 
mötrie  plane. 

Utrecht  le  30  Mars  1880. 

Dr.  W.  Kapteyn. 
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7. 

Verstellbare  Brillen. 

Weun  man  durch  eine  optische  Linse  einen  Gegenstand  betrach- 
tet, so  ist  die  optische  Wirkung,  jenachdem  die  Sehlinie  rechtwinklig 
oder  schräg  durch  die  Linie  fällt,  eine  verschiedene.  Fällt  die  Seh- 
linie rechtwinklig  durch  die  Mitte  der  Linse,  so  erscheint  das  Object 
einfach  vergrössert  oder  verkleinert  je  nach  dem  Schliff  der  Linse 
(bei  concaven  verkleinert,  bei  convexen  vergrössert).  Fällt  die  Seh- 
linie jedoch  schräg  durch  die  Linse,  so  entsteht  eine  prismatische 
Nebenwirkung  und  das  Object  erscheint  verzerrt. 

Bei  den  bisher  gebräuchlichen  Brillen  stehen  die  Brillengläser 
rechtwinklig  zu  den  Brillenhaltern  vertical  uud  unbeweglich  vor  den 
Augen.  Es  ist  dies  für  das  Sehen  in  die  Entfernung  auch  vollkommen 
richtig.  Anders  verhält  es  sich  bei  dem  Abwärtssehen.  Das  Ab- 
wärtssehen wird  fast  nur  durch  eine  Drehung  des  Augapfels  nach 
unten  bewirkt,  während  die  Kopfstelluug,  uud  mit  dieser  die  Stellung 
der  Brillengläser  fast  dieselbe  bleibt.  Es  ist  daher  unmöglich,  dass 
bei  dem  Abwärtssehen  mi$  einer  solchen  Brille,  d.  h.  bei  dem  Lesen 
oder  Arbeiten,  die  Sehlinic  gleichfalls  rechtwinklig  und  durch  die 
Centren  der  Gläser  fallen  kann,  sondern  sie  wird  unbedingt  schräg 
am  untern  Brillcnraude  durch  dieselben  gehen,  wodurch  die  oben  er- 
wähnte prismatische  Wirkung  entsteht  uud  der  häufige  Gebrauch  einer 
solchen  Brille  nachteilig  wirkt. 

Um  diesem  Uebelstande  zu  begegnen,  habe  ich  Brillen  coustruirt, 
bei  welchen  man  mit  Hilfe  eines  zweiten  Charniers  au  jeder 
Seite  die  Brillengläser  so  verstellen  kann,  dass  bei  dem  Abwärtssebeu 
die  Sehlinie  rechtwinklig  uud  durch  die  Centreu  der  Brillengläser 
fallen  muss. 

Die  Charniern  sind  äusserst  sorgfältig  gearbeitet  und  lassen  sich 
nur  in  deüi  erforderlichen  Winkel  (gewöhnlich  4ö°)  verstellen,  was 
durch  eine  Arretirung  bewirkt  wird. 

Schlesicky-Stroehlein. 

Frankfurt  a.  M.  October  1879. 
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Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  für  Schüler  höherer  Lehranstal- 
ten, mit  Anleitung  zur  geometrischen  und  algebraischen  Analysis  und 
einer  Auswahl  theils  gelöster,  theils  nicht  gelöster  Aufgaben.  Von 
Dr.  K.  F.  Juughans,  Professor  am  Stadt-Gymnasium  in  Stettin. 
Erster  Theil.  Mit  316  — Zweiter  Theil.  Mit  289  in  den  Text  ein- 
gedruckten Holzschnitten.  Berlin  1879.  Weidmann.  260  und  291  S. 

Der  1 . Teil  enthalt  vollständig  die  Planimetrie  in  der  dem  Gym- 
nasialunterricht angemessenen  Form  bearbeitet.  Obwol  vom  Verfassser 
zum  Hülfsmittel  der  Repetition  bestimmt,  wird  dio  Doctrin  doch,  wie 
er  es  für  notwendig  erklärt,  in  vollkommener  Ausführlichkeit  vorge- 
tragen, ausreichend  um  sogar  minder  Begabten  zum  Selbstunterricht 
zu  dienen.  Citate  wollte  der  Verfasser  so  gut  als  möglich  vermeiden. 
Dies  geht  so  weit,  dass  z.  B.  derselbe  Beweis  für  den  1.  Congrueuz- 
satz  factisch  zweimal  geführt  wird,  offenbar  um  die  Reihe  der  Con- 
grueuz  nicht  zu  unterbrechen.  Dass  der  Abfassung  keine  Kürze  auf- 
crlegt  war,  hatte  natürlich  manches  Gute  znr  Folge.  Systematische 
Ordnung  und  Uebersichtlichkeit  zu  erreichen  war  deshalb  leicht,  ist 
aber  auch  in  anerkennenswerter  Weise  geschehen.  Deutlichkeit  und 
Präcision  des  Ausdrucks,  worauf  gleichfalls  die  Vorrede  Gewicht  legt, 
ist  mit  sichtlichem  Fleisse  angestrebt  worden;  wenn  gleichwol  noch 
einiges  zu  bessern  bleibt,  so  ist  es  zu  unbedeutend  um  es  zu  nennen. 
Manchmal  verbindet  noch  ein  zweifelhaftes  „oder“  den  richtigen  und 
den  ungenauen  Ausdruck,  als  wolle  der  Verfasser  es  den  Lesern  über- 
lassen sich  darüber  zu  streiten.  Auch  den  Anforderungen  strenger 

Teil  LXY.  Heft  2.  2 
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Logik  ist  infolge  der  Ausführlichkeit  etwas  grössere 
zugewandt  worden.  Die  Parallelentheorie  stützt  sich  zum  Ueberfluss 
auf  drei  Axiome,  deren  jedes  zum  Beweise  der  beiden  andern  hin- 
gereicht hätte.  In  der  Proportionslehre,  deren  rein  arithmetischer 
Teil  hier  in  die  Geometrie  eingeschaltet  uud  den  Proportionen  der 
Kaumgrössen  vorausgeschickt  ist,  wird  der  Fall  der  Incommensura- 
bilität  nicht  nur  in  vollem  Masse  erörtert,  sondern  auch  die  Beweise 
rücksichtlich  desselben  durch  Anwendung  unendlichkleiner  Differenzen 
vervollständigt.  In  beiden  Punkten  findet  sich  jedoch  Ucbermass  mit 
Mangel  auf  der  andern  Seite  verbunden.  Der  Begriff  des  Winkels 
wird  dreifach  charakterisirt,  wiewol  die  3 Bestimmungen  nicht  gehörig 
geschieden , sondern  etwas  ineinander  geschoben  sind.  Der  Winkel 
wird  zuerst  als  die  Wiukelfigur  betrachtet,  die  Schenkel  beliebig 
lang,  was  leider  erst  im  nächsten  Satze  steht:  dann  als  sog.  Winkel- 
blatt, d.  i.  Region  der  unbegrenzten  Ebene.  Letzteres  ist  hier  ganz 
unverständlich  ausgedrückt,  mit  den  Worten:  „Ein  Winkel  ist  der 
ebene,  nach  einer  Seite  hin  unbegrenzte  Raum  zwischen  zwei  beliebig 
langen  geraden  Linien,  welche  von  demselben  Punkte  ausgehen“. 
Beliebig  lange,  also  doch  immer  begrenzt  gedachte  Schenkel  können 
einen  Raum  weder  ganz  noch  einseitig  begrenzen,  denn  sie  sperren 
keinen  Punkt  der  Ebene  vom  andern  ab.  Was  aber  soll  der  Schüler 
bei  den  Worten  „nach  einer  Seite  hin“  denken?  Da  die  hier  gemeinte 
Bestimmung  des  Winkels  im  ganzen  Buche  keine  Anwendung  findet 
da  sie  überdies  für  Anfänger  und  logisch  nicht  ganz  feste  Individuen 
eine  Quelle  unklarer  Begriffe  ist,  so  hätte  sie  überhaupt  wegfallen 
sollen.  Sie  scheint  nur,  weil  einmal  jene  Verpflanzung  eines  Begriffs 
der  höhern  Wissenschaft  in  die  Elementarmathematik  sehr  verbreitet 

. 

ist,  dazu  aufgenommen  zu  sein,  damit  die  Sache  auch  den  Lesern 
dieses  Buchs  nicht  unbekannt  bleiben  soll.  Das  Uebel,  das  dem  Einen 
recht  ist,  ist  dem  Andern  billig.  Drittens  wird  aufgestellt:  DerWinkel 
„giebt  die  Grösse  der  Abweichung  an,  welche  zwischen  den  Rich- 
tungen der  beiden  Geraden  stattfindet“.  Dies  ist  richtig  und  zur 
Orientirung  notwendig.  Rur  soll  mau  den  hinderlichen  Irrtum  fern 
halten,  als  ob  dadurch  die  Wiukelgrösse  detinirt  wäre.  Der  Satz 
spricht  nur  aus,  wozu  der  Winkel,  der  aber  noch  bestimmt  werdeu 
soll,  dient.  Durch  ihn  wird  erst  die  Richtung  ein  exacter  Begriff, 
sofern  er  jede  Verschiedenheit  der  Richtung  festsetzen  lehrt.  Dass 
nun  jener  Irrtum  auch  hier  waltete,  ist  freilich  positiv  durch  nichts 
kund  gegeben.  Wenn  aber  nach  aller  reichlichen  Charakterisirung 
das  die  wirkliche  Definition  der  Wiukelgrösse  enthaltende  und  ver- 
tretende Kriterium  der  Gleichheit  und  Ungleichheit  der  Winkel  durch 
Aufeinanderlegen  schliesslich  ganz  ausbleibt,  so  kann  doch  der  Leser 
nicht  anders  denken,  als  dass  der  Verfasser  gemeint  habe,  der  Winkel 
sei  durch  das  Beigebrachte  bereits  detinirt.  Das  Fehlen  dieses  un- 
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entbehrlichen  Satzes  ist  um  so  auffälliger,  weil  er  in  der  Regel  selbst 
in  weit  compendiüsern  Lehrbüchern  zu  linden  ist.  Statt  der  Erklä- 
rung wird  also  hier  geliefert  1)  die  Anschauung,  2)  eine  zugezogene, 
nicht  zur  Deutlichkeit  gebrachte  Speculation,  3)  der  Zweck  des  Win- 
kels; über  alledem  wird  die  Definition  vergessen.  Ein  solches  Zuviel 
und  Zuwenig  findet  sich  nun  auch  in  der  Behandlung  der  Ineomraeu- 
surabilität.  Mehrere  Sätze  werden  erst  für  den  Fall  commensurabler, 
dann  incommeusurabler  Linien  bewiesen,  letzteres  mit  Anwendung  der 
Greuzeneinschliessung.  Dass  die  Einschliessuug  des  Resultats  zwischen 
Grenzen  nicht  genügt  um  die  genaue  Geltung  des  Satzes  daraus  zu 
folgern,  hat  in  der  Tat  insofern  Beachtung  gefunden,  als  hinzugefügt 
wird,  die  Differenz  der  Grenzen  sei  unendlich  klein.  Nicht  beachtet 
aber  ist,  dass  die  unendlich  kleine  Differenz  zum  Beweise  der  ge- 
nauen Geltung  schon  allein  ausreicht.  Die  Grenzencinschlicssuug 
kann  in  manchen  Fällen  ein  Glied  des  Beweises  sein,  sofern  sie  das 
einzige  oder  leichteste  Mittel  ist  die  unendliche  Kleinheit  der  Dif- 
ferenz zwischen  der  ideellen  und  berechneten  Grösse  darzutun.  Hier 
und  überall,  wo  diese  unmittelbar  auf  der  Hand  liegt,  ist  sie  über- 
flüssig, und  beeinträchtigt  das  Verständniss,  iudem  sie  den  Gedauken 
auf  ein  falsches,  nichtiges  Beweismoment  ablenkt.  Ihre  traditionell 
gewordene  Anwendung  erklärt  sich  wol  daher,  dass  man  aus  Resig- 
nation auf  exacte  Beweise  zufrieden  war  eine  approximative  Geltung 
der  Sätze  innerhalb  bestimmter  Grenzen  festzustellen.  Da  dieser  Ge- 
sichtspunkt hier  nicht  am  Platze  ist  und  wol  auch  nicht  gewaltet  hat, 
so  war  es  an  der  Zeit,  einmal  dieses  lange  in  gedankenloser  Nach- 
ahmung geübte  Verfahren  fallen  zu  lassen  und  den  logischen  Connex 
in  seiner  natürlichen  Einfachheit  an’s  Licht  zu  stellen.  Hierzu  be- 
durfte es  wol  einer  etwas  grossem  Ausführlichkeit  in  der  letzten 
Folgerung.  Der  Verfasser  hat  in  der  Vorrede  erklärt,  dass  er  in- 
directe  Beweise  soviel  als  möglich  vermieden  habe;  er  hält  sie  also 
für  weniger  leichtfasslich;  ob  er  darin  recht  hat,  mag  dahingestellt 
sein.  Der  exacte  Schluss  von  der  unendlich  kleinen  Differenz  auf  die 
genaue  Geltung  ist  aber  ein  indirccter  und  kann  kein  andrer  sein. 
Seiner  Ansicht  zufolge  konnte  der  Verfasser  nicht  voraussetzen,  dass 
ihn  die  Schüler  von  selbst  richtig  vollzögen,  er  musste  wissen,  dass 
beim  blossen  Hinweis  auf  die  unendlich  kleine  Differenz  der  Grund 
der  Bündigkeit  des  Schlusses  im  dunkeln  bleibt.  "War  cs  nun  viel- 
leicht gerade  der  Zweck  der  Kürze,  die  indirecte  Natur  des  Schlusses 
durch  das  Hinwegeilcn  über  denselben  zu  verhüllen?  Dann  würde 
er  sich  zu  dem  Grundsätze  bekennen:  Besser  nicht  verstanden 

als  auf  indirectcm  Wege  verstanden.  Ucberflüssig  also  war  die 
Approximation  von  zwei  Seiten , wo  die  einfache  dasselbe  tat ; 
Mangel  hingegen  trat  hervor  in  der  versäumten  Darlegung  des  wirk- 
lichen logischen  Zusammenhangs.  Der  Inhalt  des  1.  Teils  ist  der 
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gewöhnliche.  Den  2.  Teil  bilden  Verwendungen  der  neuern  syntheti- 
schen Geometrie  für  den  Schulunterricht  und  Aufgaben,  nämlich  die 
Transversalen  dos  Dreiecks,  die  harmonische  Teilung,  Pole  und  Po- 
laren, Aehnlichkeitspuukte  der  Kreise,  die  Berührungsaufgabe  des 
Pappus  und  verwandte  Aufgaben , die  Berührungsaufgabe  des  Apollo- 
nius,  algebraische  Eigenschaften  der  Kreise  am  Dreieck,  algebraisch- 
geometrischc  Berechnungen,  algebraische  Analysis,  Aufgaben  mit 
geometrischer  Analysis  ohne  und  unter  Anwendung  von  Proportionen, 
Aufgaben  mit  algebraischer  Analysis,  Aufgaben  zu  algebraisch-geome- 
trischen Berechnungen  und  das  Malfatti’sche  Problem.  Die  Lösungen 
der  Aufgaben  sind  im  Anfang  durchgeführt,  weiterhin  nur  die  Ana- 
lysis angegeben,  auch  die  Berechnungen,  die  einfachsten  Fälle  ausge- 
nommen, durchgeführt.  Die  Aufgaben  beginnen  mit  den  fundamen- 
talen und  schrcilen  durch  Synthesis  fort;  willkürliche  Specialisirungen 
kommen  nicht  vor.  H. 

Lehrbuch  der  Mathematik  für  Gymnasien,  Realschuleu  und  an- 
dere höhere  Lehranstalten.  V on  Dr.  Johann  Robert  lloymanu, 
Professor  am  Königlichen  Gymnasium  zu  Cobleuz.  Zweiter  Teil: 
Ebene  Trigonometrie  und  Geometrie  des  Raumes.  Fünfte,  verbesserte 
Auflage,  besorgt  von  Dr.  Carl  Werr,  Gymnasialoberlehrer  zu 
Cobleuz.  Düsseldorf  1880.  L.  Schwann.  214  S. 

Das  Lehrbuch  zeichnet  sich  durch  grosse  Ausführlichkeit  aus, 
sichtlich  mit  der  Bestimmung  jeden  Gegenstand  vollständig  nach  allen 
Seiten  hin  zu  erörtern  und  auf  jede  mögliche  Frage  klare  Auskunft 
zu  geben,  aber  auch  in  dem  Sinne,  dass  cs  sich  Concinuität  nicht 
zum  Gesetz  macht  und  Wiederholungen  nicht  verschmäht.  Durch 
eino  solche  Ausbreitung  des  Lehrstoffs  kann  den  Schülern  die  Be- 
herrschung desselben  erschwert  werden,  doch  möchte  dieser  Nachteil 
hier  kaum  zu  besorgen  sein,  weil  durch  strenge  Orduuug  und  Gleich- 
mässigkeit  der  Betrachtung  das  Bewusstsein  stets  erhalten  wird,  dass 
es  sich  nicht  um  eine  Menge,  sondern  immer  nur  um  denselben  Ge- 
genstand handelt.  Der  Verfasser  bat  es  vorgezogen  jede  der  4 go- 
niometrischen  Functionen  gesondert  zu  behandeln  und  erst  daun  ihre 
Relationen  zuzuzieben,  während  man  wohl  auch  Grund  linden  kanu 
umgekehrt  zu  Werke  zu  gehen,  namentlich  zuerst  beim  ersten  Qua- 
dranten zu  verweilen.  Die  Berechtigung  des  letztem  bestätigt  sich 
sogar  durch  eine  Incousequenz,  zu  der  das  gewählte  Verfahren  ver- 
anlasst hat.  Da  im  Anfang  die  Winkel  unter  dem  Functionszeichen 
durch  alle  positiven  Quadranten  geführt  werden,  da  ausserdem  nega- 
tive Winkel  erklärt  sind,  so  gehörten  offenbar  die  Functionen  der 
negativen  Winkel  ebendahin;  diese  kommen  aber  erst  zwischen  den 
Relationen  der  verschiedenen  Functiouen.  Ausdruck  und  Aufstellungen 
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sind  zum  grössten  Teil  correct,  doch  sind  die  Ausnahmen  davou  nicht 
unerheblich.  Der  stärkste  Fehler  ist  wol  die  uneingeschränkte,  auch 
nachträglich  nicht  verbesserte  Behauptung,  durch  die  goniometrisnben 
Functionen  seien  die  Winkel  bestimmt;  von  einer  Mehrwertigkeit 
steht  kein  Wort  da.  Also  gerade  an  dem  Punkte,  wo  das  gedanken- 
lose Rechnen  irre  geht,  giebt  das  Lehrbuch  das  Beispiel  der  Vergess- 
lichkeit. Ferner  wird  zwar  auf  Seiten  der  Functionen  hinreichend 
erklärt,  dass  sie  als  Linienverhältnisse  reine  Zahlen  sind , auf  Seiten 
der  Winkel  aber,  wo  doch  ganz  das  gleiche  gilt,  die  Meinung  er- 
halten, als  seien  es  benannte  Zahlen  von  heterogener  Qualität.  Die 
Stufe,  auf  welcher  der  Schüler  der  Trigonometrie  steht,  rechtfertigt 
oder  entschuldigt  diese  Darstellung  keineswegs.  Denn  ihr  geht  die 
elementare  Kreisberechnung  voraus,  von  der  auch  das  Lehrbuch  vor- 
übergehende Anwendung  macht,  indem  es  die  Winkel  gelegentlich 
durch  Kreisbogen  ersetzt.  Hiernach  ist  es  auf  jener  Stufe  sehr  wol 
bekannt,  dass  Grade  nichts  sind  als  Teilungszeichen  eines  Linienver- 
hältnisses,  nämlich  von  Kreis  und  Radius,  mithin  reine  Zahlen,  sogut 
wie  ^ trotz  der  Benennung  Zehntel  eine  solche  ist.  Die  vermeint- 
liche Heterogeneität  widerlegt  sich  sofort  durch  den  Ausdruck  des 
Kreissegments,  indem  er  die  Differenz  des  Centriwinkels  und  seines 
Sinus  zum  Factor  hat.  Käme  aber  auch  der  betreffende  Fall  im 
Cursus  nicht  vor,  so  wäre  doch  eine  Behauptung,  wie  sie  hier  in  einer 
Note  steht,  sin(a-2)  habe  keinen  Sinn,  als  irrig  zu  verwerfen.  Für 
die  Weglassung  der  Klammern  in  (sin®)2  genügt  die  Einführung  uud 
ihr  praktisches  Motiv  zur  Rechtfertigung. 

Iu  der  Trigonometrie  wird  mit  dem  rechtwinkligen  Dreieck  be- 
gonnen, dann  folgt  das  gleichschenklige  mit  Anwendung  auf  die  regel- 
mässigen Vielecke,  dann  das  beliebige  Dreieck.  In  der  Stereometrie 
folgt  auf  die  Lehre  von  der  Lage  der  Ebenen  uud  Geraden,  welche 
verhältuissmässig  kurz  behandelt  ist,  deren  Einleitung  aber  durch  ihre 
sehr  wol  orieutirenden,  systematischen  Betrachtungen  sich  auszeichuet, 
die  Ecke,  die  Polyeder,  der  Cylinder,  der  Kegel,  die  Kugel,  die  sphä- 
rische Trigonometrie.  Die  Beweise  sind  sämmtlich  eiufach  uud  bün- 
dig, und  dazu  sorgfältig  die  besten  bekannten  Methoden  ausgewählt. 
Ein  Versehen  ist  es  wol,  dass  iu  §.  2.  die  zweideutigen  Worte  „... 
oder  nicht“,  welche  man  als  allgemeine  Verneinung  zu  verstehen  An- 
lass hat,  während  nur  die  Verneinung  der  Allgemeinheit  richtig  ist, 
stehen  statt  „ . . . oder  nicht  alle“.  Die  Figuren  sind  in  den  Text 
eingedruckt.  Auf  jeden  Abschnitt  folgt  eine  Reihe  von  Aufgaben. 
Hinsichtlich  der  frühem  Auflagen  haben  manche  methodische  Ver- 
besserungen stattgefunden,  auch  ist  die  Secantcn-Functiou  beseitigt. 

H. 
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Lehrbuch  der  Elemeutar-Geometrie.  Von  Dr.  E.  Gl  in  z er, 
Lehrer  der  Allgemeinen  Gewerbeschule  und  der  Schule  für  Bauhand- 
werker  in  Hamburg.  Erster  Tbeil:  Planimetrie.  Mit  174  in  den  Text 
gedruckten  Figuren.  Hamburg.  1880.  F.  H.  Nestler  u.  Melle. 
99  S. 

Der  Bestimmung  des  Buchs  zum  Gebrauche  für  Schüler,  die  ihre 
mathematische  Ausbildung  für  Gewerbe  erhalten  sollen,  entsprechend 
ist,  wie  die  Vorrede  sagt,  „der  Lehrgang  einfach  und  möglichst  nach 
praktischen  Gesichtspunkten  gewählt“.  Dies  schlechthin  im  positiven 
Sinne  verstanden  ist  nichts  unterscheidendes;  das  Lehrbuch  kann  sich 
darin  mit  jedem  andern,  auch  der  wissenschaftlichen  Vorbildung  die- 
nenden, messen  und  ist  hier  in  der  Tat  den  bessern  unter  ihnen 
gleich  zu  stellen.  Wenn  aber,  wie  die  daun  folgenden  Worte  anzu- 
deuten  scheinen,  das  Augeführto  nicht  bloss  positiv,  sondern  als  Motiv 
der  Ausschliessung  gemeint  ist,  so  ist  zunächst  hervorzuheben,  dass 
die  logischen  Erfordernisse,  von  denen  nicht  die  Rede  ist,  Exactheit 
der  Begriffe  und  des  Ausdrucks,  Bündigkeit  der  Deductionen  mit  einer 
Ausnahme,  von  der  nachher,  keine  Verkürzung  und  Hintansetzung  er- 
fahren haben , dass  sich  im  Gegenteil  in  einigen  Punkten  das  Lehrbuch 
durch  Berücksichtigung  derselben  auszeiclmet.  Ausgesprochen  wird 
das  Motiv  der  Ausschliessung  hinsichtlich  der  Einführung  der  incom- 
mensurabeln  Grössen,  der  harmonischen  Teilung  und  der  Polaren. 
Was  letztere  2 Themata  betrifft,  welche  gar  keine  notwendigen  Be- 
standteile der  Principien  sind,  ist  es  richtig,  dass  sie  in  einen  andern 
Cursus  verwiesen  werden  können.  Die  Iucommensurabilität  hingegen 
bildet  kein  trennbares  Thema,  sondern  ist  ein  Element  jeder  Propor- 
tionslehre, welches  sich  wol  verschweigen,  aber  nicht  umgehen  lässt. 
Dies  zeigt  sich  auch  im  verschiedenen  Zuwerkegehen.  In  andern 
Punkten  ist,  wo  ein  Fall  von  der  Betrachtung  auszuschliessen  war, 
doch  die  Existenz  desselben  genannt  worden;  bei  den  Linienverhält- 
nissen hingegen  wird  die  Möglichkeit  der  Incomrnensurabilität  mit 
keinem  Worte  erwähnt  — warum,  ist  leicht  ersichtlich;  denn  die  Er- 
wähnung hätte  soviele  Fragen  hervorgerufen,  dass  deren  Erörterung 
mehr  Weitläufigkeiten  als  die  ganze  exacte  Behandlung  der  Incom* 
meusurabilität  verursacht  hätte.  Je  mehr  es  Lehrbücher  giebt,  welche 
gleich  dem  vorliegenden  den  Sachverhalt  im  dunkeln  lasseu,  desto 
notwendiger  ist  es  denselben  bei  jeder  Gelegenheit  zu  enthüllen. 
Wenn  mau  meint,  für  die  Techniker  habe  die  ideelle  Geltung  der 
Proportionssätze  kein  Interesse,  weil  sie  nur  mit  gemessenen  Linien- 
verbältuisseu  zu  tun  haben,  so  ist  das  ein  Irrtum.  Die  Techniker 
suchen  nicht,  wie  es  hier  Voraussetzung  ist,  das  gemeinsame  Mass 
zweier  Linien,  sondern  messen  alle  Linien  approximativ  mit  einem 
Masse.  Die  Theorie  des  approximativen  Verfahrens  ist  aber  viel 
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complicirter  als  die  ideelle  Theorie,  deren  fehlerlose  Sätze  die  un- 
entbehrliche elementare  Grundlage  für  Beurteilung  der  Fehler  sowol 
wie  für  die  genaue  Rechnung  bilden.  Es  ist  also  entschieden  unzu- 
treffend, dass  jenes  nachlässige  Verfahren  sich  an  die  Erfordernisse 
technischer  Anwendung  anschlösse-,  es  ist  nicht  einfach  und  praktisch, 
sondern  mangelhaft  und  unklar.  Zu  diesem  unrichtigen  Gesichts- 
punkt bekennt  sich  der  Verfasser  in  der  Vorrede  zwar  nicht,  auch 
beruft  er  sich  nicht  auf  den  Vorgang  früherer  Beispiele-,  doch  musste 
seiner  Wahl  auch  diese  scheinbare  Stütze  entzogen  werden.  Was  er 
anfiihrt,  ist  Zeitersparnis  und  die  Aussicht  auf  spätere  Ergänzung. 
Erstere  ist  gegen  den  Verlust  zu  gering,  letztere  möchte  schwerlich 
den  Mangel  anfänglich  klarer  Begriffe  ersetzen.  Die  Behandlung  der 
Linienverhältnisse  ist  im  gegenwärtigen  Lehrbuch  eine  blosse  Incon- 
sequenz,  denn  alles  übrige  entspricht  der  Ueberzeugung,  dass  es  zum 
mathematischen  Verständnis  nur  einen  Weg  giebt,  wie  nach  Euklids 
Ausspruch  keinen  kurzem  für  Könige,  so  auch  keinen  verschiedenen 
für  Theoriker  und  Praktiker.  Die  Anordnung  der  Themata  ist  die 
gewöhnliche;  die  Parallelentheorie  folgt  nach  den  Congrucnzsätzen, 
was  nicht  überall  geschieht;  am  Schluss  ist  eine  Sammlung  von  193 
Aufgaben  aufgenommeu.  Im  Anfaug  wird  öfters  auf  technische  An- 
wendung der  einzelnen  Sätze  hingewiesen,  doch  findet  diese  Zugabe 
weiterhin  keine  Fortsetzung.  Einige  Ausdrücke  sind  unter  dem  Motiv 
der  Verdeutschung  abweichend  vom  gewöhnlichen ; bei  der  Substitu- 
tion von  „Gesetz“  für  „Lehrsatz“  trifft  indes  dieses  Motiv  nicht  zu. 
Dass  das  Wort  „Kreis“  die  Fläche  bedeuten  soll,  was  gleichzeitig  dem 
vulgären  Gebrauch,  den  exact  logischen  Benennungsgrundsätzen  und 
der  Oekonomie  des  sprachlichen  Ausdrucks  Gewalt  antut,  wird  gleich- 
wol  hier,  und  ganz  müssigerweise , als  das  einzig  richtige  bezeichnet. 
Der  Verfasser  selbst  scheint  kein  Freund  davon  zu  sein,  indem  er 
es  nur  als  nachträgliche  Correction  ausspricht,  mit  keiner  andern 
Wirkung,  als  dass  er  sich  die  Mühe  aufbürdet  immer  „Kreislinie“  zu 
sagen.  Die  Besorgniss  mit  dem  Worte  „Kreis“  im  Sinne  der  Linie 
gegen  einen  Gebrauch  zu  verstossen  ist  ganz  unbegründet;  denn  die 
Kreisfläche  kommt  nur  bei  der  Inhaltsbcrechnuug  vor,  und  hier  sagt 
jedermann  „Kreisfläche“.  Die  Definition  des  Kreises  als  Fläche, 
welche  von  Euklid  auf  unsere  Zeiten  traditionell  übergegaugen  ist, 
bat  das  Schicksal , dass  sie  iu  vielen  Lehrbüchern  anfänglich  aufge- 
stellt wird  um  dann  sofort  und  für  immer  ausser  Wirksamkeit  zu 
bleiben.  H. 


Lehrbuch  der  Planimetrie  zum  Schulgcbrauch  bearbeitet  von 
G.  Sch wc der,  Direktor  des  Stadt-Gymnasiums  zu  Riga.  Dritte, 
neu  bearbeitete  Auflage.  Riga  1879.  H.  Brutzer  u.  Comp.  65  S. 
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Der  Inhalt  des  Lehrbuchs  ist  der  gewöhnliche,  die  Anordnung 
nach  systematischem  Gesichtspunkt  getroffen,  so  dass  die  gesummten 
(von  geschlossenen  Figuren  unabhängigen)  Winkelsätze  den  Anfang 
bilden,  und  die  Aufgaben,  ebensowol  die  fundamentalen  wie  die  syn- 
thetisch. fortschreitenden,  an  den  Schluss  der  einzelnen  Capitel  ge- 
stellt sind.  Grösstenteils  hält  sich  das  Lehrbuch  innerhalb  des  Kot- 
wendigen und  überschreitet  die  Grenzen  nur  durch  Aufnahme  einiger 
interessanter  Sätze.  Der  Ausdruck  ist  hinreichend  concinn,  doch  nicht 
karg,  wo  es  auf  Deutlichkeit  ankommt.  Gleich wol  ist  der  Winkel- 
begriff in  mangelhafter,  weder  zur  Deutlichkeit  noch  zur  exacten  Logik 
genügender  Weise  behandelt;  denn  die  Erklärung  des  Winkels  stützt 
und  beruft  sich  auf  die  Richtung  der  Schenkel;  es  ist  aber  kein  Wort 
davon  gesagt,  wie'  mau  Richtungen  von  gemeinsamen  und  von  ver- 
schiedenen Ausgangspunkten  vergleichen  könne.  Es  ist  dies  die  so 
oft  gerügte  Verkehrung  der  logischen  Beziehung:  Winkel  lassen  sich 
ohne  Hülfe  des  Richtuugsbegriffs,  aber  nicht  Richtung  ohne  Hülfe  der 
Winkel  exact  unterschiedlich  auffassen.  Doch  sind  nicht  einmal,  wenn 
man  auch  die  Unrechte  Stellung  zulassen  wollte,  uud  trotzdem  sich 
die  beste  Gelegenheit  bot  das  Versäumte  nachzuholen,  im  ganzen  die 
notwendigen  Bestandteile  der  Erklärung  vorhanden.  Es  werden  näm- 
lich, um  die  Drehung  des  Schenkels  zu  verdeutlichen,  eine  Reihe 
gleicher  Winkel  an  einander  gelegt;  was  aber  die  Bedingung  ihrer 
Gloichheit  sei,  ist  zu  sagen  vergessen.  Auf  so  unklarem  Grunde  ist 
es  dann  freilich  nicht  mehr  auffällig,  dass  der  Parallelensatz  mit  an- 
geblichem Beweis  aufgestellt  wird.  Mit  bester  Sorgfalt  ist  dagegen 
die  Lehre  von  den  incommensuräbeln  Linien  behandelt,  dieser  Fall 
bei  den  Proportioussätzen  durch  iudirecte  Beweise  berücksichtigt,  und 
dadurch  gezeigt,  dass  die  exacte  Methode  keine  zu  grossen  Umständ- 
lichkeiten erfordert.  Bei  der  Hcrleitung  des  Ausdrucks  für  die  Kreis- 
fläche scheint  der  Verfasser  den  Gegenstand  selbst  nicht  bewältigt  zn 
haben;  er  gelangt  mit  aller  Erörterung  zu  keiner  Evidenz.  Ausser 
den  genannten  zwei  Punkten  ist  es  überall  gerade  die  Beherrschung 
des  Lehrstoffs,  was  das  Buch  auszeichuet.  H. 

Lehr-  und  Uebungsbuch  für  den  Unterricht  in  der  Algebra  an 
Gymnasien,  Real-  und  Gewerbeschulen.  Von  Dr.  H.  II ei ler mann, 
Direktor  der  Realschule  in  Essen,  uud  Dr.  J.  Diekmann,  Ober- 
lehrer am  Kgl.  Gymnasium  in  Essen.  III.  Thcil.  Die  Progressionen 
die  Kettcubüche  und  die  diophantischen  Gleichuugen.  Niedere  Ana- 
lysis. Essen  1879.  G.  D.  Baedeker.  110  S. 

Die  beiden  ersten  Teile  sind  im  251.  uud  255.  littcrarischen  Be- 
richt besprochen ; der  Inhalt  des  dritten  ist  folgender.  Arithmetische, 
geometrische  Progressionen,  Zinseszius-  uud  Rentenrechnung,  Ketten- 
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brücbe,  diophantische  Gleichungen  1.  Grades,  convergente  Reihen, 
binomischer  Satz  für  ganze  positive,  für  beliebige  reelle  Exponenten? 
Expoueutialreilie,  Darstellung  der  Rechnungen  mit  complexen  Zahlen, 
logarithmische  Reihe,  Combinationslehre,  Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
grösste  und  kleinste  Werte.  Das  Buch  behandelt  demnach  einzeln 
14  verschiedene,  in  keiner  oder  geringer  Verbindung  stehende  The- 
mata, und  zwar  jedes  derart,  dass  auf  die  Entwickelung  einiger,  als 
besonders  leicht  fasslich  ausgewähltcr  Siitze  aus  der  Theorie  eine 
Reihe  mannichfaltiger  Uebungsbcispiele  folgt.  Erst  der  letzte  § spricht 
von  Functioneu  und  deren  Differentiation,  betrachtet  aber  ausschliess- 
lich ganze  Functionen.  Die  Bearbeitung  entspricht  mehr  der  Bestim- 
mung zum  Uebungsbuch,  den  theoretischen  Inhalt  hat  man  als  Vor- 
bereitung speciell  für  die  sich  anschliessenden  Uebungen  anzusehen, 
man  müsste  denn  demselben  den  gar  nicht  löblichen  Zweck  zuschrci- 
ben,  deu  Schülern  einen  Einblick  in  mancherlei  Gegenstände  zu  geben, 
mit  denen  sich  die  höhere  Theorie  beschäftigt.  Ein  solcher  Zweck 
würde  aber  dem  in  der  Vorrede  zum  I.  Teil  ausgesprochenen  Ge- 
sichtspunkte sehr  zuwidcrlaufen , nach  welchem  die  neue  Bearbeitung 
den  Uebergang  zum  hohem  Studium  erleichtern  sollte;  denn  die  vor- 
gängige  Aufnahme  ungenügender  Principien  kann  diesen  Uebergang 
nur  erschweren.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskundc.  Deel  VI.  Amsterdam  1880. 
Wcytingh  cn  Brave. 

Der  Inhalt  ist  folgender. 

G.  J.  Michaelis:  Ucber  das  Priucip  der  Erhaltung  der  Ener- 
gie. — P.  H.  Schoute:  Ueber  das  Projiciren  auf  Oberflächen.  — 
D.  Bierens  de  Haan:  Glückspiel  mit  Doppclsteineu.  — F.  J.  van 
den  Berg:  Auflösung  der  3.  Preisfrage  für  das  Jahr  1878.  Ueber 
die  Lago  eines  schweren  Dreiecks,  dessen  Ecken  in  3 gegebenen 
Ebenen  liegen,  und  welches  dem  Widerstand  derselben  das  Gleich- 
gewicht hält.  — D.  J.  A.  Samot:  Die  Principien  der  Lebensver- 
sicheruugswissenschaft.  — B.  P.  Moors:  Theorie  der  Inhaltsbestim- 
mung des  Halben-Hektoliter-Getreidemasses.  — H.  Kamerliugh 
Onnes:  Ueber  die  relative  Bewegung.  — F.  J.  van  den  Berg: 
Ueber  die  Vergleichung  der  durch  3 gegebene  Richtlinien  bestimmten 
Hyperboloide,  in  Verbindung  mit  dem  Gleichgewicht  von  4 Kräften 
im  Raume.  — C.  L.  L andre:  Formelu  zur  Berechnung  des  ein- 


Digitized  by  Google 


23 


Litterarischer  Bericht  CCLVlll. 


strömenden  Wassers  bei  Ueberschwcmmungen,  mit  Ebbe  und  Flut.  — 
Ueber  die  Perspective  der  Kugel.  — Ein  Satz  über  Determinanten. 
Zur  Summationsformel  von  Euler.  H. 


American  Journal  of  Mathematics  pure  and  applied.  Editor  in 
chief  J.  J.  Sylvester.  Vol.  II.  Baltimore  1879.  4°. 

Der  Inhalt  des  Bandes  ist  folgender. 

Miss  Chr.  Ladd:  Das  Pascai’sche  Sechseck.  — W.  H.  Burr: 
Ueber  die  Theorie  der  Biegung.  — G.  B.  Halsted:  Note  über  den 
ersten  englischen  Euklid.  — J.  W.  Gibbs:  Ueber  die  Grundformeln 
der  Mechanik.  — G.  B.  Halsted:  Beiträge  zur  Bibliographie  des 
Mehrdimensionon-Raums  und  der  nichteuklidischen  Geometrie.  — 
Caylcy:  Berechnung  des  Minimums  der  numerischen  Erzeugungs- 
function der  binären  Form  7.  Grades.  — H.  T.  Eddy:  Ueber  die 
seitliche  Abweichung  sphärischer  Geschosse.  — J.  J.  Sylvester: 
Note  über  Determinanten  und  duadische  Disynthemcs.  — Cayley: 
Desiderata  und  Vorschläge.  Nr.  3.  Das  Newton-Fourier’sche  ima- 
ginäre Problem.  — J.  J.  Sylvester:  Ueber  das  vollständige  Sy- 
stem der  Grundformen  der  binären  Form  5.  Grades  9.  Ordnung.  — 
E.  McClintock:  Ein  Versuch  über  die  Vergrösserungsreclmung 
(enlar gement).  — Th.  Craig:  Bewegung  eines  Körpers  in  einer  Flüs- 
sigkeit. — E.  Lucas:  Ueber  die  unbestimmte  Analysis  3.  Grades. 

— Beweis  mehrerer  Sätze  von  Sylvester.  — Caylcy:  Desiderata 
und  Vorschläge.  Nr.  4.  Mechanische  Construction  couformabler 
Figuren.  — F.  Franklin:  Ueber  Teilungen.  — W.  J.  Stringham: 
Einige  allgemeine  Formeln  für  Integrale  irrationaler  Functionen.  — 
W.  H.  Burr:  Note  zum  Artikel  „Ueber  die  Theorie  der  Biegung“. 

— Sylvester:  Verallgemeinerung  von  Leibnitz’s  Theorem  in  der 
Statik.  Auszug  aus  einem  Briefe  von  Prof.  Crofton.  — A.  B.  Kempe; 
Ueber  das  geographische  Problem  der  4 Farben.  — W.  E.  Story: 
Note  über  das  Vorige.  — W.  J.  Stringham:  Die  Quaternionen- 
formeln  für  Quantification  von  Curven,  Flächen  und  Körpern,  und 
für  Schwerpunkte.  — 0.  Stone:  Ueber  dio  Dynamik  einer  gekrümmten 
Kugel.  — J.  J.  Sylvester  und  F.  Franklin:  Tafel  der  Erzeu- 
gungsfunctionen und  Grundformen  für  die  binären  Formen  der  ersten 
10  Ordnungen.  — Th.  Craig:  Note  über  die  Projection  des  allge- 
meinen Ortes  des  Vicrdimensionen-Raumcs  auf  den  Dreidimensionen- 
Raum.  — Th.  Craig:  Ueber  die  Bewegung  eines  Ellipsoids  in  einer 
Flüssigkeit.  — J.  J.  Sylvester:  Ueber  gewisse  ternäre  Kubische- 
Form-Gleicbungeu.  — J.  Pcterscn:  Ein  neuer  Beweis  des  Reci- 
procitätssatzes.  — E.  H.  Hall:  Eine  neue  Wirkung  des  Magnets  auf 
elektrische  Ströme.  — J.  J.  Sylvester  und  F.  Franklin:  Tafeln 
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der  Erzeugungsfunctionen  and  Grundformen  für  simultane  binäre 
Formen  der  ersten  4 Ordnungen,  2 und  2 zusammengenommen.  — 
Bemerkungen.  — E.  McCliutock:  Eine  neue  allgemeine  Inter- 
polationsmethode. — A.  B.  Chace:  Eine  gewisse  Classe  kubischer 
Flächen  mit  Quaternionen  behandelt.  — C.  S.  Peirce:  Ueber  die 
Gespenster  (Widerholungen)  in  Rutherfurd’s  Diffractionsspectris.  — 
E.  McClintock:  Ueber  einen  Satz  betreffend  das  Ausbreiten  (ex- 
pand)  der  Functionen  von  Functionen.  — H.  A.  Rowland:  Vor- 
läufige Noten  über  Mr.  Hall’s  neue  Entdeckung.  — C.  S.  Peirce: 
Eine  quincuncialc  Projection  der  Kugel.  — W.  Woolsey  Johnson 
nnd  W.  E.  Story:  Zwei  Noten  über  das  Rätsel  der  15.  H. 
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XV. 

Ueber  die  theoretisch  möglichen  Fälle  der 
Polhöhen-Bestimmung. 

m 

Von 

Herrn  Dr.  C.  Israel, 

Oberlehrer  in  Frankfurt  a.  M. 


Einleitung. 

Die  astronomische  und  die  mathematische  Bestimmung  der  Pol- 
höhe sind  zwei  sehr  verschiedene  Aufgaben.  Nicht  selten  bietet  eine 
Methode  dem  Mathematiker  gar  keine,  dem  Astronomen  hingegen  fast 
unüberwindliche  Schwierigkeiten.  Immerhin  wird  man  zugeben  müssen, 
dass  bei  einem  rationellen  Verfahren  die  mathematische  Behandlung 
des  Problems  der  astronomischen  vorherzugehen  hat.  Denn  erst  nach 
Feststellung  aller  möglichen  Methoden  — die  sich  selbstredend 
nur  auf  mathematischen  Wege  erreichen  lässt  — kann  füglich  die 
Frage  aufgeworfeu  und  beantwortet  werden,  welche  dieser  Methoden 
sich  zu  astronomischen  Zwecken  ausbauen  lassen,  welche  nicht.  Eine 
solche  systematische  Darstellung  des  Polhöhen-Problems  soll  im  Fol- 
genden versucht  werden. 


Definition  der  Aufgabe. 

Es  handelt  sich  darum  den  Neigungswinkel  der  Ebene  irgend 
eines  Sternparallels  gegen  die  der  Lage  nach  als  bekannt  voraus  zu- 
setzende Ebene  des  Horizonts  zu  ermitteln. 

Teil  lxv.  15 
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Israel:  Ueber  die  theoretisch  möglichen  Falle 


Die  Lage  einer  Ebene  ist  am  einfachsten  durch  drei  ihrer  Punkto 
gegeben.  Doch  können  auch  andere  Bedingungen  dafür  eintreten, 
etwa  die  Bedingung,  auf  einer  gegebenen  Ebene  senkrecht  zu  ste- 
hen, oder  eine  gegebene  Kugel  zu  berühren  u.  s.  f.  Und  in  der 
Tat  kommen  derartige  Bedingungen  sowol  einzeln  als  verbunden  bei 
den  fraglichen  Methoden  vielfach  zur  Anwendung. 

Wir  werden  uns  vorerst  auf  diejenigen  Methoden  beschränken, 
die  sich  auf  die  Beobachtung  eines  einzigen  Sterns  — entweder 
in  einer  oder  in  mehreren  Positionen  — gründen.  Die  andern  Me- 
thoden, denen  die  Beobachtungen  mehrerer  Sterne  zu  Grunde  lie- 
gen, gestatten  eine  analoge  Behandlung  und  sollen  in  einer  spätem 
Untersuchung  besprochen  werden. 

Unter  jener  Annahme,  dass  nämlich  Beobachtungen  von  nur  einem 
Sterne  bekannt  sind,  hat  man  zur  Bestimmung  der  Polhöhe  über  fol- 
gende Elemente  zu  verfügen: 

1)  drei  Höhen, 

2)  drei  Azimuthe  (oder  drei  Azimmuthdifferenzen), 

3)  zwei  Stundenwinkel, 

4)  drei  Zwischenzeiten, 

5)  die  Declination, 

6)  die  Lage  der  Mcridiauebene. 

Dass  nur  zwei  Stundeuwinkel  in  Betracht  kommen  können,  ist  leicht 
cinzusehen.  Denn  die  Kcnntniss  des  Stundcnwinkels  involvirt  auch 
die  des  Meridians.  Es  wird  aber  niemals  die  Beobachtung  von  drei 
Sternpositioueu  — mithin  auch  nicht  von  drei  Stundenwinkeln  — er- 
fordert, sobald  die  Meridianebene  der  Lage  nach  gegeben  ist.  — 
Auch  ist  klar,  dass  unter  den  Bestimmungsstücken  stets  Horizontal- 
elemente  — Höhen  oder  Azimuthe  oder  beide  — vertreten  sein  müssen. 
Erst  durch  die  Horizontalelemente  wird  die  Polhöhe  individualisirt. 
Aus  Declination,  Stundeuwinkel,  Zwischenzeiten  allein  lässt  sich  keine 
Polhöhe  berechnen.  Denn  diese  Elemente  enthalten  nichts  Charakte- 
ristisches für  den  betrachteten  Horizont. 

Aus  gleich  zu  erörternden  Gründen  emptiehlt  es  sich  die  Me- 
thoden einzuteilen  in  solche,  welche 

1)  sowohl  die  Declination  als  den  Meridian, 

2)  nur  die  Declination, 

3)  nur  den  Meridian, 

4)  weder  die  Declination  noch  den  Meridian 
als  bekannt  voraussetzen. 
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Fragen  wir  nämlich  zunächst,  welche  geometrische  Bedeutung  die 
Kenntniss  der  Decliuation  und  der  Lage  der  Meridianebene  für  un- 
sere Aufgabe  hat.  In  Fig.  1.  werde  durch  die  grössere  Kugel  die 
Himmelssphäre  dargestellt;  PR  sei  der  Parallel  des  Sterns.  Denken 
wir  uns  conceut risch  mit  der  Himmelskugel  eine  kleinere  Kugel,  deren 
Radius  CT  = r sin  <5,  wo  r den  Radius  der  Himmelssphäre  und  <5  die 
Declination  des  Sterns  bedeutet,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  Ebene 
des  Sternparallels  diese  kleinere  Kugel  jedenfalls  irgendwo  (in  der 
Figur:  im  Punkte  T)  berühren  muss.  Wir  können  demnach  sagen: 
der  Stern  parallel  ist  ein  Kreis  der  Himmelssphäre, 
dessen  Ebene  eine  Kugel  vom  Radius  rsiud  berührt. 

Ferner  sei  in  Fig.  1.  HO  der  Horizont,  AQ  der  Acquator,  HZO 
der  Meridian,  N der  Pol,  Z das  Zenith.  Die  Ebene  des  Sternparal- 
lels steht  senkrecht  auf  der  Meridianebene.  Ist  also  diese  letztere 
ihrer  Lage  nach  gegeben,  dann  weiss  man  von  der  Ebene  des 
Sternparallels,  dass  sie  mit  einer  bekannten  Ebene 
einen  rechten  Winkel  bildet. 

Hieraus  folgt: 

1)  Sind  Declination  und  Meridian  gegeben,  dann  hat  die  Ebene 
des  Sternparallels  bereits  zwei  geometrischen  Bedingungen  zu  genügen. 
Zur  völligen  Bestimmung  dieser  Ebene  bedarf  es  deshalb  im  Allge- 
meinen nur  noch  einer  Bedingung,  etwa  der  Bedingung,  dass  die 
Ebene  durch  einen  der  Lago  nach  bestimmten  Punkt  sich  erstrecke. 

2)  Ist  nur  die  Declination  bekannt,  daun  werden  zur  Lageu- 
bestimmuug  des  fraglichen  Parallels  noch  zwei  weitere  Bedingungen 
hiuzutreten  müssen,  z.  B.  Durchgang  durch  zwei  gegebene  Punkte. 

U)  Der  gleiche  Fall  tritt  ein,  wenn  nur  die  Lage  des  Meridians 
als  bekaunt  vorausgesetzt  wird. 

4)  Ist  endlich  Keins  von  Beiden  — weder  Declination  noch  Me- 
ridian — gegeben,  dann  hat  der  Parallel  drei  selbständige  Bedin- 
gungen (z.  B.  Durchgang  durch  drei  Punkte)  zu  erfüllen. 

Damit  rechtfertigt  sich  die  obige  Einteilung  der  Methoden. 

Es  kann  sich  ereignen,  dass  die  Polhöhe  in  dem  einen  oder  an- 
dern Falle  nicht  eindeutig  bestimmt  ist.  Ist  z.  B.  das  Azimuth 
und  die  Höhe  eines  Sterns  Sf  (Fig.  1.)  beobachtet,  während  Decli- 
nation und  Meridian  als  bekannt  vorauszusetzen  sind,  dann  kann 
dieser  Stern  sowohl  dem  Kreise  PR  als  dem  Kreise  P' R'  augehören- 
Im  ersteu  Falle  würde  der  Pol  nach  iV,  im  zweiten  nach  N'  fallen. 
Die  beiden  Kreise  PR  und  P‘R  stehen  hier  in  dem  Zusammenhänge, 

15* 


dass  der  Schnittpunkt ./  ihrer  in  der  Meridianebenc  liegenden  Durch- 
messer die  senkrechte  Projection  des  Sterns  S'  auf  die  Meridianebene 
darstellt.  — Etwas  Aehnliches  tritt  unter  übrigens  gleichen  Umständen 
ein,  .wenn  nicht  Azimuth  und  Höhe,  sondern  etwa  Stundenwinkel  und 
Höhe  beobachtet  sind.  Wir  werden  hier  diese  einer  Specialunter- 
suchung zugehörigen  Fälle  nicht  besonders,  sondern  immer  nur  die 
Methode  im  Allgemeinen  betrachten. 


A. 

Methoden,  bei  denen  die  Deciination  und  die  Lage  der  Meridianebene 
als  bekannt  angenommen  werden. 

Es  sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  Höhe  und  Azimuth, 

b)  Stuudenwinkel  und  Höhe, 

c)  Stuudenwinkel  und  Azimuth 

sind  durch  Beobachtung  gegeben. 

Im  Falle  a)  ist  der  zur  Bestimmung  des  Problems  noch  erforder- 
liche Punkt  S des  Parallels  PR  direct  durch  die  Coordinaten  MO 
und  MS , in  dom  Falle  b)  durch  den  Durchschnitt  des  Declinations- 
kreises  NG  und  des  durch  *S  gelegten  Almikantharets , im  Falle  c) 
durch  den  Durchschnitt  desselben  Declinationskreises  und  des  Höheu- 
kreises  MZ  gegeben,  so  jedoch,  dass  in  den  beiden  letzten  Fällen 
die  Lage  des  Punkts  nur  durch  die  hier  jedes  mal  mit  auftretende 
Bedingung  NS  = 90 — ö ihre  völlige  Bestimmung  findet. 

In  den  beiden  ersten  Fällen  sind  zwei  Seiten  und  ein  Gegen- 
winkel, in  dem  letzten  Falle  eine  Seite,  ein  anliegender  uud  ein  Gegen- 
winkel des  Dreiecks  Zenith-Pol-Stcrn  gegeben,  so  dass  sich  in  allen 
drei  Fällen  — von  der  oben  berührten  Zweideutigkeit  abgesehen  — 
ohne  Weiteres  die  Seite  NZ,  d.  h.  die  Aequatorhöhc,  berechnen  lässt. 


B. 

Methoden,  weichen  die  Kenntniss  der  Deciination  zu  Grunde  liegt. 

Die  Ebene  des  Parallelkreises,  dessen  Neigung  gegen  den  Hori- 
zont gesucht  wird,  erscheint  in  diesem  Fallo  zunächst  nur  als  Be- 
rührungsebene einer  Kugel  vom  Kadius  »-sind  (vgl.  weiter  oben). 
Ihre  ausreichende  Bestimmung  erfordert  mithin  noch  zwei  weitere 
Bedingungen. 
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Die  Natur  der  Aufgabe  führt  hier  auf  folgende  Fälle: 

a)  Zwei  Höhen  und  die  entsprechende  Azimuthdifferenz, 

b)  Zwei  Höhen  und  die  Zwischenzeit  beider  Beobachtungen, 

c)  Eine  Höhe,  eine  Azimuthdifferenz  und  die  Zwischenzeit  der 
Beobachtungen, 

d)  Zwei  Azimuthänderungen  und  die  beiden  zugehörigen  Zeit- 
incremente 

sind  durch  Beobachtung  ermittelt. 

Aus  Fig.  1.  erhellt,  dass  der  Neigungswinkel  des  Parallels  PR 
gegen  den  Horizont  HO  gegeben  ist,  sobald  man  die 

Höhe  SM  = h 
die  Höhe  S'K=h' 

und  die  Azimuthdifferenz 

KM  = Ja) 


beobachtet  hat.  Auf  den  Anfangspunkt  der  Azimuthe  — ob  die- 
selben vom  Südpunkte  O oder  von  irgend  einem  andern  Punkte  des 
Horizonts  aus  gezählt  werden  — kommt  es  dabei  nicht  an.  Denn 
die  Verschiedenheit  des  Anfangspunkts  ändert  zwar  die  absolute  Lage 
des  Parallels  in  Bezug  auf  den  Horizont,  ohne  indessen  den  Neigungs- 
winkel zu  afficiren.  Die  Berechnung  der  Aequatorhöhe  NZ  ist  übri- 
gens der  nach  Methode  b)  (der  s.  g.  Donnern’schen  Methode)  ganz 
analog.  Beide  Male  ergiebt  sich  dieselbe  durch  Auflösung  der  Drei- 
ecke ZSS ',  SNSf  und  NSZ  und  zwar  muss  das  eine  Mal  vom  Drei- 
eke  ZSS‘ , das  andere  Mal  vom  Dreiecke  SNS ' ausgegangen  werden. 

Was  die  Methode  c)  betrifft,  so  sind  zunächst  in  dem  Dreiecke 
SNS'  zwei  Seiten  und  der  Zwischenwinkel  (NS  — NS'  = 90  — <5  und 
Wkl.  SNS'  = Zwischenzeit)  gegeben.  Aus  der  Auflösung  dieses  Drei- 
ecks findet  sich  sodann  die  Seite  SS'.  Mit  dieser,  der  beobachteten 
Höhe  h oder  A',  sowie  der  Azimuthdifferenz  SZS'  = Ja  lässt  sich 
die  Berechnung  des  Dreiecks  SZS'  und  nächstdem  die  des  Dreiecks 
NSZ  ausführen. 

Sind  — wie  in  Methode  d)  — ausser  der  Declination  (ö)  zwei 
Azimuthänderungen  (Jco,  Ja)^)  und  die  entsprechenden  Zeitincremente 
(z/ff,  Ja')  gegeben,  dann  lassen  sich  aus  erstem  und  den  beiden 
letztem  (Fig.  2.)  leicht  die  drei  Seiten  *SS",  SS'  und  S' S"  finden. 
Man  hat  nämlich: 

SS'  Ja 

sm  -g-  ■=*  coso.  sin-g- 
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. SS”  . . Jß-\-  Ja' 


. S'S” 
Sin— x— 


s—  = cos  Ö . sin 


Ja[ 

2 


Mithin  sind  die  beiden  Winkel  am  Zenith  (Jw  und  Jco^  sowie 
das  £\SS'S'  bekannt,  und  die  Aufgabe  rcducirt  sich  auf  das  „Pothe- 
uot’sche  Problem  auf  der  Kugeloberfläche“.  Die  Bediugungsgleicbungcn 
sind  folgonde  (wenn  mit  z,  z\  z ” die  allein  noch  unbekannten  Zenith- 
distauzen  der  Punkte  S,  S',  S”  bezeichnet  werden): 


Die  allgemeine  Auflösung  dieser  Gleichungen  führt  auf  eine  Glei- 
chung des  4.  Grades.  Man  findet  sio  u.  A.  in  dem  Lehrbuchc  der 
Trigonometrie  von  E.  Heis,  auf  das  wir  deshalb  hier  verweisen. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Auflösung,  wenn  die  Azimuth- 
differenzen  Jco  und  dco'  beide  = 90°  gewählt  werden  — ein  Fall, 
der  wohl  auch  vom  praktischen  Standpunkte  aus  die  grössere  Be- 
achtung verdient.  Man  hat  nämlich: 


cosSS'  = coszcosz'-j-  sinz  siuz'cosz/to 
cos  S'> S”=  cos  z'cosz"-}-  sinz'sin  z’  cos  Jto' 
cos  SS”  = cos z cos z"-f- sinz  sin  z”cos(dco-\- 


cosSS  = cos  z cos  z' 
cos  SS'  = cosz'cosz" 


SS'  = z+z". 

Durch  Division  der  beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 
cos  z cos  SS ' 


cos  a”  cos  S'S” 


Hieraus : 


cos  SS'  t 

cosz  ^ ^srs!-i:0Sz 


cos  SS' 
= cos  S'S' 
cos  SS' 


*>008  (SS'—z) 


Also: 


cos  S'S'--  cos  SS' cos  SS” 
cos  SS' sin  SS' 


Nächstdem  ergiebt  sich: 


z”  — SS' — z und 
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, cos  ÄS' 

COS  2 = — 

cos* 

m 

Bezcichond  für  die  vorstehende  Methode  ist,  wie  man  sieht,  der 
Umstand,  dass  sie  weder  die  Kenntniss  des  Meridians  noch  die  Be- 
obachtung von  Höhen  erfordert.  Wir  werden  später  noch  auf  eine 
andere,  ihr  ähnliche  Methode  stossen,  die  selbst  dio  Notwendigkeit 
einer  Kenntniss  der  Declination  ausschlicsst. 


C. 

Auf  die  Kenntniss  der  Lage  des  Meridians  gestützte  Methoden. 

Die  Ebene  des  Sternparallel s steht  senkrecht  auf  der  Ebene  des 
Meridians  und  hat  ausserdem  noch  den  beiden  (durch  Beobachtung 
gefundenen)  Punkten  S und  S‘  (Fig.  1.)  zu  genügen.  Jeder  dieser 
Punkte,  z.  B.  -S,  kann  nun  gegeben  sein 

entweder  durch  Azimuth  und  Höhe, 
oder  durch  Stundenwinkel  und  Höhe 
oder  durch  Stundenwinkel  und  Azimuth. 

Dabei  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  durch  Stundenwinkel  und  Höhe 
oder  durch  Stundeuwinkel  und  Azimuth  allein  — so  lange  der  Pol 
unbekannt  — die  Lage  eines  Punktes  nicht  hinreichend  bestimmt, 
vielmehr  erst  durch  die  hier  stets  mit  hiuzutretendc  Bedingung: 

NS  = NS ' 

die  Lage  beider  Punkte  fixirt  wird. 

Im  vorliegenden  Falle  wird  man  also  im  Ganzen  6 verschiedene 
Methoden  erwarten  dürfen,  nämlich: 

a)  jeder  der  beiden  Punkte  ist  durch  Azimuth  und  Höhe, 

b)  beide  Punkte  sind  durch  Stundenwinkel  und  Höhe, 

c)  beide  Punkte  sind  durch  Stundenwinkel  und  Azimuth, 

d)  der  eine  Punkt  ist  durch  Azimuth  und  Höhe,  der  andere 
' durch  Stundeuwinkel  und  Höhe, 

e)  der  eine  Punkt  ist  durch  Azimuth  und  Höhe,  der  andere 
durch  Stundenwinkel  und  Azimuth, 

f)  der  eine  Punkt  ist  durch  Stundenwinkcl  und  Höhe,  der  an- 
dere durch  Stundenwinkel  und  Azimuth 


gegeben. 
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In  diesen  sämmtliehen  Fällen  wird  übrigens  — zum  Unterschiede 
von  den  unmittelbar  vorhergehenden  Methoden  — nicht  blos  die 
Höhe  des  Pols,  sondern  auch  dessen  absolute  Lage  in  Bezug  auf  den 
Horizont  gefunden. 

Fall  a) 

In  dem  £±NZS'  (Fig.  1.)  kennt  man  die  Seite  S' Z = 90 — h * 
und  den  Winkel  NZS'  = 180  — w',  analog  in  dem  &NZS  die  Seite 
SZ  = 90 — A und  den  Winkel  NZS  = 180—  cd.  Wir  haben  deshalb: 

cos  NS  = cos  NZ. sink  -|-siniV.Zcos  A cos(180 — co) 
cos  .MS'  = co9  2VrZ.sinA'-|-siniV.£cosA'cos  (180 — to'). 

Da  NS  = NS',  so  folgt  durch  Gleichsetzung: 
cosiVZsinA — sin NZ cos h cos co  = cosiVZsiuA' — siniVZcosA'.  cos»' 
und  hieraus,  durch  Division  mit  cos  NZ: 

sinA' — sinA 

™ " — COS/i'cOSCo' — C08ÄC08Q)' 


Fall  b) 

Aus  dem  &NZS'  ergiebt  sich: 

sinA'  = cos  NS' . cos  NZ-\-  sin  NS' . sin  NZ.  cos  o\ 
aus  dem  &NZS: 

sinA  = cosiVS.cosiVZ-f-siniVS.siniVZ.cosö 

Durch  Fortschaffung  von  NS  = NS'  folgt  die  gesuchte  Gleichung  för 
die  Acquatorhöhe  NZ. 


Aus 


und 


tg  NS' 
tg  NS 


Fall  c) 

tg  (18G  — co') . sin  NZ 
sin  tg  (180  — co')  cos  tf'cos  NZ 

tg  (180  — co)  sin  NZ 

sin  0 fg  (180  — co)  cos  o cos  NZ 


erhält  man  durch  Gleichsetzung  vou  tgiVS'  und  tgiVS  unter  nach- 
folgender Division  mit  sin  NZ  sofort  eine  Beziehung  für  cos  NZ. 
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Fall  d) 

Man  hat: 

cos -MS  = cos  ArZsinÄ-{-8iniVZcosAcos(180 — o>) 
und 

sink'  = cos  NS  'cos  NZ  -|-  sin  MS' sin  NZ cos  o'. 

Die  Elimination  von  NS  = NS ' führt  auf  die  verlangte  Relation  für  NZ. 


Fall  e) 

Es  ist 

cos  .MS  = cos  AZsin  h -f-  sin  NZ  cos  h cos  (180 — ca) 
und 

_ tg  (ISO  co' ) . sin  NZ 

® sin<x'-f-tg(180 — aOcostf'.cosiyZ’ 

woraus,  unter  Berücksichtigung  der  Gleichheit  von  NS  und  NSr  die 
Aequatorhöhe  NZ  erhalten  wird. 

Fall  f) 

Durch  Fortschaffung  von  NS  = NSr  aus  den  Gleichungen: 
sinA  — cos  NS . cos  NZ+  sin  Atösin  iVZcos  a 


- 

■ 


tgMS'  = 


tg  (180  — o)')  sin  NZ 
sin  a‘-\-  tg  (180—  co')  cos  o'  cos  NZ 


crgiebt  sich  NZ. 


D. 


Methoden,  welche  von  der  Kenntniss  der  Declination  und  des  Meridians 

unabhängig  sind. 

Die  Beobachtungen  müsson  sich  hier  stets  auf  droi,  in  einem 
Falle  sogar  auf  vier  Punkte  des  Sternparallels  erstrecken. 

Am  leichtesten  gewinnt  man  eine  Ueborsicht  über  alle  hier  mög- 
lichen Methoden,  wenn  man  sic  einteilt: 

1)  in  solche,  bei  denen  drei  Höhen, 

2)  in  solche,  bei  denen  zwei  Höhen, 

3)  in  solche,  bei  denen  eine  Höhe 

zu  den  beobachteten  Elementen  gehören, 

4)  in  solche,  welche  von  Höhenbeobachtungen  unabhängig  sind. 


! 


> 
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D„. 

Sind  drei  Höhen  (h,  h',  k")  oder,  was  dasselbe  ist,  drei  Zenith- 
distanzen (z,  z\  z')  gegeben  (s.  Fig.  2.),  dann  bedarf  man  zur  Lösung 
der  Aufgabe  noch  ausserdem 

entweder  I)  der  beiden  zugehörigen  Azimuthdifferenzen  (Ja,  4«,) 
oder  II)  der  beiden  entsprechenden  Zeitdifferenzen  (Ja,  Ja’) 
oder  III)  eine  Azimuthdifferenz  (Ja)  und  eine  Zeitdifferenz  (Ja'). 

Im  Falle  I)  hat  man  aus  den  Dreiecken  NZS ",  NZS',  NZSi 

sin  d — sin  <p  cos  z" 


cos«  = 


cos(a-t“^«i)  = 


cos(a  -]- J co1-\- J to)  — 


cos  <p  sinz 

sind  — siny  cos  z ' 
cos  <p  sin  z' 

sind — sinqpcosz 
C08<p8inz 


In  diesen  drei  Gleichungen  sind  nur  die  Grössen  «,  d und  <p 
unbekannt.  Eine  elegante  Auflösung  derselben  verdankt  man  Gaus 
(vgl.  u.  A.  „Samml.  u.  Aufl.  Matbem.  Aufgaben  von  K.  H.  Schell* 
bach“,  p.  172.). 

Im  Falle  II)  wo  ausser  den  Zenithdistanzen  die  beiden  Zwischen- 
zeiten Ja  und  Ja'  bekannt  sind  — ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 

SS'  Ja 

sm  2~  — cosd  sm  -g- 


t <ytt 


sin 


sin 


S'S 

2 

SS" 


*=  cosd  sin 
= cosd  sin 


Ja' 

2 

Ja-]- Ja' 


(m) 


2 2 

cos&S'  = cosz'cosz-f-sinzsinz'eos^/a> 
cos  S'S"  — cosz'cosz"-|-siuz'sinz"cos^/Q>' 
cos  SS"  = cos  z cos  z"-|-  sin  « sin  z'cos  (Ja  -f-  Ja') 

Substituirt  man  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  die  Werte  von 

SS'  . S‘S"  . SS'  ......  w . 

■g"»  sin  -g— , 8m-2~  m “1C  ®rci  *etztcn  (md®m  man  setzt 

SS' 

co$SS'=  1 — 2sin2~2  u.  s.  f.),  dann  bleiben  drei  Gleichungen  mit 

den  Unbekannten  d,  Ja,  Ja1,  deren  Lösung  zwar  mit  Umständen, 
aber  keinen  erheblichen  Schwierigkeiten  verknüpft  ist. 


sin 


Digltized  by  Google 


der  Polhöhen- Bestimmung. 


235 


Im  Falle  III)  kanu  man  sich  derselben  6 Gleichungen  zur  Auf- 
lösung bedienen.  Nur  erscheinen  diesmal  die  Grössen  SS',  S'S ", 
SS ",  d,  Ja,  Jco'  als  die  Unbekannten. 


Dg. 

SUid  zwei  Höhen  aus  Beobachtung  bekannt,  so  ist  es  nicht  immer 
einerlei,  ob  h und  A'  oder  A und  A"  (Fig.  2.)  diese  Höhen  sind,  wie 
man  aus  der  folgenden  Ueborsicht  aller  hier  möglichen  Fälle  ersieht, 
wo  namentlich  der  erste  Fall  — obwohl  an  sich  ganz  dem  Falle  4) 
entsprechend  — eine  eigentümliche  Behandlung  gestattet. 

Beobachtet  sind 
entweder  1)  : A,  A',  Jco , Ja 

oder  2)  : A,  h\  Jon , Jco ',  Ja' 

oder  3)  : A,  h',  Ja,  Ja',  Jco' 

oder  4)  : A,  h",  Jco,  Ja,  Jco' 
oder  5)  : A,  A",  Jco,  Ja’,  Jco' 

oder  6)  : A,  h",  Ja,  Ja',  Jco'. 

Im  Falle  1)  hat  man  zuerst  das  vollständig  gegebene  Dreieck 
ZSS ' aufzulösen.  Aus  der  so  gefundenen  Seite  SS'  und  dem  weiter- 
hin gegebenen  Zeitunterschiede  Ja  folgt  leicht  die  Poldistanz  NS 
u.  s.  f. 

In  allen  andern  Fällen  (2  bis  6)  sind  die  Gleichungen  (ra)  aus 
Dj  zu  Hülfe  zu  nehmen.  Diese  Gleichungen,  6 au  der  Zahl,  ent- 
halten 11  Elemente,  von  denen  hier  allemal  5 als  gegeben  voraus- 
gesetzt werden.  Die  tatsächliche  Auflösung  kann  nur  Gegenstand 
einer  Specialuntersuchung  sein. 


d3. 

Kennt  man  nur  eine  einzige  Höhe  — entweder  A oder  h'  oder 
h"  — , daun  bleibt  blos  der  eine  Fall  zu  betrachten: 

Gegeben:  A,  Jco,  Ja,  Jco'  Ja'. 

Auch  hier  hat  man  in  den  mehr  erwähnten  Gleichungen  (m)  die 
ausreichende  Zahl  von  Bedingungsgleichungen. 


Ein  hervorragendes  Interesse  uimmt  schliesslich  noch  der  Fall 
in  Anspruch,  wo  über  gar  keino  Höhenbeobachtung  verfügt  und  eben- 
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sowenig  die  Kenntniss  der  Declination  und  des  Meridians  voraus- 
gesetzt wird. 


Der  Stern  muss  alsdann  in  4 Positionen  S,  S',  S"  und  Sm  (Fig. 
2.)  beobachtet  werden  und  zwar  bilden  folgende  6 Stücke  die  Gegen- 
stände der  Beobachtung: 


Es  ergeben  sich  damit  leicht  nachstehende  Gleichungen: 
cos  SS'  = 1 — 2 cos2  S sin2  = cos  z cos  a'-f-  sin  z sin«'  cos  Ja) 

cos  S'S"  = 1 — 2cos2dsin2 -g-  = cos*'cosz"-}-sina'sin2"cos  da)’ 


= cosz'cos2wr-|-sinz'sinz,//cos(z/Q)'--[-  Ja)"). 

Da  nur  6,  z,  2',  2 " und  z"'  unbekannt  sind,  so  genügen  offenbar  schon 
5 dieser  Gleichungen  zur  Bestimmung  des  Problems. 

Ein  Specialfall  verdient  hier  namentlich  Beachtung,  derjenige 
nämlich,  wo  jedes  der  drei  beobachteten  Zwischenazimuthe  Jco,  Ja 
und  Ja>"  = einem  Rechten.  Dies  setzt  allerdings  voraus,  dass  ein 
Azimuthfall  von  mindestens  270°  der  Beobachtung  zugänglich  ist  (in- 
dem jo  zwei  Beobachtungen  in  entgegengesetzter  Lage  des  Fernrohrs 
angestellt  werden).  Die  Gleichungen  vereinfachen  sich  aber  alsdann 
der  Art,  dass  sie  eine  Auflösung  ohne  Schwierigkeit  zulasson.  Man 
erhält  nämlich  durch  zweckmässige  Division  (mit  Berücksichtigung 
von  cos  Ja)  — cos  Ja>'  u.  s.  f.  = 0): 


Ja) , Ja,  Ja)',  Ja',  Ja)",  Ja". 


==>  cos  2 co82,,-j-  sin  2 sin  z"cos{Ja)  -j-  Ja)') 


«=  cos  2 cos  2w-f-  sin  2 sin  zmcos(J  to  Ja)'-\-Jco") 


1 


2cos2dsin8-ö 

* cos  2 


1 
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1 — 2 cos2  <5  sin2 


da -\-  da' da' 


1 — 2 cos5*  <5  sin2 


da" 

2 


COS  z 

cos«" 


Hiernach: 

da  da  4-  da'~\-  da" 

1 — 2cos2dsin2 -g-  1 — 2cos2dsin2 g 

1 — 2cos2dsin2^-  1 — 2cos2dsin2^- 


woraus  sich,  nach  Entfernung  der  Nenner,  sofort  der  Wert  von  cosd 
herleitet,  uud  nächstdem,  in  Verbindung  mit  der  4.  der  obigen  Glei- 
chungen, auch  die  Werte  von  «,  «"  ergeben  u.  s.  f. 


Bei  der  vorstehend  gegebenen  Uebersicht  der  Methoden  zur  Be- 
stimmung der  Polhöhe  ist  wesentlich  nur  der  mathematische  Ge- 
sichtspunkt festgehalten  worden,  gleichviel,  ob  die  eine  oder  andere 
Methode  astronomisch  verwertbar  oder  wegen  der  auftretenden  und 
nicht  zu  beseitigenden  Beobachtungsfehler  zu  praktischen  Zwecken 
ungeeignet  erscheint.  Hier  war  es  lediglich  unsere  Absicht,  alle 
theoretisch  zum  Ziele  führenden  Methoden  aufzusuchen  und  zu  classi- 
ficiren.  Dabei  sind  in  der  Regel  nur  die  allgemeinen  Methoden  her-  • 
vorgehoben  worden,  während  Specialfälle  ausser  Acht  gelassen  wurden. 
Diese  entstehen,  wenn  dio  Beobachtungselemente  besondere  Werte 
annehmen,  wenn  z.  B.  dio  Höhe  h = Null,  d.  h.  der  Stern  bei  seinem 
Auf-  oder  Untergange  beobachtet  wird  u.  dgl.  Solcher  Specialmetho- 
den giebt  es  selbstredend  eine  geraume  Anzahl,  und  es  macht  nicht 
die  mindeste  Schwierigkeit,  sie  heraus  zufinden.  Insbesondere  ist 
hierher  die  bekannte  Methode  zu  rechnen,  die  Polhöhe  als  das  arith- 
metische Mittel  der  beiden  Meridianhöhen  eines  Circumpolarsterns 
zu  bestimmen.  Dieselbe  reiht  sich  offenbar  derjenigen  der  obigen 
Methoden  an,  bei  denen  der  Meridian  als  bekannt  vorausgesetzt  wird, 
und  erscheint  insofern  als  specicller  Fall,  als  dio  Stundenwinkel  oder 
— wenn  man  will  — die  Azimuthe  besondern  Wert  (0°  und  180°) 
annehmen.  Aehnlich  verhält  es  sich  mit  der  Methode,  welche  in  der 
Gleichung 

90°  — rp  = d — h u.  s.  f. 

ihren  Ausdruck  findet,  wo  <p  die  gesuchte  Polhöhe,  S die  als  be- 
kannt angenommene  Deelinatiou , und  h die  beobachtete  Meridiau- 
höhe  eines  Sterns  bezeichnet. 
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Unerwähnt  geblieben  sind  ferner  Methoden  von  ausgesprochen 
astronomischen  Charakter,  so  die  vorzüglichste  unter  allen  bis  jetzt 
in  Anwendung  gebrachten  Methoden,  die  Bcssel’sclie.  Bekanntlich 
stützt  sich  dieselbe  auf  eine  zweimalige  Beobachtung  der  Höhe 
desselben  Sterns  im  ersten  Vertical,  auf  die  Kenntniss  der  Beobaeh- 
tungszeiten  u.  s.  f.,  während  die  Dcclinatiou  ebenfalls  als  bekannt 
vorausgesetzt  wird.  Unter  dieser  letztem  Voraussetzung  genügt  aber 
zur  Bestimmung  der  Polhöho  — wenn  man  die  Sache  rein  mathe- 
matisch nimmt  — schon  die  einmalige  Beobachtung  der  Höhe 
eines  Sterns  im  ersten  Vertical.  Denn  damit  ist  im  Dreiecke  Zenith- 
Pol-Stern  ausser  der  Declination  und  Höhe  auch  das  Azimuth  (=  90° 
oder  270°)  gegeben.  Alles  Andere,  was  nach  Bessel’s  Methode  noch 
beobachtet  wird,  kann  mithin  nur  den  Zweck  haben,  die  Fehlerder 
Voraussetzungen,  der  Beobachtungen  und  des  Instruments  zu  elimi- 
niren.  Dasselbe  gilt  von  der  Methode  der  correspondirendeu 
Höhen.  Die  Zwischenzeit  beider  Höhen  ist  der  doppelte  Stuuden- 
winkcl,  der  deshalb  auf  diesem  Wege  gefunden  werden  kann.  Dem 
Mathematiker  aber  ist  es  gleichgültig,  ob  der  Stunden winkel  durch 
directe  Messung  (mittelst  Aequatorialiustrumcnte)  oder  wie  immer  er- 
mittelt wird.  Für  ihn  bleibt  allein  der  Umstand  bestimmend,  dass 
in  der  obigen  Methode  Declination,  Stundenwiukel  und  Höhe  eines 
Sterns  als  bekannt  angenommen  werden. 

Wird  der  Stern  zwar  in  correspondirendeu  Höhen  beobachtet, 
aber  nicht  diese,  sondern  die  entsprechenden  Azimuthe  berücksich- 
tigt — ein  Verfahren,  das  man  die  Methode  der  correspondiren- 
den  Azimuthe  nennen  könnte  — , dann  bildet  die  Azimuth  di  f- 
ferenz,  auf  welche  es  hier  allein  aukommt,  das  Doppelte  des  vom 
Meridian  aus  gezählten  Sternazimuths,  während  die  Zwischenzeit 
beider  Beobachtungen  wieder  den  doppelten  Stundenwinkel  angiebt. 
Mathematisch  betrachtet  fällt  die  Methode  also  mit  derjenigen  zu- 
sammen , bei  der  Declination,  Stundeuwinkel  und  Azimuth  die  Data 
bilden.  U.  s.  f. 

Die  nächste  Aufgabe  würde  nun  darin  bestehen,  einerseits  die 
oben  bl  os  skizzirten  Methoden  mathematisch  zu  vollenden  — so  weit 
dies  überhaupt  angeht  — , andererseits  dieselben  durch  diejenigen 
Methoden  zu  ergänzen,  welche  aus  der  Beobachtung  mehrerer 
Sterne  resultiren.  Wir  denkcu  auf  Beides  später  zurück  zukomiucu. 
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XVI. 

Ueber  rationale  Regelflächen  vierten  Grades. 


Von 

Adolf  Ameseder. 


Im  ersten  Abschnitt  dieser  Arbeit  behandeln  wir  die  allgemeine 
Regelfläche  vierten  Grades,  jedoch  in  kurz  gedrängter  Darstellung, 
da  wir  nicht  erfahren  konnten,  was  über  diese  Fläche  bereits  bekannt 
ist  und  uns  insbesondere  die  von  Cremona  über  diesen  Gegenstand 
veröffentlichte  Abhäudlung:  „Sülle  supcrficie  gobbe  di  quarto  grado, 
Memorie  dell’  Accademia  di  Bologna,  1868“  derzeit  nicht  erreich- 
bar ist. 

Zum  Ausgangspunkt  dieser  Untersuchung  wählten  wir  die  — sich 
zu  diesem  Zweck  besonders  eignende  — Eutstehungsart  der  Fläche 
durch  zwei  projectivische  Tangentenebenen-Systeme  zweiter  Classe. 

Wir  bewiesen  u.  A.,  dass  auf  der  Regelfläche  unendlich  viele 
Kegelschnitte  liegen,  und  dass  die  Ebenen  derselben  eine  allgemeine, 
developpablc  Fläche  dritter  Classe  umhüllen,  benutzten  diese  Eigen- 
schaft zum  Uebergang  zu  der  noch  nicht  behandelten  Regelfläche 
(it>4)  vierten  Grades,  mit  einer  einfachen  Leitgeraden;  indem  wir 
zeigten,  dass,  wenn  ein  der  Fläche  eingeschriebener  Kegelschnitt  in 
zwei  Gerade  degenerirt,  dies  mit  allen  geschieht,  und  alle  ein  und 
dieselbe  Gerade  — die  einfache  Leitlinie  — zum  Bestandteil  haben. 

Hierauf  wandten  wir  uus  der  Beschreibung  der  interessanteren, 
der  eben  genannten  reciproken  Rcgelfläeho  <Z>4,  mit  einer  dreifachen 
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Geraden  zu;  um  im  letzten  Abschnitt  jene  Eigenschaften  der  Spe- 
cialität  dieser  — der  Fläche  mit  einer  einfachen  und  dreifachen  Ge- 
raden — zur  Sprache  zu  bringen,  durch  welche  sie  sich  von  den 
früher  erwähnten  unterscheidet. 

Halas  in  Ungarn,  im  December  1879. 


I. 

Die  allgemeine  rationale  Kegelfläche  vierten  Grades. 

Art.  1.  Zwei  projectivische  Tangentenebenen-Systcme  7^,  T2,  auf 
zwei  Kegeln  KL 2,  K 2l  zweiten  Grades  erzeugen  eine  Regelfläche  f4 
vierten  Grades.  Denn  legen  wir  aus  einem  Punkte  « einer  beliebigen 
Geraden  g die  zwei  au  Kx2  möglichen  Tangentialebenen  r,',  r,",  so 
entsprechen  diesen  in  T2  zwei  Ebenen,  und  zwar  der  Ebene  xx  — 
die  Ebene  t2'  und  der  Ebene  x"  — die  Ebene  r2". 

Diese  Ebenen  schneiden  g bzw.  in  den  Punkten  ßf  und  ß'\  wel- 
che, wie  leicht  eiuzusehen,  mit  « in  zwei-zweideutiger  Beziehung 
stehen.  Lassen  wir  einen  dieser  drei  Punkte  die  Gerade  g durch- 
laufen, so  bilden  die  ihm  entsprechenden  auf  g eine  Reihe,  welche 
der  durch  ihr  gebildeten  zweideutig  verwandt  ist.  Beide  coaxialen 
Reihen  haben  also  vier  Doppelpunkte  <S„  A>,  d3,  <54,  und  jeder  der- 
selben hat  die  Eigenschaft,  dass  sich  in  ihm  zwei  einander  entspre- 
chende Ebenen  der  erzeugenden  Gebildo  schneiden,  d.  h.  dass  er  auf 
Erzeugenden  c von  f4  liegt.  Die  Gerade  g schneidet  vier  Erzeugende 
der  untersuchten  Fläche  — diese  ist  vom  vierten  Grade. 

Der  im  63  ton  Bando  des  Crclle’scheu  Journales  befindlichen  Ab- 
handlung Schröters  entnehmen  wir,  dass  das  Erzcugniss  zweier  pro- 
jectiviseher  Tangenten-Systemc  auf  zwei  Kegelschnitten  eine  Curve 
vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  C^4  ist.  Eine  Ebene  vou 
allgemeiner  Lage  schneidet  nun  1\2  und  T2 2 in  den  bezeichneten, 
erzeugenden  Gebilden,  also  f4  selbst  in  einer  Curve  C04,  woraus  un- 
mittelbar folgt,  dass  f4  eine  Raumcurve  D3  dritter  Ordnung  zur  Dop- 
pellinie hat.  Dass  diese  Doppellinic  nicht  degenerirt,  sehen  wir 
wieder  aus  dem  38ten  Artikel  unserer  Abhandlung:  „Theorie  der 
Regelflächen  vierten  Grades  mit  einer  Doppelgeraden  und  einem  Dop- 
pelkegelschuitt“  0?  in  welcher  wir  die  Bedingungen  unter  welcher  die 
Z>3  in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  zerfällt  entwickeln;  auch 


1)  Sitzungsb.  d.  k.  Akad.  d.  Wiss.  zu  Wien  vom  Februar  1879. 
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ist  boi  der  Allgemeinheit  der  Annahme  ein  derartiges  Zerfallen  der 
Doppellinie  ohnehin  ausgeschlossen. 

Eine  durch  eine  Erzeugende  gelegte  Ebene  bestimmt  auf  f4  eine 
Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt.  Eine  Ebene  E,  welche 
durch  zwei  Erzeugende  c',  e"  gelegt  wird,  die  sich  selbstverständlich 
in  einem  Punkte  « von  D*  schneiden,  hat  mit  f4  noch  einen  Kegel- 
schnitt C1  2 gemein,  welcher  a nicht  enthält,  jede  der  zwei  Erzeugen- 
den aber,  ausser  in  ihren  zweiten  mit  D*  gemeinschaftlichen  Punkten 
ß ' bzhw.  ß ",  in  noch  je  einem  Punkte  b’  und  b"  schneidet,  welche  Punkte 
die  Berührungspunkte  der  Doppeltaugeuteuebene  E mit  j4  sind. 

Durchläuft  « die  Curve  />3,  so  umhüllt  E eine  developpable 
dritter  Classe,  vierter  Ordnung!^3,  welche  mau  auch  als  den  geo- 
metrischen Ort  der  Geraden  b'b " ansehen  kann  J). 

Jeder  Kegelschnitt  6’2  schneidet  D'6  in  zwei  Punkten  ß\  ß'\  wo- 
gegen zwei  willkürlich  gewählte  der  unendlich  vielen  f4  cingcschric- 
beucu  Kegelschnitte  sich  nicht  schneiden. 

Jede  Erzeugende  begegnet  einem  C*  nur  einmal,  woraus  folgt, 
dass  mau  f4  auch  als  Erzeugniss  zweier  projectivischcr  Punktsysteme 
auf  zwei  Kegelschnitten  von  möglichst  allgemeiner  Lage  ansehen 
kann.  Auch  ist  unmittelbar  klar,  dass  f4  durch  D3  und  einen  C 2 
eimleutig  gegeben  ist,  weil  eine  Gerade  e,  welche  sich  derart  bewegt, 
dass  sie  coustaut.  eine  zweipuuktige  Secante  von  IJ 3 und  eine  ein- 
pnuktige  von  C-  bleibt,  dem  Gesagten  zufolge,  eine  j4  erzeugt,  welche 
Ifi  zur  Doppelliuie  hat  und  durch  C-  einmal  geht. 

Ebenso  ist  f4  durch  zwei  Kegelschnitte  und  drei  Erzeugende  be- 
stimmt, da  die  genannten  Erzeugenden  ebeusoviclc,  einander  ent- 
sprechende Punkte  der  früher  erwähnten,  auf  allen  C*  von  den  Er- 
zeugenden der  f4  bestimmten  Punktsysteme  fixiren. 

Art.  2.  Die  reciproken  Betrachtungen  sind  leicht  zu  bilden. 

Der  aus  einem  Punkt  V des  Raumes  der  j4  umschriebene  Kegel 
A'46,  ist  von  der  vierten  Classe  und  sechsten  Ordnung,  er  hat  die 
aus  V au  </3  gelegten  drei  Tangentialebenen  zu  Doppeltangenten- 
ebenen 2). 


1)  Siehe  Art.  5. 

2)  Die  Clossenzahl  eines  einer  Itegelflaelie  umschriebenen  Kegels  ist  immer 
gleich  der  Gradzahl  derselben;  während  die  Ordnungszahl  desselben  gleich  der 
Classcnzahl  des  allgemeinsten  ebenen  Schnittes  der  Fläche  ist. 
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Liegt  P auf  f4,  so  degeuerirt  A'4°  in  einen  Keg</  A',,4  dritter 
Gasse,  vierter  Ordnung  und  ein  Ebeneubttschel,  welches  die  durch 
P laufende  Erzeugende  c zur  Axe  hat.  Der  Kegel  Kfl  hat  jene  aus 
P an  d. 3 gelegte  Tangentialebene  zur  Doppeltangentenebene,  welche  e 
nicht  enthält. 


Für  einen  Punkt  « der  Doppellinie  D3  zerfällt  K 4C  in  die  durch 
die  in  « sich  schneidenden  Erzeugenden  c',  e"  bestimmten  zwei  Ebe- 
Leubüschel  und  einen  Kegel  K*  zweiten  Grades,  welcher  ausser  der 
Ebene  (c'e")  jede  der  zwei  aus  « und  d 3 gelegten  Taugeutenebeneu 
berührt. 


Zu  dem  System  dieser  Kegel,  welche  sämmtlieh  ihre  Spitzen  auf 
D 3 haben,  gehören  auch  die  Trägerkegel  K 42  und  Ay2  der  f4  erzeu- 
genden Gebilde.  Um  dies  zu  beweisen,  legen  wir  durch  die  Spitze 
a,  von  A’j2  die  zwei  Tangentialebenen  ra',  ra"  an  AV;  jeder  entspricht 
auf  A'j2  eine  Tangentialebene  r/  bzw.  rt",  welche  Ebenen  mit  den 
ersten  die  zwei  durch  a,  gehenden  Erzeugenden  c/,  e,"  von  f4  liefern. 
Es  schneiden  sich  also  sowohl  in  der  Spitze  von  A,2  als  auch  in  der 
von  Aj,2  zwei  Erzeugende,  d.  h.  jede  derselben  liegt  auf  D3. 

Umgehrt  ist  aus  der  Bemerkung,  dass  jede  Erzeugende  der  Fläche 
einen  Kegel  K 2 berührt,  und  ein  solcher  durch  diesen  Berührungs- 
punkt eindeutig  bestimmt  ist,  unmittelbar  klar,  dass  irgend  zwei  der 
Fläche  umschriebene  Kegel  zweiten  Grades  als  Träger  zweier  pro- 
jectivischer  f4  erzeugender  Taugentenebeuen- Systeme  angenommen, 
werden  können. 

Aus  dieser  Tatsache  folgt  die  Eigenschaft  der  Rcgelflächc  f4  durch 
ihre  Doppellinie  D3  und  fünf  Erzeugende  et,  e2  ...  e5  eindeutig  be- 
stimmt zu  sein.  Denn  legen  wir  durch  irgend  einen  Punkt  « von 
D3  und  die  fünf  Erzeugenden  die  Ebenen  E2  ...  AJ5,  so  bestimmen 
diese  einen  f4  umschriebenen  Kegel  A’2,  der,  wenn  a die  Curve  D3 
durchläuft,  die  behandelte  Kegelfläche  zur  Enveloppe  hat.  Jede  der 
gegebenen  Erzeugenden  kann  durch  einen  Punkt  ersetzt  werden,  weil 
durch  einen  solchen  eine  Erzeugende  von  f4  als  zweipunktige  Secanto 
von  D 3 vollkommen  fixirt  ist. 


Art,  3.  Die  zwfei  Erzeugenden  e',  e",  welche  sich  in  einem  Punkte 
a von  D 3 schneiden,  treffen  diese  Curve  noch  in  je  einem  Punkte  ß\ 
ß"\  welche  wir  kurz  als  die  dem  Punkte  a conjugirten  bezeichnen 
wollen. 

Wir  können  aber  auch  ß'  und  ß"  als  einander  entsprechende 
Punkte  betrachten,  diese  Zuordnung  gibt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand 
zu  bestimmen,  wie  oft  die  sich  in  einem  Punkte  « von  l)3  schnei* 
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deuden  Erzeugenden  coincidiren,  d.  h.  wie  viele  Cuspidalpuukte  die 
RegelHäche  besitzt. 


Die  zweite  Erzeugende  eA , welche  durch  ß'  läuft,  schneidet  D a 
uoch  in  ax , durch  welchen  Punkt  auch  noch  eine,  der  Curve  D 3 in 
ßi’  begegnende  Erzeugende  <y  geht.  Da  der  Punkt  ß"  in  derselben 
Weise  wie  ß"  dem  Punkte  ß ' zugeordnet  ist,  sehen  wir,  dass  die  Be- 
ziehung zwischen  ß'  und  ß"  eine  zwei-zweideutige  ist.  Projiciren  wir 
D3,  und  also  alle  Punkte  ß\  ß"  aus  irgend  einem  Punkte  «„  dieser 
Curve;  so  erhalten  wir  einen  Kegel  zweiten  Grades  («„ O3),  dessen 

Erzeugende  uHß\  «nß", ...  zwei-zweideutig  auf  einander  bezogen  sind. 
Beide  Strahlensysteme  haben  bekanntlich  vier  Doppelelcmente,  d.  h. 

es  fällt  auß'  viermal  mit  auß"  zusammen,  wenn  sic  den  Kegel  («„D3) 
beschreibt.  Ebenso  oft  coincidirt  notwendig  auch  ß'  mit  ß",  da  ja 
jeder  Kaute  des  Kegels  («„/J3;  die  Curve  D 3 nur  in  einem  variablen 
Punkt  schneidet. 


Wir  können  jedoch  auch  in  anderer  Weise  zeigen,  dass  unter 
allen  Erzeugenden  von  f4,  viere  existiren,  deren  jede  aus  zwTei  un- 
endlich nahen,  in  einem  Punkt  von  D 3 sich  schneidenden  Erzeugen- 
den besteht. 

Zu  dem  Ende  legen  wir  durch  a„a  und  die  ihr  conjugirtcn  Kanten 

a„ß'  und  a„ß " die  Ebenen  («„«/ 3')  und  (aunß").  Die  Gesammtheit 
derselben  umhüllt  den  f4  aus  or„  umschriebenen  Kegel  zweiten  Grades 
A2,  welcher  (ctnI)3)  in  vier  Erzeugenden  aHcx,  auc 2,  «,,c3  und 
und  daher  D3  in  den  vier  Punkten  c1?  c2,  c3,  c4  schneidet.  Um  unter 
Vermittlung  von  A'2  jene  zwei  Erzeugenden  c',  e"  zu  construiron, 

welche  sich  in  dem  Punkt  « von  D 3 begegnen,  legen  wir  durch  «,,« 
die  zwei  Tangentialebenen  an  A'2,  sie  schneiden  1) x3  in  den  Punkten 
ß'  bzhw.  ß",  welche  mit  « verbunden  bereits  e'  und  e"  liefern.  Wir 
sehen  auch,  dass,  wenn  a ausserhalb  A2  lag,  die  aus  ihm  an  den 
Kegel  gelegten  Tangentialebenen  und  mithin  auch  die  Erzeugenden  c' 
und  e"  reell  getrennt  sind.  Bewegt  sich  tt  auf  D3  so  lange  fort,  bis 
er  mit  cx  coincidirt;  so  fallen  auch  die  Ebenen  ( anaß ')  und  (a„aß") 

mit  der  Ar 2 längs  a„cx  berührenden  Ebene  (a,,c xdx)  zusammen.  Die 
Punkte  ß'  und  ß"  rücken  unendlich  nahe,  einen  Doppelpunkt  </, 
der  durch  sie  bestimmten  zweideutigen  Punktsysteme  bildend;  die 
Erzeugenden  e',  e"  werden  zu  benachbarten,  unendlich  nahen  in  c, 
sich  schneidenden  Erzeugenden.  Sie  bilden  eine  singuläre  Erzeugende 

cxdx  ~ e,  von  f4,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  durch  sie  und  die 
Tangente  tx  von  D3  in  dx  bestimmte  Ebene  vx  die  Regeltläche  längs 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  berührt.  Die  Ebene  vx  selbst  wird  C u s p i - 
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daleb ene  genannt;  sie  ist  in  ihren  Eigenschaften  dem  Cu spid al- 
punkt Cj  reciprok. 

Die  charakteristischen  Eigenschaften  des  letzteren  sind  die  fol- 
genden : 

Jede  durch  ihn  gehende  Gerade  ist  eine  eigentliche  Tangente  der 
Regelfläche,  da  sie  in  ihm  die  zwei  unendlich  nahen,  in  c,  vereinigten 
Erzeugenden  schneidet.  Jede  Ebene  des  Büschels  e.x  berührt  die 
Regelfläche  in  ihm;  weil  die.^  benachbarte  Erzeugende  diese  in  et 
trifft.  Die  Regolfläche  f 1 durchschncidet  sich  in  irgend  einem  Punkte 
a von  D3;  der  Winkel,  unter  welchem  dies  geschieht,  wird  durch  die 
zwei  Tangentialebenen  li 2 im  bezeichneten  Punkt  gemessen,  welche 

Ebenen  wieder  durch  die  Tangente  r,  von  D 3 in  <*,  und  durch  dieseu 
Punkt  laufenden  Erzeugenden  C bzhw.  e"  gegeben  sind.  Für  den 
Punkt  <*,  sind  nun  c'  und  e"  identisch  mit  e,,  also  die  Ebenen  Bv 
li % mit  (^tJ,  wenn  xx  die  Tangente  von  A)3  in  cx  ist  — die  Regel- 
fläche f4  berührt  sich  im  Punkte  cx  selbst. 

Bewegt  sich  a in  der  eingeschlagcnen  Richtung  auf  über  c, 
fort,  so  gelangt  er  in  das  Innere  des  Kegels  K-.  Jetzt  ist  es  nicht 
möglich  aus  ihm  an  A'2  Tangentialebenen  zu  legen,  diese  sind  und 
mit  ihnen  die  zwei  sich  in  « begegnenden  Erzeugenden  e',  e"  imagi- 
när. Der  Punkt  et  ist  im  Gegensatz  zu  einem  ausserhalb  K2  gelegenen 
Punkt  von  A>3  ein  ideeller  Doppelpunkt  der  Fläche.  Wir  sehen  also, 
dass  die  vier  Cuspidalpunktc  clt  c2,  ea,  c4  von  j4  (jeder  dieser  Puukte 
ist  ja  eiu  solcher),  die  Doppellinie  D3  in  ebeusovielc  Strecken  teilen, 
von  welchen  je  zwei  angrenzende  ungleichartig,  d.  h.  bzhw.  eigentlich 
uud  ideell  sind. 

Die  Cuspidalcbeue  vx  schneidet  f1  in  einem  eigentlichen  Kegel- 
schnitt 6'2,  der  e,  ausser  in  dx  in  einem  Puukte  i\  schneidet..  Jede 
in  vx  durch  gezogene  Gerade  hat  in  diesem  Punkt  mit  f4  drei  un- 
endlich nahe  Punkte  gemein,  weshalb  wir  ihn  und  jeden  der  drei 
andern,  in  derselben  Weise  construirten  Puukte  % t\  Inflexious- 
punkt  der  Fläche  nennen. 


Art.  4.  Legen  wir  durch  einen  Punkt  P und  eine  Erzeugende  f 
von  f4  die  Ebene  E , so  berührt  diese  die  Fläche  in  eiuem  auf  e lie- 
genden Punkt  b.  Lassen  wir  e nach  einander  alle  möglichen  Lagen 
einnehmen,  so  umhüllt  bekanntlich  E den  f1  aus  P umschriebenen 

Kegel,  den  wir  auch  als  geometrischen  Ort  von  Pb  ausehen  können. 

Coincidirt  c mit  einer  singulären  Erzeugenden  e,  so  fällt  Pb  mit  der 
Verbindungslinie  des  Punktes  P und  des  auf  e liegenden  Cuspidal- 
punktes  c zusammen. 
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Jeder  der  Regelfläche  umschriebene  Kegel  ( Kß,  Kf,  Kj1,  A'43, 
A'j4,  A33,  K-)  berührt,  dem  Gesagten  zufolge,  die  singulären  Erzeu- 
genden in  den  Cuspldalpunkten.  Wie  leicht  zu  beweisen  ist,  gilt 
dieser  Satz  iu  seiner  ganzen  Allgemeinheit  nur  für  die  Kegel  A.t6, 
Kß  und  A'2,  d.  h.  nur  diese  gehen  durch  alle  vier  Ouspidalpuuktc ; 
während  Ay\  A'4‘  und  A*3,  deren  Spitzen  bzhw.  in  einer,  zwei  oder 
drei  Cospidal ebenen  liegen,  resp.  drei,  zwei  und  einen  Cuspidalpunkt 
enthalten. 

Für  die  Kegel  A2,  deren  Spitzen  sich  auf  />3  befinden,  ist  noch 
zu  erwähnen,  dass  sich  innerhalb  derselben  nur  imaginäre  *)  einfacbe- 
und  ideelle  Doppel-Punkte  befinden ; während  jeder  ausserhalb  der- 
selben gelegene  Punkt  von  f4  reell  und  eigentlich  ist. 

Dies  beachtend,  betrachten  wir  den  Schnitt  von  f4  mit  irgend 
einer  Fläche  fM  »ter  Ordnung.  Er  ist  von  der  4»  ten  Ordnung  und 
hat  die  3«  Schnittpunkte  « von  D3  uud  fw  zu  Doppelpuukten.  Die 
Tangenten  in  einem  derselben  erhalten  wir  als  die  Schnittlinien  t1 
und  L > der  iu  ihm  an  f4  gelegten  Tangentialebenen  Bx , B%  mit  der 
Tangentenebene  T von  fw.  Enthält  fw  einen  Cuspidalpunkt  c von  f4, 
so  hat  die  Schnittlinie  ltXn  beider  Flächen  iu  ihm  einen  Doppelpunkt 
mit  coincidirenden  Tangenten  ~tx  = /;  weil  für  einen  solchen  B1 
und  B2  zusammenfallen.  Die  Curve  Rin  hat  die  Tendenz  im  Punkte 
c der  durch  ihre  Tangente  t angegebenen  Richtung  zu  folgen;  weil 
aber  innerhalb  eines  A2  kein  reeller  einfacher  Punkt  der  Fläche  f4 
liegt,  was  doch  sein  müsste,  wenn  RAn  im  Punkt  c iu  das  Innere  von 
A2  eindräuge,  d.  h.  einen  Berührungskuoten  mit  einer  von  c ver- 
schiedenen Tangente  hätte;  sehen  wir,  dass  jede  auf  f4  liegende  Curve, 
welche  durch  einen  Cuspidalpunkt  läuft,  entweder  in  ihm  einen  Rück- 
kehrpunkt hat,  oder  die  durch  ihn  gellende  sjnguläre  Erzeugende 
berührt. 

Dieser  Satz  gilt  natürlich  auch  für  ebene  Curven.  Ihm  entnehmen 
wir,  dass  Regelfläche  f4,  ihren  vier  Cuspidalpuukten  entsprechend, 
vier  ebene  Curven  C34,  vierter  Ordnung,  dritter  Classe,  mit  drei  Rück- 
kehrpunkten hat;  dass  ferner  jede  Tangentialebene  des  aus  einem 
Cuspidalpunkt  c der  f4  umschriebenen  Kegels  A2,  die  Fläche  in  einer 
Curve  Cr33  dritter  Orduung  schneidet,  die  c zum  Rückkehrpunkt  hat. 
Jede  Curve  C3  hingegen,  welche  eiuo  durch  e gehende  Ebene  besitzt, 
berührt  diese  singuläre  Erzeugende  in  c. 

Die  Curve  RXn  schneidet  jede  Erzeugende  in  n und  jeden  f4  ein- 
geschriebenen Kegelschnitt  C2  in  2 n Punkten.  Von  den  n Sclmitt- 


1)  Weil  jede  Erzeugende  einen  jeden  Kegel  Aa  berührt. 
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punkten  derselben  mit  einer  singulären  Erzeugenden,  in  welchen  sie 
die  durchgehende  Cuspidalebenc  v berührt,  ist  jeder  für  v doppelt  zu 
zählen,  weil  eben  c als  Schnitt  von  v mit  f4  doppelt  zu  zählen  ist. 

Geht  nun  f*1 , also  auch  RAu  durch  *,  den  zweiten  Schnittpuukt 
von  e mit  dem  in  v liegenden  Kegelschnitt  G'2,  den  wir  früher  als 
Inflexiouspunkt  vou  f4  bezeichnet  haben;  so  hat  sie  mit  e ausser  i, 
2 n — 2 Puukte  gemein  und  schneidet  G'2  in  i und  in  noch  2n  — 1 
Punkten.  Da  aber  Pin  von  r in  4 n Punkten  getroffen  wird,  sehen 
wir,  dass  die  fehlenden  drei  Punkte  in  i vereinigt  sind. 

Jede  der  Regelfliiclic  f4  eingeschriebene  (ebene  oder  räumliche) 
Curve  berührt  die  Cuspidal  ebenen  in  Puukteu  der  singulären  Erzeu- 
genden. Geht  sie  durch  einen  Inflexionspunkt  der  Fläche,  so  hat  sie 
in  ihm,  im  Allgemeinen  bzhw.  einen  Iuflexionspunkt, oder  die  durch- 
gehende Cuspidalebenc  zur  Osculationsebene. 

Art.  5.  Die  Berührungscurve  BG  des  aus  einem  Punkt  P des 
Raumes  der  f4  umschriebenen  Kegels  J?46  ist  von  der  sechsten  Ord- 
nung; weil  in  jeder  Ebene  des  Bündels  P sechs  Kanten  von  AT4ß  sind, 
und  auf  jeder  ein  Punkt  vou  B{\  nämlich  ihr  Berührungspunkt  mit 
f4  liegt.  Die  sechs  Rückkehrkantcu  r„  r2  ...  r6  sind  Tangenten  der 
Berührungscurve,  da  diese  im  Allgemeinen  keinen  wirklichen  Doppel- 
punkt, also  auch  keinen  Rückkehrpunkt  besitzt 4) ; sie  liegen  auf  einem 
Kegel  zweiten  Grades  und  sind  die  in  P sich  schneidenden  Haupt- 
oder I n flexion stauge nten  der  Regclfläche  f4.  Dass  dem  wirk- 
lich so  ist,  sehen  wir,  indem  wir  durch  rt  eine  Ebene  E legen;  sie 
schneidet  KAG,  weil  r*  als  Schnitt  doppelt  zu  zählen  ist,  noch  in  vier 
Kanten  ...  £„  deren  jede  als  einfache  Kante  von  A'4'J  auch  eine 
einfache  Tangente  der  Schnittcurve  CG4  von  E mit  f4  ist;  während 
rx,  weil  sic  für  zwei  s gilt  und  nur  einen  Berührungspunkt  hat,  eine 
Inflexionstangente  von  6’64,  also  auch  von  f4  sein  muss. 

Durch  eine  Gerade  g des  Bündels  P kann  man  vier  Tangential- 
ebenen an  AV;  legen,  und  in  jeder  liegt  eine  Tangente  der  Curve  R*. 
Die  Gerade  g wird  also  ausser  von  den  sechs,  sich  in  P schneiden- 
den Tangonten  vou  vier  Tangenten,  und  zwar  bzhw.  in  den  Punkten 
Pj,  p2,  t>3,  pA  getroffen.  Lassen  wir  g sich  um  P drehend,  eiue  Ebene 
E vou  möglichst  allgemeiner  Lage  beschreiben,  so  erzeugen  die 
Punkte  pr  ...  pK  eine  Curve  zehnter  Ordnung,  welche  in  P einen 


1)  Wenn  man  eine  Raumcurvc  projicirt,  so  bilden  sich  die  Berührungs- 
punkte der  aus  dem  Centrum  an  die  Curve  gelegten  Tangenten  als  Rü^kkehr- 
punkte  ab.  Umgekehrt  entspricht,  ira  Allgemeinen,  einer  Spitze  des  Bildes 
eine  aus  dem  Centrum  an  die  Curve  gclcgto  Tangente. 
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t 


Digitized  by  Google 


A niese  der:  Ueber  rationale  Regelflächen  vierten  Grades. 


247 


sechsfachen  Punkt  hat,  und  der  Schnitt  von  E mit  der  durch  die 
Tangenten  von  BG  gebildeten  developpablen  Fläche  ist.  Diese  ist  also 
von  der  zehnten  Ordnung  und  B ö selbst  vom  zehuten  Rang. 

Befindet  sich  P auf  einer  Tangente  t der  Doppellinie  Z)3,  so  hat 
B 6 im  Berührungspunkt  b derselben  einen  wirklichen  Doppelpunkt. 
Ist  b ein  Cuspidalpunkt,  so  ist  er  für  B 6 ein  Rückkehrpunkt. 

Ist  P ein  Punkt  der  Regelfläche,  so  ist  die  Berührungscurvc  Bb 
von  der  fünften  Ordnung  und  dem  achten  Rang;  sie  berührt  in  Pdie 
eigentliche  Haupttaugente  der  Fläche.  Ebenso  sind  die  Doppelpunkts- 
tangeuteu  der  Berührungseurve  BA  des  aus  einem  Punkt  « von  Dz 
der  f4  umschriebenen  Kegels  K 2 welche  in  a einem  Doppelpunkt  hat, 
Inflexionstangenten  der  Fläche. 

Während  alle  diese  Berührungscurven,  mit  Ausnahme  jener  mit 
einem  Rückkehrpunkt,  die  vier  singulären  Erzeugenden  in  den  Cus- 
pidalpunkten  taugircu ; tun  dies  die  Berührungscurven  der  Kegel  At5, 
Af44und  Är43,  welche  bzhw.  von  der  5,  4 und  3 teil  Ordnung  siud,  nur 
teilweise,  d.  li.  sie  berühren  resp.  nur  3,  2 und  1 singuläre  Er- 
zeugende. 

In  Curven  dritter  Ordnung  wird  f4  auch  von  jenen  Kegeln  K 2 
berührt,  welche  einen  der  Punkte  rfj,  r/g,  d 3,  dA  zur  Spitze  haben. 

Reciprok  den  Berührungscurven  sind  die  Berührungsflächen,  deren 
bemerkenswerteste  die  Asymptotenfläche  der  Regelfläche  ist.  Sie  ist 
eine  devcloppable  Fläche  sechster  Classe,  zehnter  Ordnung  und  be- 
rührt die  vier  Cuspidalebenen  läugs  der  singulären  Erzeugenden. 

An  dieser  Stelle  wollen  wir  auch  noch  der  im  ersten  Artikel  be- 
sprochenen developpablen  Fläche  r/3  Erwähnung  tun. 

Eine  diese  längs  einer  Erzeugenden  q berührende  Ebene  E ist 
Doppeltangeutenebene  der  Regelfläche  f4;  sie  schneidet  diese  in  zwei 
sich  in  einem  Punkt  « von  Z>3  begegnenden  Erzeugenden  e',  e"  und 
einem  Kegelschnitt  C%.  Zwei  von  den  Schnittpunkten  dieses  Kegel- 
schnittes mit  den  Erzeugenden  sind  die  « zugeordneten  Punkte  ß' 
und  ß"  von  D3;  wogegen  die  andern  zwei  die  Berührungspunkte  b' 

und  b"  seiner  Ebene  mit  f4  sind.  Die  Verbindungslinie  b'b"  ist,  als 
die  Schnittlinie  der  zwei  Ebenen  E uudE',  von  welchen  die  lctztero 
durch  dio  zwei  in  dem  « unendlich  nahen  Punkt  er,  laufenden  Er- 
zeugenden Cj',  e2"  gelegt  ist,  die  also  als  Tangentialebene  von  dd  der 
Ebene  E unmittelbar  folgt  — die  mit  <>  bczeichnete  Erzeugende 
von  d 3. 
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Durch  einen  Punkt  7»,  von  C 2 ist  eine  Erzeugende  C!  von  f4 
fixirt;  sie  schneidet  D3  in  zwei  Punkten,  welche  zwei  weitere,  C*  in 
Mj  bzhw.  »»<j  schneidenden  Erzeugenden  e2  und  es  bestimmen.  Die 
Punkte  und  w2,  m s stehen  in  zwei-zweideutiger  Beziehung*,  die 

Verbindungslinien  und  umhüllen  — wenn  den  Kegel- 
schnitt C 2 durchläuft  — einen  Kegelschnitt  J2*).  welcher,  weil  sich 
auch  bf  und  b”  — V und  ß'  — sowie  b"  und  ß"  in  angegebener 

Weise  entsprechen,  die  Geraden  e',  e"  und  b'b”~  q zu  Tangenten  hat. 

Jede  der  Tangenten  ...  des  Kegelschnittes  J2  be- 

findet sich  in  einer  Tangentenebenc  2£,  E ' ...  der  Fläche  dA\  und  zwar 
bestimmen  zwei  auf  einander  folgende  dieser  Ebenen  auch  zwei  be- 
nachbarte in  einem  Punkte  m von  J 2 sich  schneidende  Tangenten. 
Daraus  und  aus  dem  Umstand,  dass  zwei  unendlich  nahe  Tangential- 
ebenen 2)  der  Fläche  r/3  sich  in  eiuer  Erzeugenden  derselben  schnei- 
den, geht  hervor,  dass  jeder  Punkt  m von  J 2 ein  Punkt  dieser  Fläche 
ist,  und  dass  daher  J 2 und  q den  Gesammtschnitt  ihrer  Ebene  E mit 
dA  bilden  3). 

Der  Kegelschnitt  J2  schneidet  den  Kegelschnitt  C 2 in  vier  Punkten 
e,  deren  geometrischer  Ort  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  ist.  Die 
Punkte  b’  und  b”  — deren  joder  für  die  Ebene  E doppelt  zu  zählen 
ist  — und  die  Berührungspunkte  der  Erzeugenden  e'  und  e"  mit  J£ 
erfüllen  eine  Raumcurve  7J1  sechster  Ordnung,  von  der  Eigenschaft, 
dass  sich  in  allen  ihren  Punkten  die  Flächen  f4  und  dA  berühren. 

Nachdem  das  oben  Gesagte  für  jeden  f4  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitt C 2 und  dem  ihm  zugeordneten  Kegelschnitt  J 2 gilt,  kann  man 
dA  auch  als  geometrischen  Ort  von  J 2 betrachten4). 

Jene  Ebene  A’,  welche  durch  eine  singuläre  Erzeugende  c und 
dio  diese  schneidende  Erzeugende  c gelegt  ist,  berührt  f4  im  Cuspi- 

dalpunkt  c und  einem  Punkt  b von  c;  also  dA  längs  cb.  Daraus  er- 


*)  Siehe  einen  Beweis  im  7.  Art.  der  Abhnndlung:  „Theorie  der  Regel* 
flächen  4tcn  Grades  etc.“. 

2)  Es  ist  hier  immer  nur  von  solchen  Tangentenehenen  der  Fläche  d 3 die 
Rede,  welche  sic  längs  Erzeugenden  berühren. 

3)  Aus  dieser  Tatsache  folgt  auch,  dass  d3  eine  allgemeine  developpablc 
Fläche  dritter  Classc  ist. 

4)  Die  Erzeugenden  von  f4  bestimmen  auf  irgend  einer  ihr  eingeschriebe- 
nen ebenen  Curve  C4°  zwei  zweideutige  Systeme.  Die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  umhüllen  in  diesem  Falle  eine  Curve  vierter  Ordnung, 
dritter  Classc  — den  Schnitt  der  Ebene  (C0*)  mit  d3. 
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hellt,  dass  Br>  durch  dcu  Cuspidalpuukt  c läuft,  und  zwar,  nach  Art. 
3.,  hier  die  singuläre  Erzeugende  berührt. 

Die  Fläche  d3  tangirt  auch  die  vier  Cuspidalebcncn,  und  zwar 
längs  der  in  den  Iuflexionspuukten  an  die  in  ihnen  liegenden  Kegel- 
schnitte gezogenen  Tangenten. 

Dio  Rückkehrcurve  R3  der  developpablen  Fläche  wird  von  dem 

Berührungspunkt  r des  Kegelschnittes  J 2 und  der  Geraden  b'b"  be- 
schrieben. 

Die  reciproken  Betrachtungen  lehren,  dass  IP  eiue  allgemeine 
Raumcurve  dritter  Ordnung  ist,  dass  sie  von  einer  Berührungscurve 
sechster  Ordnung  (welcher  ein  Berührungskegel  zukommt),  ausser  in 
den  vier  Cuspidalpunktou  in  sechs  variablen  Punkten  geschnitten 
wird  etc. 

Art.  6.  Eino  Haupttangente  der  Regclfläche  f4  schneidet  in  ihrem 
Inflexionspunkt  drei  benachbarte  Erzeugende  c;  und  und  umgekehrt 
sind  alle  Transversalen  dieser  Haupttangeuten,  und  ihr  geometrischer 
Ort  das  sich  f4  längs  e anschmiegende  Hyperboloid. 

Da  sich  in  einem  Punkte  P des  Raumes  sechs  Haupttangenton 
der  behandelten  Fläche  schneiden,  und  jede  eine  Erzeugende  des 
" Schmiegungshyperboloids  ist,  welche  die  durch  ihren  Berührungspunkt 
laufende  Erzeugende  zur  Berührnngserzeugenden  hat,  kann  man  durch 
jeden  Punkt  sechs  Schmiegungshypcrboloidc  legen. 

Reciprok  wird  jede  Ebene  von  sechs  Hyperboloiden  genannter 
Art  berührt. 

Durch  einen  Punkt  der  Fläche  selbst  kann  mau  nur  drei  Hyper- 
boloide legen,  welche  sich  derselben  läugs  einer,  nicht  durch  den 
Punkt  laufenden  Erzeugenden  anschmiegen  etc. 

Art.  7.  Von  den  an  der  Regclfläche  f4  vorzunehmenden  Con- 
structionen  wollen  wir  nur  einige  beispielsweise  erwähnen  und  für’s 
Allgemeine  bemerken,  dass  die  Schwierigkeiten  bei  der  Ausführung 
der  Constructionen  höheren  Grades,  welche  für  jeden  Fall  augedeutet 
werden  können,  nur  iu  der  Undurchführbarkeit  der  Hilfsconstructiouen 
ihren  Grund  haben. 

Für’s  Folgende  wollen  wir  voraussotzen,  dass  f4  durch  eindeutig 
bestimmende  Daten,  etwa  die  Doppellinie  D 3 und  fünf  Erzeugende 
(der  Punkte)  et,  fj,  ...  c5  gegeben  ist 

Will  man  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  G mit  f4  construircu, 
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so  lego  man  durch  G eine  beliebige  Ebene  K\  sie  schneidet  D3  in 
den  Punkten  uud  die  gegebenen  Erzeugenden  in  pt ... 

ph.  Ihr  Sclmitt  mit  f4  ist  eine  Curve  C’c4,  vierter  Ordnung,  welche 

zf2,  zf3  zu  Doppelpunkten  hat,  durch  die  pu  ...  p$  einfach 
geht,  und  den  Schnitt  T1  2 der  Ebene  E mit  irgend  einem  f4  umschrie- 
benen, aus  den  gegebenen  Daten  leicht  zu  construircnden  Kegel  A'* 
zum  vierfach  berührenden  Kegelschnitt  hat.  Wie  aus  den  Abhand- 
lungen: „Ueber  Curveu  4tcr  Ordnung  mit  3 Doppelpunkten“  und 
„Ueber  vierfach  berührende  Kegelschnitte  der  Curven  4tcr  Ordnung 
etc.“  0 ersichtlich  ist,  kann  man  unter  Vermittlung  von  T*  die  Schnitt- 
punkte G mit  C64,  also  auch  mit  f4,  ohne  6’,;4  zu  zeichnen,  insoferne 
bestimmen,  als  man  ihre  Construction  auf  die  Bestimmung  der  Schnit- 
punkte  von  T * mit  dem  G „zugeordneten“  Kegelschnitt  zurückführt. 

Wie  in  Art.  7.  der  erst  erwähnten  Arbeit  gezeigt  wurde,  kann 
man  die  Tangente  in  einem  beliebigen  Punkt  einer  C64  zeichnen, 
ohne  die  Curve  zu  construiren;  mau  kann  also  auch  in  einem  belie- 
bigen Punkt  der  Fläche  an  sie  die  Tangentialebene  legen. 

Wichtig  ist  die  Construction  der  Cuspidalpunkte  2);  für  die  ge- 
machten Prämissen  haben  wir  ihre  Bestimmung  in  Art.  3.  angegeben. 
Diese  kann  auch  in  derselben  Weise  geschehen,  wenn  f4  durch  zwei 
Kegelschnitte  C,2  uud  622  und  drei  Erzeugende  e,,  e2,  f8  gegeben  ist. 
Die  Schnitte  vou  C22  mit  e15  e2,  e8,  nämlich  ßj,  ß2 , ß3,  entsprechen 
den  homologen  Punkten  au  <y3  von  C12  projectivisch ; sic  fixiren 
mit  diesen  die  erzeugenden  Punktsysteme  eindeutig.  Legen  wir  durch 
die  Tangente  r,  von  C\2  in  er,  jene  zwei  Ebenen,  welche  den  aus  cix 
dem  C22  umschriebenen  Kegel  berühren,  so  geht  durch  ihre  Berüh- 
rungspunkte bzhw.  b*  mit  C'22  je  eine  Erzeudende  e',  c",  welche  auf 
C|2  die  zwei  Punkte  «,  uud  bestimmen.  Diese  Punkte  ordnen  wir 
dem  Punkte  er*  zu,  sie  bilden,  wenn  sich  auf  G\ 2 bewegt,  eine  Reihe, 
welche  mit  der  von  «j  gebildeten  zwei-zweideutig  verwandt  ist.  Beide 
Reihen  haben  vier  Doppelpunkte,  und  daher  f4  ebenso  viele  singuläre 
Erzeugende.  Denn  es  ist  klar,  dass  jene  Erzeugende  c,  welche  durch 
einen  der  Doppelpunkte  läuft,  mit  den  Tangenten  r'  und  r"  der  C\2, 
C22  in  den  Schnittpunkten  dieser  mit  ihr,  in  einer  Ebene  — einer 
Cuspidalcbene  von  f4  liegt. 


1)  Sitxb.  d.  k.  Akademie  d.  Wissensch.  z.  Wien  vom  23.  Januar  und 
3.  Juli  1879. 

2)  Für  die  in  der  Abhandlung:  „Theorie  der  Rcgclflächcn  vierten  Grades 

mit  einer  Doppclgeradcn  und  einem  Poppclkcgelsehnittu  behandelten  Flächen 
zerfällt  die  Bestimmung  dieser  Singularitäten  in  zwei  quadratische  Aufgaben. 

Siehe  die  Sitzungsb.  d.  k.  Akad.  d.  Wies.  z.  Wien  vom  Februar  1879. 
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Die  Ebene  (Cj2)  schneidet  den  Kegelschnitt  C22  in  zwei  Punkten 
ßj,  ßn,  welchen  auf  C ,2  die  Punkte  «/bzhw. «//  zukommen.  Die  Er- 
zeugenden ctißi  und  aiißn  treffen  sich  iu  eiuem  Doppelpunkt  d der 
Fläche,  welcher  mit  fünf  Erzeugenden,  etwa  c,,  et,  &j,  c3  und  einen 
Kegel  K 2 bestimmt,  der  die  letzten  vier  Erzeugenden  iu  den  Cuspi- 
dalpunkten  der  Regelfläche  berührt. 

Die  zweiten  Schnittpunkte  dt  und  d2  der  in  der  Ebene  (Cj2) 
liegenden  Erzeugenden  und  sind  auch  Punkte  der  Doppellinie  /)3, 
sie  bestimmen  im  Verein  mit  den  vier  Cuspidalpuukteu  diese  ein- 
deutig. Auch  ist  D3  durch  die  Punkte  und  die  iu  glei- 

cher Weise  für  die  Ebene  (C’22)  zu  bestimmenden  Punkte  d\ 
dt  vollkommen  fixirt. 

Diese  wenigen  Beispiele  mögen  genügen.  In  ähnlicher  Weise 
werden  alle  andern  Probleme,  wenn  schon  nicht  graphisch  durchge- 
fübrt,  so  doch  theoretisch  gelöst  werden  können. 


II. 

Die  RegelflBche  vierten  Grades  mit  einer  einfachen  geraden 
Leitlinie  und  einer  Doppellinie  dritter  Ordnung,  und  die  ihr 
rceiproke  Regel  fläche  mit  einer  dreifachen  Geraden. 

Art.  8.  Die  zwei  Erzeugenden  c',  e"  der  Regelflächc  f4,  welche 
sich  in  einem  Punkte  a der  Doppellinie  D3  begegnen , treffen  diese 
noch  in  zwei  Punkten  ß'  resp.  ß".  Die  durch  sic  bestimmte  Ebene 
E schneidet  die  Fläche  in  eiuem  eigentlichen  Kegelschnitt  C2,  wel- 
cher die  Puukte  ß'  und  ß"  enthält,  c'  noch  in  h*  und  e"  noch  iu  V' 
trifft. 

Angenommen,  der  Kegelschnitt  C'1  würde  degeneriren,  so  könnte 
dies  nur  iu  der  Weise  geschehen,  dass  er  in  die  Verbindungslinie 

ß'^~  z,n  der  Punkte  ß'  und  ß",  und  in  eine  Gerade  L zerfällt, 
welche  mit  D3  keinen  Punkt  gemein  hat. 

Irgend  eine  durch  L gelegte  Ebene  En  bestimmt  mit  D3  drei 
Punkte  ßn\  ßn'  und  schneidet  f4  iu  einer  Curve  dritter  Ordnung, 
welche  diese  Punkte  zu  Doppelpunkten  haben  muss,  also  aus  den  drei 
Verbindungslinien  e»/,  eM"  und  enm  derselben  besteht. 

Das  Zerfallen  eines  f 1 eingeschriebenen  Kegel- 
schnittes C 2 hatte  also  das  aller  andern  zur  Folge.  Ein 
Teil  desselben  ist  als  variable  zweipuuktige  Secante  e'"  von  D 3 eine 
Erzeugende ; während  der  zweite  Teil,  nämlich  die  Gerade  L,  fix  ist, 
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und  da  durch  jeden  ihrer  Punkte  nur  eine  zweipunktige  Seeaute  von 
D 3 läuft,  als  einfache  Leitlinie  der  durch  obige  Annahme  spccialisir- 
ten,  nun  mit  ’F4  zu  bezeichnenden  Fläche  erscheint. 

Die  Regel  fläche  *F4  ist  durch  ihre  gerade  Leitlinie 
L u u d ihre  D o p p e 1 1 i n i e D3  vollkommen  bestimmt,  da  sie 
durch  Gleiten  einer  Geraden  e au  diesen  Linien  erzeugt  wird. 

Jede  durch  L gelegte  Ebene  E ist  eine  dreifache  Tangen- 
tialebene der  Fläche  *F4,  ihre  Berührungspunkte  y\  y\  y'"  sind 
die  Schnittpunkte  der  drei  in  ihr  liegenden  Erzeugenden  e',  e"  uud 
c"'  mit  Jj\  sie  bilden  auf  dieser  Geraden  eine  kubische  Involution 
L(y),  welche  mit  der  vou  den  Schnittpunkten  «,  ß\  ß " der  E mit  D* 
gebildeten  kubischen  Involution  projectivisch  ist.  Die  letztere  Involu- 
tion D3(aß)  erzeugt  die  Regelfläche  *Fl,  ihre  vier  Verzweigungspunkte 
sind  die  Cuspidalpunkte  der  Fläche  *). 

Drehen  wir  die  Ebene  E so  lange,  bis  ß ' uud  ß"  coincidiren, 
also  einen  der  vier  Doppelpunkte  d von  D3(aß)  bilden ; so  fallen  auch 
die  Erzeugenden  c',  c",  sich  um  den  mit  E variablen  Punkt  a dre- 
hend, zusammen.  Sie  bilden  eine  singuläre  Erzeugende  e\  a wird 
Cuspidalpunkt  C,  uud  E zur  Cuspi  dal  ebene  V.  Diese,  welche 
?F4  in  allen  Punkten  von  e berührt,  gehört  dem  Büschel  L au;  ihr 
auf  dieser  befindlicher  Berührungspunkt  <5,  der  Schnitt  vou  L mit  e 
ist  ein  In  flexionspunkt  der  Fläche,  und  ein  Doppelpuukt  — 
oder  sich  selbst  entsprechender  Puukt  — der  Punkt-Involution  L(y). 

Diese  Auseinandersetzungen  zeigen  uns  den  Weg  die  genannten 
Singularitäten  in  einfacher  Weise  zu  construiren. 

Wir  umschreiben  aus  einem  beliebigen  Punkt  y der  Geraden  L 
der  Doppellinio  D3  den  Kegel;  dieser  ist  von  der  dritten  Ordnung 
und  vierten  Classe,  und  hat  vier  durch  L gehende  Tangeutialebencu 
V,,  und  \\ 2).  Jede  dieser  Ebenen,  so  F,,  berührt  Ifl  in 

eiuem  Punkte  dt  und  schneidet  sie  in  einem  Punkt  c,.  Die  Verbin- 
dungslinie beider  Punkte,  von  welchen  ein  Cuspidalpunkt  ist,  ist 


1)  Wir  verweisen  den  Leser  an  dieser  Stelle  ein  für  alle  Mal  auf  die,  die 
kubischen  Involutionen  eingehend  behandelnde:  „Theorie  der  kubischen  Invo- 
lutionen“ v.  Prof.  Dr.  Emil  Weyr.  Abhandlg.  d.  bfthm.  Gcsellsch.  d.  Wis- 
sensch.  z.  Prag.  1871. 

2)  Bezüglich  der  Durchführung  dieser  Constructioncn  siehe:  „Theorie  der 

mehrdeutigen  geometrischen  Elcmentargcbilde“  von  Prof.  Emil  Weyr.  Leipzig. 
B.  G.  Tcubncr  1869;  und  unsern  Aufsatz:  „Ueber  rationale  ebene  Cunren 

dritter  und  vierter  Ordnung“  Sitzb.  d.  k.  Akademie  der  Wissensch.  z.  Wit8> 
Octoberheft  1879. 
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eine  singuläre  Erzeugende  e1 ' ihr  Schnittpunkt  dx  mit  L ein  In- 
flexionspunkt. 

Die  Tangente  c,  von  D3  in  dt  ist  auch  eine  Erzeugende  von 
^F4,  und  zwar  als  eine  Verbindungslinie  der  unendlich  nahen  in  </, 
vereinigten,  sich  entsprechenden  Punkte  von  D\aß );  sie  trifft  L in 
einem  Punkt  z, , welcher  der  dj  entsprechende  Verzweigungspunkt 
von  L(y)  ist. 

Art.  9.  Den  drei  Schnittpunkten  a,  ß\  ß”  einer  Ebene  E des 
Büschels  L und  der  Doppolliuie  D 3 entsprechend,  wird  E von  drei 
*F4  umschriebenen  Kegeln  zweiten  Grades  Afj2,  Kß  und  Kz*  berührt. 

Der  Kegel  Ä',-,  dessen  Spitze  « ist,  hat  ay\  die  Verbindungslinie 
seiner  Spitze  und  des  Schnittes  y der  nicht  durch  a gehenden  Er- 
zeugenden e'  mit  L zur  Berührungskante. 

Die  Berührungskanten  von  und  Kß  sind  bzhw.  ß’y”  und 
ß"ym\  sie  schneiden  sich  in  einem  Punkt  er,  und  die  Gerade  ay1  resp. 
in  ßi  und  ß”. 

Dreht  sich  E um  L,  so  erzeugen  die  Geradeu  «y„  ß'y"  und 

ß"  y'"  eine  liegelfläche  ^j4,  welche  L zur  Leitlinie  hat,  in  allen 
Punkten  derselben  die  Fläche  berührt  und  die  von  den  Punkten 
«!,  ßt\  0,"  beschriebene  Curve  1 dritter  Ordnung  zur  Doppel- 
linie  hat. 

Die  Beziehungen  zwischen  den  Schnittpunkten  der  Ebene  E mit 
V3  und  Dj3  lassen  sich  durch  die  folgenden  Gleichungen  ausdrückeu: 

(ft,  r‘,  ft",  ß ,')  = (ft',  A ft",  «,)  = («,  ft',  «,)  = - i 

Fällt  E mit  einer  Cuspidalebeue  V der  Fläche  ^F4  zusammen, 
so  coincidireu  die  Erzeugenden  e'  und  e"  mit  c,  der  Punkt  a wird 
zum  Cuspidalpunkt  c,  die  Punkte  ß’  und  ß"  rücken  unendlich  nahe 
und  bilden  den  Doppelpunkt  */,,  während  in  derselben  Weise  von 
y'  und  y"  constituirt  wird. 

Dieses  Zusammenfallen  der  bezeichneten  Elemente  von  *F4  hat 
eine  Coincidcnz  der  homologen  Elemente  von  IFj4  zur  Folge.  Die 
Erzeugenden  e/  und  fj"  rücken  unendlich  nahe  und  fallen  mit  der 
von  e'  und  c"  gebildeten  singulären  Erzeugenden  e zusammen;  diese 
gehört  also  in  derselben  Eigenschaft  auch  *ff14  an.  Ebenso  bleibt  V 
eine  Cuspidalebene  von  ^Pj4,  und  hat  auch  diese  Fläche  mit  *ff,4  den 
Inflexionspunkt  <5  gemein.  Der  Punkt  c spielt  für  die  Holle  des 
Punktes  d/,  wogegen  jener  Cuspidalpunkt  a dieser  Fläche,  welcher 
auf  e liegt,  dem  Punkte  c bezüglich  cl  und  Ö harmonisch  conjugirt  ist. 
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Der  Fläche  ’F,4,  diese  als  erste  Fläche  angenommen,  gehört 
wieder  in  derselben  Weise,  wie  sie  zugeordnet  ist,  eine  Fläche 
*F*4  an;  dieser  entspricht  wieder  eine  Regelfläche  *F:,4,  uud  so  in 
infinitum. 

Alle  diese  unendlich  vielen  Flächen  sind  derselben  Gattung,  be- 
rühren sich  längs  der  einfachen  Leitlinie  L und  haben  dieselben  vier 
singulären  Erzeugenden  und  Cuspidalebeneu.  Zwischen  einem  Iu- 
flexionspunkt  d,  der  ebenfalls  allen  F,,4  augehört,  uud  den  Cuspidal- 
punkten  c,  e/,  cu  ...  c,„+„  dieser  Flächen,  welche  auf  der  durch  d 
laufenden  singulären  Erzeugenden  e liegen,  bestehen  die  folgenden 
Relationen : 


(ö,  </,  c,  et)  — 1 

(d,  c,  c/,  cu)  — — 1 
(d,  c/,  cji,  cm)  — — 1 
(d,  <?//,  e///,  ci r)  = — 1) 


(d,  c«i,  Cm  ji,  Cm+2)  — 1 


(d,  C»n^»»— 2,  Ort  + n— Ij  Om  + h)  — — 1, 


aus  welchen  wir  mit  Leichtigkeit  das  Tcilvcrhältuiss  des  Inflexions- 
punktes d,  bezogen  auf  die  zwei  auf  c gelegenen  Cuspidalpuukte  r«fi 
und  cm  | „ irgend  zweier  der  unendlich  vielen  Flächen  berechnen 
können,  wenn  die  Cuspidalpunkte  der  zwischen  liegenden  Flächen  be- 
kannt sind.  Es  lautet: 


C»M  + 1 d 
Cm  f >id 


(-D 


»i-l 


X 


Cm  Cm  + i . <’)h  + 1 Pwi-j  2 • Oii+2^»i+8  •••  Cm\-n — 2 C»m-|-»i — 1 


Cm  C ni  +2  . C»>  + 1 Cm  + 3 • Cm + 2 Cm  -f  4 • . • Cm  -|-»i  —2  Cm  -f-  n 


Art.  10.  Betrachten  wir  das  Verhältnis,  iu  welchem  das  Ebe- 
nenbüschel L zu  irgend  einem  F4  umschriebenen  Kegel  A'*  zweiten 
Grades  steht. 

Jede  Erzeugende  e'  der  Fläche  berührt  den  Kegel,  sie  bestimmt 
mit  ihm  eine  Tangentialebene  r',  und  umgekehrt  schneidet  jede  Tan- 
gentialebene von  K 2 — die  durch  L gelegte  ausgenommen  — F4 
nur  in  einer  Erzeugenden  e',  welche  mit  L eine  Ebene  E dieses 
Büschels  fixirt.  Diese  Ebene  schneidet  F4  ausser  in  e',  noch  in 
zwei  Erzeugenden  e"  und  e'",  welche  wir  als  Schnittlinien  der  durch 
sie  an  K*  gelegten  Tangentialebenen  x”  und  x mit  E ansehon  können. 
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Wären  wir  von  der  Tangentialebene  t",  die  W*  in  der  in  E liegen- 
den Erzeugenden  e"  trifft,  ausgegangen;  so  wären  wir  durch  E zu 
denselben  Ebenen  x und  xm  gelangt.  Die  Gesammtheit  der  Ebenen 
r bildet  eine  kubische  Tangeutenebenen-Iuvolution  A2( t),  welche  Ä'2 
zum  Träger  hat,  mit  dem  Büschel  L(E)  projectivisch  ist  und  mit 
demselben  die  durch  die  Spitze  von  K 2 gehende  Ebene  A’s,  welche 
diesen  Kegel  auch  berührt,  sich  selbst  entsprechend  gemein  hat.  Das 
Letztere  ersehen  wir  daraus,  dass  in  E,  eine  Erzeugende  c liegt,  die 
nicht  durch  die  Spitze  # von  A2  geht;  also  nur  als  Schnittlinie  von 
E$1  diese  als  Element  von  A2(r)  betrachtet,  mit  sich  selbst,  diesmal 
als  Element  von  L(E)  angesehen,  entstanden  gedacht  werden  kann. 

Aus  dieseu  Auseinandersetzungen  und  denen  des  letzten  Artikels 
fliessen  die  folgenden  zwei  wichtigen  Erzeugungsarten  der  Fläche: 

„Das  Erzeuguiss  einer  axialen1)  kubischen  Punkt- 
Involution  auf  einer  liaumcurve  dritter  Ordnung  D3  ist 
eine  Kegelfläche  *P4  vierten  Grades,  welche  D3  zur 
Doppellinie  und  die  Axe  der  Involution  zur  einfachen 
Leitlinie  hat.“ 

„Das  Erzeugniss  eines  Eboncnbüschels  L(E)  und 
einer  ihm  projectivischcu  kubischen  Tangentenebenen- 
Involutiou  A'2(r)  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades 
ist  eine  Regel  fläche  *P4  vierten  Grades;  wenn  die  Axen 
des  Büschels  den  Kegel  A'2  berührt,  und  die  beiden  Ge- 
bilden gemeinschaftliche  Ebene  sicheinmal  selbst  ent- 
spricht.“ 

Diese  Erzeugungsart  der  behandelten  Fläche  ¥/4  gestattet  uns, 
mit  Leichtigkeit  zu  der  ihr  reciproken  Regelfläche  <D4  vierten  Grades 
mit  einer  dreifachen  Geraden,  und  zwar  dadurch  überzugehen,  dass 
man  die  den  erzeugenden  Gebilden  von  ^F4  reciproken  zur  Grund- 
lage nimmt.  Für  diese  Fläche  gilt  der  Satz: 

„Eine  kubische  Punkt-Involution  C,2(jt)  auf  einem 
Kegelschnitt  C*  und  eine  ihr  p rojectivische  Punkt- 
reihe L{P)  auf  einer  Geraden  £,  die  C’2  in  einem  sich 
einmal  selbst  entsprechenden  Punkte  P0  schneidet,  er- 


1)  Wie  man  eine  Punkt-Involution  auf  einer  ebenen  Cnrvc  eine  centrale 

nennt,  wenn  die  Verbindungslinien  conjugirter  Punkte  durch  einen  Punkt  — 
das  Centrum  — gehen,  so  kann  man  ein  derartiges  Gebilde  auf  einer  Raura- 

curvc  ein  axiales  nennen , wenn  conjugirte  Punkte  in  Ebenen  liegen,  die  einem 

Büschel  angehören. 
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zeugen  eine  Regelfläche  (P4  vierten  Grades,  welche  L 
zur  dreifachen  Geraden  hat1).“ 

Um  diesen  Satz  direct  zu  beweisen,  legen  wir  durch  eine  will- 
kürlich angenommene  Gerade  <j  eine  Ebene  e.  Sie  schneidet  L in 
einem  Punkte  1\  welchem  drei  Puukte  n\  n " und  nm  von  C*(n) 
eine  Terne  bildend,  zugeordnet  sind;  sie  tixireu  mit  g ebeu  soviele 
Ebenen  e',  e",  c'",  welche  wir  als  die  e entsprechenden  betrachten 
wollen.  Da  umgekehrt  einer  solchen  Ebene,  ihren  zwei  Schnitt- 
punkten n'  und  7t,'  mit  C2  corrcspondircud,  zwei  Ebenen  e und  ex 
beigeorduet  sind ; sehen  wir,  dass  die  Beziehung  zwischen  den  coaxialeu 
Büscheln  g (f)  und  g(s')  eine  zwei-dreideutige  ist,  dass  demnach 
dieselben  fünf  Doppelebenen  besitzen.  Während  eine  dieser  Ebenen, 
nämlich  (gPQ)  constaut  durch  P0  geht,  sind  die  andern  vier,  weil  jede 
derselben  einen  Punkt  von  L{P)  und  den  ihm  entsprechenden  auf 
C2(n)  enthält,  Tangentialebenen  der  Regelfläche.  Jede  dieser  Ebenen 
bestimmt  eine  Erzeugende,  welche  g schneidet. 

Jede  Terne  n',  7t",  n"'  bestimmt  ein  C 2 eingeschriebenes  Drei- 
eck. Die  Gesammtheit  dieser  Dreiecke  umhüllt  einen  Kegelschnitt 
J2  — den  Wevr’scheu  Iuvolutionskegelschuitt  (siehe  Theorie  der 
kubischen  Involutionen),  welcher  den  Trägerkegclschnitt  C2  in  vier 
Punkten  t?2,  ra,  v3  und  v4l  den  Verzweiguugspunkteu  der  Iilvolutiou 
schneidet. 

Liegt  ?t'  ausserhalb  J2,  so  kann  mau  au  ihn  zwei  reelle  Tan- 
genten tx\  tx  legen,  welche  auf  C2  die  7t'  coujugirten  Puukte  tt" 
und  71'",  welche  in  diesem  Fall  immer  reell  sind,  bestimmen.  Dieser 
Terne  entspricht  auf  L ein  Punkt  P,  welcher,  weil  sich  in  ihm  drei 

reelle  Erzeugende  iV,  Pn"  und  iV"  tretfen,  ein  eigentlicher 
dreifacher  Punkt  der  Fläche  ist. 

Bewegt  sich  7t'  auf  C2  in  einer  bestimmten  Richtung,  so  muss 
er  mit  eiuem  Verzweiguugspunkte  vx  zusainmenfalieu.  Die  ihm  con- 
jugirten  Punkte  7t",  7t'"  coiucidireu  mit  dem  zweiten  Schnittpunkte  «ij, 
des  Kegelschnittes  C 2 und  der  in  vx  an  J2  gelegten  Tangente  7\, 
in  ihm  einen  Doppelpunkt  der  Involution  bildend. 

Von  den  drei  Erzeugenden  c',  e",  e"',  die  sich  in  dem  vx  zuge- 
ordneten Punkt  c,  von  L begeguen,  fallen  zwei  mit  der  Verbindungs- 


l)  Diese  Fläche  ist  die  allgemeinste  dieser  Art,  weil  von  zwei  projectivi- 

sclien  Gebilden  [hier  L{P)  und  C2(7r)J,  deren  eines  immer  eindeutig  ist,  die 
Elemente  des  mehrdeutigen  sich  zu  Gruppen  vereinigen,  deren  Elemente  invc- 
lutorisch  bind.  Eine  Gruppe  (hier  Terne)  entspricht  einem  Elemeut  des  auth  rn 
Gebildes. 
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linie  ex  der  Punkte  c,  und  clx  zusammen.  Sic  bilden  eine  singuläre 
Erzeugende,  welche  demnach  aus  zwei  benachbarten  sich  in  dem  Punkt 
Cj  schneidenden  und  in  der  durch  ex  und  der  Tangente  Tj  von  C 2 
in  tlx  bestimmten  Ebene  Vx  liegenden  Erzeugenden  besteht. 

Diese  Ebene  berührt  die  Fläche  längs  der  ganzen  Ausdehnung 
der  Erzeugenden  ex , da  jede  Gerade  derselben  in  ihrem  Schnitt  mit 
ex  mit  der  Regelflüche  zwei  unendlich  nahe  Punkte  gemein  hat  — 
sie  ist  eine  Cuspidalebene  derselben.  Der  Punkt  cx  ist  ein  Cus- 
pidalpuu  kt;  er  hat  die  Eigenschaft,  dass  jede  durch  ihn  gehende 
Gerade,  als  durch  den  Schnitt  zweier  benachbarter  in  ex  vereinigter 
Erzeugenden  laufend,  in  ihm  die  Regelfläche  berührt.  Aus  demselben 
Grunde  berührt  auch  jede  Ebene  des  Büschels  ex  die  Fläche  in  cx. 

Die  Regelfläche  <J>4  schneidet  sich  in  einem  Punkte  V der  drei- 
fachen Geraden  L zweimal;  die  Winkel  Ex A'Ä  und  A2A3,  unter  wel- 
chen dieses  Schueiden  vor  sich  geht,  werden  durch  die  drei  Tangen- 
tialebenen A’x  = (Ae'),  Ei  =e  (Ae")  und  Aa  = (Atw)  im  bezcichneten 
Punkt  gemessen.  Für  eiuen  Cuspidalpunkt,  so  clt  fallen  zwei  der  ge- 
nannten Ebeneu,  der  Coiucideuz  zweier  durch  cx  laufenden  Erzeugen- 
den c'  = e"=  ej  entsprechend,  zusammen;  d.  d.  die  Regelfläche  be- 
rührt uud  schneidet  sich  einmal  in  einem  Cuspidalpunkt. 

Ueberschreitet  n'  bei  seiner  Bewegung  den  Punkt  ex,  so  gelangt 
er  in  das  Innere  des  Kegelschnittes  J weshalb  inan  an  diesen  aus 
ihm  keine  reellen  Taugenten  legen  kann,  und  die  ihm  entsprechen- 
den Punkte  7t”  und  n"1  imaginär  sind.  Die  in  dem  dieser  com- 
plexen  Terne  zugeordneten  Punkt  P von  A zusammeutreffenden 
Erzeugenden  zerfallen  in  eine  reelle,  welche  nach  ti'  zielt,  und  zwei 
imaginäre  durch  n " uud  nm  fixirte.  Der  Puukt  P ist  ein  uneigent- 
licher dreifacher  Punkt  der  Fläche. 

Da  dem  Ueberschreiten  des  Punktes  vx  durch  ti’,  der  Durchgang 
von  P durch  cx  correspondirt,  uud  C\n)  vier  Verzweigungspunkte 
besitzt;  gilt  der  Satz : 

„Den  vier  Schnittpunkten  des  Involutionskegel- 
schnittes mit  dem  Trägcrkegclschnitt  der  kubischen 
Punkt-Involution  entsprechen  auf  der  dreifachen  Ge- 
raden die  vier  Cuspidalpunkte  der  Regel  fläche.  Sie 
teilen  diese  Gerade  in  eben  sovielc  Strecken,  von  wcl- 
chonjezwei  benachbarte  ungleichartig,  d.  i.  bzhw.  eigent- 
lich und  uneigentlich  sind.“ 

Art.  11.  In  diesem  Artikel  wollen  wir  die  einander  reciproken  Regel- 
flächen <Z>4  und  *P4  gleichzeitig  behänden;  oder  vielmehr  die  Eigen- 

Teil  LXY.  1 7 


Digltized  by  Google 


258 


A me  sc  der:  lieber  rationale  Regel  flächen  vierten  Grades. 


schäften  der  ersten  liachweisen  und  die  der  letztem  blos  citiren;  da 
sie  sich  nach  dem  Gesetze  der  Reciprocität  aus  den  ersteren  leicht 
ableiten  lassen,  und  übrigens  aus  dem  ersten  Abschnitt  auch  ergeben, 
weil  *F4  eine  Spccialität  der  Fläche  f1  ist. 

Irgend  eine  Ebene  (5  schneidet  <P4  in  einer  Curve  C«4  vierter 
Ordnung,  welche  den  Schnittpunkt  P von  (£  und  K zum  dreifachen 
Punkt  hat  und  deshalb  von  der  sechsten  Classe  ist.  Die  drei  Tan- 
genten in  P ergeben  sich  als  Schnittlinien  von  @ und  den  drei  Tan- 
gentialebenen A',,  /£,,  E3  der  Fläche  <2>4  im  bezcichncten  Punkt. 


„Eine  Ebene  von  allge- 
meiner Lage  schneidet  die 
Regel  fläche  in  einer 

Curve  vierter  Ordnung, 
welche  auf  der  dreifachen 
Geraden  einen  dreifachen 
Punkt  hat.“ 


„Der  aus  einem  Punkt 
des  Raumes  der  Regel  fl  ä- 
c h e ^umschriebene  Kegel 
AT4 6 ist  von  der  vierten 
Classe  und  hat  die  durch 
die  gerade  Leitlinie  ge- 
legte Ebene  zur  dreifachen 
T a n g c n t i a 1 c b e n c.“ 


Die  Berührungseurve  des  Kegels  A4Ü  mit  der  Fläche  ist  von 
der  sechsten  Ordnung  uud  dem  zehnten  Rang.  Sic  schneidet  die 
Leitgerade  L in  jenen  drei  Punkten  y',  y",  y'",  in  welchen  diese  von 
den  drei  in  der  dreifachen  Tangentenebenc  befindlichen  Erzeu- 
genden c',  e"  und  c'"  getroffeu  wird. 

Liegt  ^3  in  einer  Cuspidalebenc  V der  Fläche  *P4,  so  zerfällt 
A4,!  in  diese  und  einen  Kegel  A45  fünfter  Ordnung,  welcher  F zur 
Tangentialebene  und  Inflexionsebene  hat  Die  Inflexions- 
kantc  zielt  nach  dem  V beigeordneten  Inflexionspunkt  d der  Fläche ; 
während  die  einfache  Berührungskante  ^3  mit  dem  Verzweiguugspunkt 
s verbindet.  Die  Berührungseurve  des  Kegels  ist  vou  der  fünften 
Ordnung  und  hat  in  d die  Ebene  V zur  Osculationsebeue.  (Siehe 
Art.  4.). 

Reciprok  schneidet  eine  durch  einen  Cuspidalpunkt  c von  <3>4  ge- 
legte Ebene  diese  Fläche  in  einer  Curve  C^4  vierter  Ordnung,  fünfter 
Classe,  welche  in  c einen  Rück  kehr  punkt  und  einfachen  Punkt 
hat.  Die  Rückkehrtaugcnte  liegt  in  der  durch  L uud  die  singuläre 
Erzeugende  e fixirte  Doppelebene  D,  des  ebenfalls  eine  kubische  In- 
volution bildenden  Büschels  L(E) ; wogegen  die  einfache  Tangente, 
der  D zugehörigen  Verzweigungsebene  W vou  L( E)  augehört 

Ist  (£  eiue  Tangentialebene  der  Fläche  <2>4,  enthält  sie  also  eine 
Erzeugende  e';  so  schneidet  sie  dieselbe  noch  in  einer  Curve  dritter 
Ordnung  C43,  welche  auf  L einen  Doppelpunkt  hat.  Dieser  ist  der 


-V»  - ’t  • / ■ J 
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Schnitt  von  e'  und  L , uud  seine  Tangenten  liegen  in  den  durch  e" 
und  e*  gehenden  Ebenen  des  Büschels  L.  Die  Curve  C43  schneidet 
f',  ausser  in  P,  in  noch  einem  Punkt  ä,  welcher  der  Berührungs- 
punkt von  @ ist,  und  sich  leicht  construircn  lässt *). 


„Eine  Tangentialebene  der 
Fläche  <P4  schneidet  sie  in 
einer  Curve  C43  dritter  Ord- 
nung, welche  auf  L einen 
Doppelpunkt  hat.“ 


„Aus  einem  ihrer  Punkte 
wird  die  Fläche  *P4  durch 
einen  Kegel  A34  projicirt., 
welcher  von  der  dritten 
Classe  ist  und  eine  durch  L 
gehende  Doppeltangenten- 
ebeno  hat“ 


Wie  oben  erörtert  wurde,  berührt  jede  Ebene  (S  des  Büschels 
einer  singulären  Erzeugenden  e die  Regelfläche  <£>4  im  Cuspidalpunkt 
e;  woraus  ersichtlich  ist,  dass  die  Schnittcurvc  C43,  welche  in  c einen 
Doppelpunkt  hat , die  singuläre  Erzeugende  zur  Doppunktstangente 
besitzt. 

Je  drei  Erzeugende  e',  c ",  cw,  welche  für  die  Fläche  <P4  sich  in 
einem  Punkte  P schneiden,  oder  für  *F4  einer  Ebene  des  Büschels 
L(E)  angehören,  bilden  eine  involutorische  Gruppe,  welche  wir  eine 
Erzeugen  de -T  erne  nennen  wollen.  Diese  Terne  besteht  für  einen 
Cuspidalpunkt  c von  d>4,  oder  eine  Cuspidalebene  v von  *F4  aus  einer 
singulären  Erzeugenden  e,  welche  man  als  Doppelelement  des  von  den 
Ternen  gebildeten  involutorischcn  Strahleusystems  zu  betrachten  hat, 
und  einer  einfachen  Erzeugenden  c,  welche  wir  Verzweigungs- 
erzeugende neunen. 

Legen  wir  durch  eine  solche  Erzeugende  der  Rcgelflächc  O4  eine 
Ebene  (£,  so  schneidet  diese  die  Fläche  noch  in  einer  Curve  C,3 
dritter  Ordnung,  welche  in  dem  auf  c gelegenen  Cuspidalpunkt  c einen 
Doppelpunkt  mit  coiucidirendeu  Doppelpunktstangenten  (@,  D)1  2), 
d.  h.  einen  Rückkehrpunkt  hat. 

Eine  Erzeugende-Terne  e',  e",  cm  fixirt  drei  Doppeltangenten- 
ebenen (e'e"),  (e'e'")  und  (e'V") , uud  durch  diese  eben  soviele  <X>4 
eingeschriebene  Kegelschnitte  (\2,  C2-  uud  C’32.  Ein  solcher  Kegel- 


1)  Siehe  Prof.  Dr.  Emil  Weyrs:  „Theorie  der  mehrdeutigen  georaetr.  Ele- 
mentargebilde  etc.“  und  die  Abhandlung:  „Ueber  rat.  cb.  Curvcn  3.  u.  4 ter 
Ordnung“. 

2)  So  bezeichnen  wir  den  Schnitt  zweier  Ebenen,  hier  der  Doppelebene  D 

und  der  Ebene  (£. 

17* 


Digitized  by  Google 


260 


Aniesetlcr:  (Jeher  rationale  Regelflächtn  vierten  Grades. 


schnitt,  so  G^,2,  bildet  mit  den  seine  Ebene  (5,  bestimmenden  Erzeu- 
genden e'  und  e"  den  Gesanuntschuitt  mit  <P4;  woraus  in  Gemein- 
schaft mit  der  Tatsache,  dass  dieser  in  dem  Punkt  P=(L,  @,)  einen 
dreifachen  Punkt  haben  muss,  hervorgeht,  dass  Cj2  den  Puukt  P 
enthält  und  in  ihm  eine  in  der  Ebene  ( Lz"')  = liegende  Tangente 
hat.  Der  Kegelschnitt  C,2  schneidet  die  Erzeugenden  e'  und  e"  noch- 
mals, und  zwar  in  den  Berührungspunkten  //  und  h"  seiner  Ebene 
mit  <X>4. 

Der  Erzeugenden-Terne  e',  e",  c'"  ist  eine  zweite  c^,  e,",  t" 
benachbart;  diese  bestimmt  auf  L einen  Punkt  P\  welcher  dem  vou 
der  ersten  tixirten  Punkt  P unendlich  nahe  ist.  Ihre  Erzeugenden 
sind  in  der  angegebenen  Reihenfolge  den  Erzeugenden  f',  e",  cw  der 
ersten  Terue  unendlich  nahe;  so  dass  e'  und  e/  — e"  und  c/'  — 
und  e";  und  f,"'  benachbarte  Erzeugende  der  Fläche  <P4  sind.  Die 
Doppeltangentenebeneu  (e'c")  = (Sj  und  (r/Cj")  = (?,'  sind  aufeinan- 
der folgende  Tangentialebenen  der  von  allen  Doppeltaugentoiiebeneii 
umhüllten  developpablen  Fläche  welche  wir  die  Doppeltan- 
genten eben  cu  fläche  der  Regel  fläche  <P4  neuueu.  Sie  kann  auch 
als  geometrischer  Ort  der  Schnittlinie  ((SjS/) , welche  die  Punkte  h ’ 
und  h"  verbindet,  angesehen  werden,  und  ist  von  der  dritten  Classe. 

Um  dies  zu  beweisen,  kehren  wir  zur  Betrachtung  der  Regel- 
fläche <2>4,  als  Erzeugniss  der  Punktreihe  L(P)  und  der  kubischen 
Involution  auf  dem  L in  7’0  schueidenden  Kegelschnitt  Ci  zu- 

rück. Der  Involutionskegelschnitt  J 2 wird  vou  den  durch  die  Teruen 
7t',  7t",  7t''7  gebildeten  Dreiecken  umhüllt,  hat  also  auch  die  in  der 
Ebene  des  Kegelschnittes  C2  liegenden  Erzeugenden  c0'  und  e0"  und 

die  Verbindungslinie  VV'  ihrer  zweiten  Schnittpunkte  V und  b0" 
mit  dem  Kegelschnitt  G'2  zu  Tangenten. 

Die  Glas  enzahl  der  Fläche  dz  lässt  sich  leicht  liuden,  wenn  wir 
bemerken , dass  sie  das  Erzeugniss  der  Punktreihe  L(P)  und  der 

kubischen  Tangenteu-Iuvolutiou  J\n  TtJ\  n'n nmn)  auf  dem  Kegel- 
schnitt J2  ist,  und  dass  dem  Punkte  P0  von  G,  ausser  b0'b0"  die  zwei 

Erzeugenden  r,/  und  c0",  diese  als  Elemente  vou  J2{n'n”  ...)  ange- 
sehen, entsprechen.  Wir  umschreibeu  zu  dem  Zwecke  dem  Kegel- 
schnitt J 2 aus  einem  willkürlich  angenommenen  Punkt  ^ des  Raumes 
den  Kegel  04?./2)  und  suchen  die  Anzahl  der  sich  selbst  entsprechen- 
den Punkte  der  Reihe  L(P)  und  jener  Reihe  L( Q) , welche  von  der 

mit  J2{Tt'n"  . . .)  pcrspcctivischen  Tangentenebenen  - Involution 
^./2[$tfV',  $7tw7r']  mit  dem  Träger  (^LG/2)  auf  L gebildet 

wird.  Jedem  P sind  die-  Tangenten  7i'V"  und  7iw7t',  also  auch 


Am  ent  der\  lieber  rationale  Regelflächen  vierten  Grades. 


201 


drei  Tangentialebenen  tyn'n",  ty7t"'n'  uud  daher  ebenso  viele 

Punkte  Qt , Q s und  Q3  — die  [Schnitte  der  drei  Ebenen  mit  L zu- 
geordnet.  Umgekehrt  entsprechen  einem  Q nur  zwei  Punkte  in  L(P ), 
Pt  und  P2,  da  mau  aus  ihm  nur  zwei  Tangentialebenen  an  (%$J2) 
legen  kann,  diese  ebenso  viel  Tangenten  von  J 2 fixiren,  deren  jeder 
ein  Punkt  von  L(P)  zukommt. 

Die  Beziehung  zwischen  P und  Q ist  eine  zwei-dreideutige,  da- 
her die  Anzahl  der  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  fünf.  Zwei 
dieser  Punkte  sind  in  P0  vereinigt ; weil  zwei  der  ihm  entsprechenden 
Ebenen  von  ..),  nämlich  und  (^o”)  durch  ihn  gehen, 

also  auf  L zwei  Punkte  der  Reihe  Q tixiren,  die  ihm  entsprechen 
und  mit  ihm  zusammenfallen,  was  auch  umgekehrt  geschieht,  wenn 

mau  P0  als  Element  von  L{Q)  betrachtei,  weil  eben  die  durch  P0'4$ 

au  gelegten  Ebencu  (s4$e0')  und  (^V)  die  Tangenten  c0'  und 
c0"  von  J 2 bestimmen,  welche  P0  zugeordnet  sind. 

Die  Reihen  L(P)  und  L(Q)  haben  noch  drei  Doppelpunkte 

Ein  solcher  kommt  dann  zu  Stande,  wenn  eine  Tangential- 
ebene von  IßJ2  die  Gerade  L in  einem  ihr  entsprechenden 

Punkt  P schneidet,  also  Py  zwei  Punkte  7tr  und  n " der  ihm  ent- 
sprechenden Terne,  und  ^3  in  einer  Ebene  liegen.  Weil  aber  dann 

auch  die  Erzeugenden  /V=  e'  und  Pn”~  e"  mit  $ in  einer  Ebene 
liegen,  ist  diese  eine  Doppeltangentenebene ; es  entspricht  also  jedem 
der  drei  Punkte  J eine  durch  $ gehende  Doppeltangentenebene, 
womit  bewiesen  ist,  dass  d 3 von  der  dritten  Classe  ist. 


„Durch  jeden  Punkt  der 
dreifachen  Geraden  L der 
Rcgelfläche  d>4  laufen  drei 
derselben  eingeschriebene 
Kegelschnitte.  Ihre  Ebenen 
sind  Doppeltangeutenebe- 
nen  der  Fläche  und  umhül- 
len eine  developpable  Flä- 
che dz  dritter  Classe.“ 


„Jede  Ebene  der  einfachen 
Leitlinie  der  Regelfläche 
Jffl  wird  von  drei  der  Fläche 
umschriebenen  Kegeln  zwei- 
ten Grades  berührt.  Die 
Spitzen  dieser  Kegel  sind 
Doppelpunkte  der  Fläche 
und  erfüllen  eine  Raum- 
curvc  dritter  Ordnung.“ 


Art.  12.  Bevor  wir  die  Fläche  d 3 näher  untersuchen,  haben  wir 
noch  den  folgenden  Satz  nachzuweisen: 


„Jeder  der  Regelfläche 
®4  eingeschriebene  Kegel- 
schnitt kann  als  Träger 
einer  kubischen  Punkt-In- 
volution betrachtet  werden, 


„Jeder  der  Rcgelfläche 
umschriebene  Kegel  zwei- 
ten Grades  kann  als  Träger 
einer  kubischen  Taugenten- 
ebenen-Involution  betrach- 
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welche  mit  dor  Punktreihe  tet  werden,  welche  mit  dem 
L(R)  die  Fläche  <D4  erzeugt.“  Ebenenbüschel  L(E)  die 

Fläche  erzeugt.“ 

Wir  fassen  irgend  einen  Kegelschnitt  C 2 ins  Auge;  sein  Schnitt- 
punkt mit  L sei  R Durch  einen  willkürlich  gewählten  Punkt  n' 
desselben  läuft  uur  eine  Erzeugende  c„'  von  <Z>4,  welche  L in  einem 
Punkte  Rn  trifft.  Die  durch  diesen  Punkt  gehenden  weitern  Erzeu- 
genden e„"  und  e„w  bilden  mit  f,/  eine  Erzeugcnde-Terne,  schneiden 
also  C2  in  Puukten  itu"  bzhw.  nun\  welche  mit  nu * involutorisch  sind. 
Dass  dies  wirklich  der  Fall  ist,  sehen  wir,  wenn  wir  von  nn"  aus- 
gehen. Durch  ihn  läuft  die  Erzeugende  eH",  L in  RH  treffend,  durch 
welchen  Punkt  noch  <*„'  und  fNw,  auf  C*  die  Punkte  nHr  und  nH" 
tixirend,  geht.  Der  Punkt  P entspricht  sich  auch  jetzt  einmal  selbst, 
da  nur  zwei  Erzeugende  e'  und  c"  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes 
C 2 liegend,  ihn  in  den  zwei  weitern  R entsprechenden  Punkten  V 
und  b " schneiden. 

Die  Gerade  b‘b"  ist  als  die  Verbindungslinie  der  Berührungs- 
punkte der  Doppeltangentenebenen  (e'e")  mit  <P4,  die  Schnittlinie 
derselben  mit  der  ihr  unmittelbar  folgenden  unendlich  nahen  Doppel- 
tangentenebene (Cj'e/')  und  als  solche  eine  Erzeugende  der  Fläche  d3. 

Dies  gilt  allgemein  von  irgend  zwei  benachbarten  Doppeltangen- 
teuebenen  (ct/e„")  und  der  Fläche  <P4;  zwei  solche  schnei- 

den sich  immer  in  einer  Geraden  e„,  welche  Erzeugende  von  d3  ist, 
und  längs  welcher  diese  Fläche  von  berührt  wird.  Da  aber 

zwei  auf  einander  folgende  Doppeltangenteuebenon  die  Ebene  (c'e”) 

in  unendlich  nahen  Tangenten  Ttn* nn+i'nu+i”  des  Involutions- 
kegelschnittes  Ji  schneiden,  also  der  Schnittpunkt  dieser  auf  J*  selbst 
liegt;  sehen  wir,  dass  weil  dieser  Puukt  sich  auf  beiden  genannten 
Ebenen  befindet,  ihre  Schnittlinie  f„  durch  ihn  geht,  er  also  ein  Punkt 
der  developpablen  Fläche  d 3 ist. 

Daraus,  dass  sowohl  der  Kegelschnitt  C’2,  also  auch  sein  Iuvolu- 
tiouskegclsehnitt  ./*,  als  auch  die  Ebenen  (c«'e «")  und  (Chii'Ph+i") 
beliebig  angenommen  wurden,  geht  hervor,  dass  jeder  der  unendlich 
vielen  Involutiouskcgelschnitte  der  Regelfläche  ein  eingeschrie- 
bener Kegelschnitt  der  Doppeltangcntenebenenfläche  d 3 ist. 

Der  Involutionskegelschnitt  J2  bildet  mit  der,  als  Berührungs- 

erzeugendo  doppelt  zu  zählenden  Geraden  b'b",  welche  ihn  in  einem 
Punkte  r berührt,  den  Gesammtschnitt  seiner  Ebene  (c'c")  mit  d 3. 
Diese  Fläche  hat  eine  Rückkehrcurvc  R3  dritter  Ordnung,  deren  drei 
Schnittpunkte  mit  (e'e") , weil  diese  Ebene  eine  Osculations-  oder 
Schmiegungsebeue  derselben  ist,  nur  in  r vereinigt  sein  können. 
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Jcue  Ebeno  (cv),  welche  eine  Verzweigungserzengeude  e und  die 
dieser  zugeordnete  singuläre  Erzeugende  e enthält,  berührt  d)1  in  dem 
Cuspidalpunkt  c = e,  e = b‘  und  einem  zweiten  auf  c gelegenen 
Punkt  //';  schneidet  also  die  Regelfläche  in  einem  Kegelschnitt  C'2, 
welcher  duich  b"  läuft  und  ein  e berührt.  Daraus  geht  aber  hervor, 
dass  der  C2  zukommende  Involutiouskegelschnitt  die  Verzweigungs- 

erzeugendo  e = b'b"  in  b"  tangirt,  dass  demnach  c auch  Erzeugende 
von  ciA  ist,  uud  die  diese  Fläche  längs  ihr  berührende  Ebene  (ec)  die 
Curve  R2  in  b”  osculirt. 

Auch  die  Cuspidalebenen  K,,  F2,  V&  F4  der  behandelten  Regel- 
fläche sind  Tangentialebenen  von  d 3.  Eine  solche  schneidet  CD1 
in  einem  Kegelschnitt  6c2,  welcher  c ausser  in  c in  einem  Punkte  i 
schneidet,  den  wir  In  flexionspunkt  der  Fläche  nennen.  Jede 
durch  ihn  in  V gezogene  Gerade  hat  nämlich  mit  drei  unendlich 
nahe  in  ihm  vereinigte  Punkte  gemein.  Die  in  i an  Cc2  gelegte  Tan- 
gente ist  eine  Erzeugende  der  Fläche  <73,  deren  weiterer  Schnitt  — 
Jc 2 — mit  V durch  C läuft. 

Irgend  eine  Erzeugende  b'b"  der  developpablen  Fläche  d2  ist  eine 
Doppeltangente  der  Regelfläche  <P4;  woraus  erhellt,  dass  beide  Flä- 
chen ausser  den  vier  Verzweigungserzeugenden  f„  e2,  e3  uud  c4  nur 
noch  eine  Berührungscurve,  und  zwar  sechster  Ordnung  gemein  haben 
können;  welche,  wie  leicht  einzusehen,  die  singulären  Erzeugenden 
in  den  Cuspidalpunkten  berührt  4). 

„Jedem  der  Regelfläehc  <P4  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitt kommt,  als  Träger  einer  von  den  Erzeugenden 
auf  ihm  gebildeten  kubischen  Punkt-Involution,  ein  In- 
volutionsliegclschnitt  zu. 

Die  Gesam nitheit  dieser  I nvolutionskegelschuittc  er- 
füllt die  von  den  Doppeltangontcncbeneu  der  Regol- 
fläche  <Z>*  umhüllte  developpablo  Fläche  d2  dritter  Classe. 
Diese  Fläche  hat  auch  die  vier  Cuspidalebenen  zu  Tan- 
gentialebenen, schneidet  <P4  in  den  vier  Vorzweigungs- 
erzeugendeu  und  berührt  sie  in  einer  Raumcurve  sechs- 
ter Ordnung,  welche  die  singulären  Erzeugenden  in  den 
Cuspidalpunkten  tangirt2). 


1)  Siche  vor.  Art. 

2)  Der  rcciproke  für  V 4 geltende  Satz  ist  leicht  zu  bilden.  Wegen 

Kaumersparniss  führen  wir  ihn  nicht  an. 
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Art.  13.  Was  wir  oben  von  den  <£I) * * 4  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitten gesagt  haben,  gilt  zum  Teil  von  irgend  einer  der  behan- 
delten Fläche  eingeschriebenen  ebenen  Curve. 

Betrachten  wir  den  allgemeinsten  Schnitt  Cti4;  er  hat  auf  L einen 
dreifachen  Punkt  und  wird  von  jeder  Erzeugenden  nur  in  einem 
Punkt  getroffen.  Umgekehrt  läuft  durch  einen  Punkt  n ' von  C6A  nur 
eine  Erzeugende  e\  Diese  schneidet  L in  einem  Punkt  durch 
welchen  noch  zwei  mit  e'  eine  Ternc  constituirende  Erzeugende  e" 
und  c'"  gehen.  Diese  Erzeugenden  begegnen  der  Curve  CG4  bzhw.  in 
den  Punkten  n"  und  ri",  welche  n'  iuvolutorisch  conjugirt  sind. 
Diese  drei  Punkte  sind  die  Ecken  eines  Dreiecks,  dessen  jede  Seite 
Tangente  des  Schnittes  C's4  der  Ebene  (CG4)  und  der  Fläche  <l3  ist; 
da  eine  solche  immer  in  einer  Tangentialebene  (c'e")  ...  dieser  Fläche 
liegt.  Durchläuft  ri  die  Curve  Q4,  so  umhüllt  das  Dreieck  7ifn"nm 
die  Curve  C84,  welche  wir  dieser  Eigenschaft  wegen  Involutions- 
curve  der  kubischen  Punkt-Involution  C&A(n\  n",  rin)  nennen  wollen. 

Diese  Punkt-Involution  hat  den  dreifachen  Punkt  der  Curve  C64 
zum  dreifachen  Punkt,  weil  die  drei  in  ihm  sich  schneidenden 
Ergeugenden  von  d>4  mit  CG4  keinen  weitern  Puukt  gemein  haben. 
Doppelpunkte  der  Involution  sind  die  vier  Schnittpunkte  j>s, 
px  ihres  Trägers  mit  den  singulären  Erzeugenden;  während  die  Ver- 
zweigungserzeugenden die  Curve  C’64  in  den  vier  Verzweigungspunkten 
üj,  &2,  lI11(*  ö4  frcff°ni  diese  sind  auch  die  Schnittpunkte  der  Curve 

C,4.  Jeder  auderc  der  sechs  beiden  Curven  gemeinschaftlichen  Punkte 
ist  ein  Berührungspunkt  *)• 

Die  Untersuchung  wurde  an  einer  willkürlich  angenommenen  ebenen 
Curve  C64  von  <P4  durchgeführt,  und  es  ist  demnach  klar,  dass  die 
auf  allen  Curven  bczeichneter  Art  durch  die  Erzeugenden  bestimmten 
Involutionen  gleichartig,  d.  h.  gleichzeitig  reelle  oder  imaginäre 
Doppel-  und  Verzweigungspunkte  haben. 

Dass  dies  auch  von  einer  ebenen  Curve  6'43  dritter  Ordnung,  uud 
jeder  andern  (ß4  eingeschriebenen  Curve  gilt,  braucht  wohl  nicht  mehr 
bewiesen  zu  werden;  für  die  Kcgelschuitte  wurde  es  ohnehin  bereits 
ausführlich  erörtert. 

„Die  Erzeugenden  der  liegelfläche  <P4  bestimmen  auf 
irgend  einer  ihr  eingeschriebenen  ebenen  Curve  C7eine 


I)  Es  gilt  ganz  allgemein:  „Das  Erzeugnis«  einer  kubischen  Punkt-Invo- 

lution auf  einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  mit  einem  dreifachen  Punkt  ist 

eine  Curve  C84  vierter  Ordnung  und  dritter  Classe,  wenn  der  dreifache  Punkt 

der  Trägercurvc  zugleich  ein  dreifacher  Punkt  der  Involution  ist  etc.“ 
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kubische  Involution,  welche  den  Schnitt  ihrer  Ebene 
mit  der  dcveloppablcn  Fläche  <73  zur  Involutionscurvc  J 
hat.  Conjugirte  Punkte  liegen  immer  auf  einer  Tcrno 
von  Erzeugenden.  Die  Verzweigungspunkte  und  Dop- 
pelpunkte der  Involution  sind  bzlnv.  die  Schnitte  ihres 
Trägers  mit  dcnVerzweigungserzeugenden  und  singulären 
Erzeugenden.41 

Art.  14.  Der  allgemeinste  Schnitt  Q4  einer  Ebene  E mit  tf>4 
ist  durch  JE,  also  drei  seiner  Punkte  vollkommen  bestimmt;  wenn 
diese  nicht  auf  einer  Geraden  liegen. 

Eine  Curve  6'43  hingegen  ist  durch  zwei  Punkte^,  und 
p*  zweideutig  gegeben.  Denn  pAp2  schneidet  <J>4  noch  in  zwei 

Punkten  ql  und  q2\  uud  sowohl  die,  durch  die  Gerade  />,  p2,  und  die 
durch  den  Punkt  qx  laufende  Erzeugende  fixirte  Eu  als  auch  jene, 

welche  durch  ptp2  und  die  den  Punkt  q2  enthaltende  Erzeugende  c« 
gelegt  ist,  schneidet  d>4  in  einer  Curve  C43,  welche  beide  gegebene 
Punkte  enthält. 

Durch  einen  Punkt  p der  RegelHäche  kann  man  drei  Tangential- 
ebenen an  die  developpable  Fläche  < l 3 legen.  Zwei  enthalten  die 
durch  p gehende  Erzeugende  c'  und  je  eine  jener  Erzeugenden  c", 
f*\  welche  mit  e'  eine  Terue  bilden.  Sie  schneiden  die  RegelHäche 
iu  Kegelschnitten,  welche  nicht  durch  p gehen.  Die  dritte  Ebene 
schneidet  die  Erzeugende  e'  in  p,  und  <P4  in  einem  Kegelschnitt  C’3 
uud  zwei  Erzeugenden  e«'  und  ert".  Da  p der  Annahme  zufolge  ein 
einfacher  Punkt  der  Fläche  ist,  kann  er  nur  auf  C 2 liegen. 

Wäre  p ein  Schnitt  der  Erzeugenden  c'  mit  dem  durch  (e'c") 
tixirten  Kegelschnitt  Cj*,  so  müsste  er  als  ein  Berührungspunkt  b' 
der  Ebene  (e'e")  mit  <P4  auf  d3  liegen.  Man  könnte  an  diese  durch 
ihn  nur  noch  eine  Tangentialebene  — die  Ebene  (e'e'")  legen,  deren 
Schnitt  C2 2 mit  <D4  offenbar  nicht  mehr  p enthalten  kann. 

„Ein  Kegelschnit  der  Rcgelfläcke  O4  ist  durch  einen 
(nicht  auf  der  dreifachen  Geraden  befindlichen)  Punkt 
eindeutig  gegeben.44 

Die  Erzeugenden  der  Fläche  Q>1  schneiden  irgend  zwei  ihr  ein- 
geschriebene ebene  Curven  in  Punkteu  projectivischcr  Systeme. 
Umgekehrt  kann  <Z>4  immer,  bestimmte  Bedingungen  vorausgesetzt, 
als  das  Erzeuguiss  zweier  derartiger  Gebilde  angesehen  und  detinirt 
werden. 
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Ein  spezieller  Fall,  zugleich  der  wichtigste,  soll  das  Gesagte  er- 
läutern. 

Wir  fassen  irgend  zwei  Kegelschuitte  C2  und  Cx2  ins  Auge,  die 
im  Allgemeinen  keinen  Puukt  gemein  haben  sollen.  Die  Ebene  K 
des  ersten  schneidet  die  des  zweiten  in  einer  Geraden  <7,  deren  Schnitte 
mit  G’2,  a und  b heissen  mögen.  Dem  ersten  dieser  Punkte  können 
wir  auf  C\-  einen  ganz  beliebigen  Punkt  als  entsprechend  zuwei- 
sen ; wogegen  der  1 zugeordnete  Puukt  bx , falls  das  Erzeuguiss  der 
Punktsysteme  C2  und  G',2  eine  Fläche  Ol  sein  soll,  nicht  mehr  will- 
kürlich ist,  sondern  so  gewählt  werden  muss,  dass  bbx  und  a<i, 
sich  in  einem  Punkte  von  G,2,  dem  zweiten  Schnittpunkt  I\  der 

Geraden  aat  mit  diesem  Kegelschnitt  treffen;  also  vollkommen 
tixirt  ist. 

Die  projectivischeu  Punktsysteme  sind  durch  Angabe  noch  eines 
Punktepaares  bestimmt.  Wir  ordnen,  was  am  zweckmässigsteu  ist, 
dem  einen  Schnittpunkt  cx  von  G",2  mit  g den  Punkt  c auf  G’2  zu. 

Er  liefert  mit  diesem  verbunden  eine  Erzeugende  ccx  = es  die  C 2 
noch  in  einem  Punkt  V begegnet. 

Die  Regelflächo  <P4,  welche  durch  diese  Daten  gegeben  ist,  hat 

PPX  zur  dreifachen  Geraden.  Weil  nämlich  Pl\  in  Px  drei  und  in 
P zwei  unendlich  nahe  Punkte  mit  dem  Erzeuguiss  (C2CX2)  gemein 
hat,  ist  sie  ein  Bestandteil  desselben.  Dass  sie  eiuo  dreifache  Ge- 
rade und  demnach  (G'2Gi2)  identisch  mit  <J>4  ist,  können  wir  folgend 
nachwcisen. 

Wir  projiciren  die  Punktsysteme  C2(p)  und  G’2(/>,)  bzhw.  aus  den 
auf  ihren  Trägern  liegenden  Punkten  P und  Px  auf  die  Gerade  g. 
Da  a,  c ihre  Plätze  nicht  ändern,  «„  bu  cL  aber  durch  die  angegebeue 
Manipulation  der  Reihe  nach,  nach  «,  b,  c verschoben  werden,  sind  die 
Projcctioueu,  weil  sie  projectivisch  sind  und  drei  entsprechende  Puukte 
aax,  bbx  , a'c1  gemein  haben,  auch  identisch. 

Um  nun  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  p von  G'2  laufende 
Erzeugende  e zu  construiren,  projicirt  man  p aus  P auf  <7,  verbindet 
den  so  erhaltenen  Punkt  n mit  Px , sucht  den  zweiten  Schnitt  px  dieser 

Geraden  tzJ\  mit  G*2,  um  so  in  ppx  das  gewünschte  Resultat  zu  er- 
halten. Nachdem  die  Erzeugende  ppx  mit  PP,  in  der  Ebene  (PPp t) 
liegt,  trifft  sie  dieselbe  in  einem  Punkt  P„. 

Dio  zwei  aus  einem  willkürlich  gewählten  Punkt  Pm  von  PP, 
den  Trägerkegelschnitten  G'2  und  G’,2  umschriebenen  Kegel  K 2 und 
Kt 2 schneiden  sich  ausser  in  PPX  in  drei  Erzeugenden  e',  e"  und 
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welche  auch  Erzeugende  des  Erzeugnisses  (C2C\*)  sind.  Um  dies  für 
eine  derselben,  etwa  c',  nachzuweisen,  brauchen  wir  nur  zu  bernerkeu, 
dass  ihre  Schnittpunkte  p und  pt'  mit  den  Kegelschnitten  C2  und 
C,2  bzhw.  mit  P uud  Pt  verbunden,  Linien  liefern,  die  sich  iu  einem 
Punkte  7T  von  g notwendig  schneiden  müssen,  um  in  der  Umkehrung 
dieses  Vorganges  in  p'  und  pxr  entsprechende  Punkte  der  erzeugen- 
den Systeme  zu  erkenneu. 

In  jedem  Punkt  von  Pl\  schneiden  sich  die  Erzeugende  von 

(C'2Ci2),  diese  ist  eine  Regelflächc  und  hat  PPX  zur  dreifachen 
Geraden. 


„Zwei  projectivische 
Punktsysteme  auf  zwei  Ke- 
gelschnitten erzeugen  dann 
eine  Regelflächc  <P4,  wenn 
dio  in  der  Ebene  des  einen 
Kegelschnittes  liegenden 
Erzeugenden  sich  in  einem 
Punkt  desselben  schneiden.“ 


„Zwei  projectivische  Tan- 
gentenebenen-Systeme  auf 
zwei  Kegeln  zweiten  Gra- 
des erzeugen  eine  Regel- 
fläche ?P“4,  wenn  die  in  der 
Spitze  des  einen  Kegels  sich 
begegnenden  Erzeugenden 
in  einer  Tangentialebene 
desselben  liegen.“ 


Sollen  zwei  projectivische  Punktsysteme  auf  zwei  sich  iu  einem 
Punkt  P schneideuden  Kegelschnitten  C\ 2 und  C22  eine  Regelfläche 
Ol  erzeugen,  so  haben  wir  die  Zuordnung  derart  zu  treffen,  dass  die 
zweiten  Schnittpunkte  und  a2  der  durch  P gehenden  Schnitt- 
linie g mit  den  Trägerkegelschnitten  sich  entsprechen. 

Bemerken  wir  noch,  dass  der  aus  einem  Punkt  P der  dreifachen 
Geraden  irgend  einem  Kegelschnitt  der  Regelfläche  umschriebene 
Kegel  K , ausser  der  dreifachen  Geraden,  die  sich  in  P schneidenden 
Erzeugenden  enthält,  so  bedürfen  die  folgenden  Sätze  und  die  ihnen 
reciproken  keines  Beweises. 

„Gleitet  eine  Gerade  au  zwei  Kegelschnitten  Cj2,  C22 
uud  einer  Geraden  L,  welche  jeden  der  Kegelschnitte 
einmal  schneidet,  so  erzeugt  sie  eine  Regel  fläche  <P4, 
welche  L zur  dreifachen  Geraden  hat.“ 

„Die  aus  irgend  einem  Punkt  der  dreifachen 
Geraden  der  Regelfläche  <2>l,  dem  System  ihrer  ein- 
geschriebenen Kegelschnitte  C 2 umschriebenen  Kegel 
bilden  ein  Kcgelschnittsbüschel  Ä2,  welches  mit  dem 
K egel schni ttssy stem  projectivisch  ist.“ 

Die  durch  L gehende  Tangentialebene  E eines  Kegels  K 2 fixirt 
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durch  ihren  Berührungspunkt  l dem  K 2 entsprechenden  Kegelschnitt 
eindeutig.  Dieser  läuft  durch  h und  berührt  in  ihm  E. 


Art.  15.  Die  reciproken  Eigenschaften  der  Regelfiäche  <P4  sind 
nun  schnell  besprochen. 

Der  aus  einem  Punkt  ^ des  Raumes  der  Fläche  <D4  umschrie- 
bene Kegel  ist  von  der  vierten  Classe  sechsten  Ordnung,  und  hat 
die  drei  durch  s4$  an  d 3 gelegten  Tangentialebenen  zu  Doppeltan- 
geutenebei  cu ; wogegen  er  die  durch  L gelegte  Ebene  E nur  einfach 
berührt. 


Er  hat  mit  eine  doppelt  zu  zählende  Berührungscurve  B106 
sechster  Ordnung,  zehnten  Ranges  (dem  Geschlechte  Null),  uud  eine 
Schnittcurve  zwölfter  Ordnung  liu  gemein.  Da  jeder  Punkt  von  Bl0 6 
als  Doppelpunkt  im  Gesammtschnitt  gilt,  kann  dieser  in  seinen  mit 
L gemeinschaftlichen  Punkten  höchstens  Doppelpuukte  haben. 

Jene  Ebene  E , welche  durch  und  eine  singuläre  Erzeugende 
c gelegt  ist,  berührt  <P4  in  dem  auf  c befindlichen  Cuspidalpunkt  c 
und  schneidet  auch  die  Fläche  in  demselben.  Durch  diesen  Punkt 
läuft  sowohl  B{i  als  auch  R1S-,  jede  Curvc  jedoch  nur  einfach.  Die 
Berührungscurve  hat  mit  einer  Erzeugenden  einen  Punkt  gemein, 
schneidet  daher  jeden  d>4  eingeschriebenen  Kegelschnitt  viermal.  Da 
dies  auch  für  den  in  der  längs  e berührenden  Cuspidalebenc  V 
befindlichen  Kegelschnitt  gilt,  ausser  ihm  in  V nur  e liegt,  und  E die 
Fläche  Ol  blos  in  c berührt,  können  die  weitern  zwei  Schnittpunkte 
von  V und  B 6 nur  in  c vereinigt  sein.  Die  Tangente  der  Berühruugs- 
curve  B{i  im  Punkte  c liegt  daher  in  V und  ist,  weil  sie  auch  der 
Ebene  (^c)  angehörcu  muss,  mit  c identisch. 


„Der  aus  einem  Punkt  des 
Raumes  der  Regelfiäche 
umschriebene  Kegel  KAG  ist 
von  der  vierten  Classe 
sechster  Ordnung  und  hat 
die  drei  durch  seine  Spitze 
von  d3  gel egten  Tangential- 
ebenen zu  Doppeltaugenten- 
cbenen.  Er  berührt  die  Re- 
gelfläche in  einer  Curve 
sechster  Ordnung,  zehnten 
Ranges,  welche  die  singu- 
lären Erzeugenden  in  den 
Cuspidalpunkten  berührt.“ 


„Eine  Ebene  von  allge- 
meiner Lage  schneidet  die 
Regel  fläche  *F4  in  einer 
Curvc  C’04  vierter  Ordnung 
sechster  Classe,  welche  die 
drei  Schnittpunkte  ihrer 
Ebene  mit  der  Doppcllinie 
zu  Doppelpunkten  hat  etc.“ 
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Wie  bei  der  allgemeinen  Regelfläche  f4  sind  auch  hier  die  sechs 
Rückkehrkanten  des  Kegels  AT46  Haupttangenten  der  Regelfläche,  welche 
ebenso  viele  durch  den  Punkt  $ gehende  Schmiegungshyperboloide 
derselben  bestimmen.  Für  eiuen  Punkt  einer  Cuspidalebene  ist  der 
umschriebene  Kegel  und  seine  Berührungscurve  von  der  fünften  Ord- 
nung-, der  erste  hat  die  genannte  Ebene  zur  Inflexionsebene. 

Der  aus  einem  Punkte  der  Fläche  ihr  umschriebene 
Kegel  A34  ist  von  der  dritten  Classe  und  vierten  Ord- 
nung1 *). Seine  Doppoltangentenebene  ist  die  Ebene  des  durch  s4$ 
gehenden  Kegelschnittes  der  Fläche  d>4.  Diese  wird  von  K<f  längs 
einer  Curve  B^  fünfter  Ordnung,  achten  Ranges  berührt,  welche 
durch  $ läuft,  in  diesem  Punkt  die  durchgehende  eigentliche  Ilaupt- 
tangente  der  Fläche  berührt  und  die  singulären  Erzeugenden  in  den 
Cuspidalpunkten  tangirt.  Die  Curve  B^b  ist  durch  zwei  Punkte 
zweideutig  bestimmt.  Denn  legen  wir  in  diesen  zwei  Punkten 
P,  und  die  Tangentialebenen  r,  bzhw.  r2  au  d>‘,  so  können  wir 
jeden  jener  zwei  Schnittpunkte  $1  und  ihrer  Schnittlinie  mit  <2>4 
als  Spitze  des  diese  Fläche  längs  einer  durch  p1  und  px  gehenden 
Berührungscurve  Bsb  tangirenden  Kegels  annehmeu,  welche  nicht  auf 
den  durch  die  gegebenen  Punkte  bestimmten  Erzeugenden  liegen. 

Aus  einem  Punkt  $ einer  singulären  Erzeugenden  e wird  (P1 
durch  einen  Kegel  Ar34  projicirt,  welcher  die  Fläche  längs  der  ge- 
uauuten  Geraden  und  einer  Raumcurve  Bl  vierter  Ordnung  berührt, 
die  durch  den  auf  e gelegenen  Cuspidalpunkt  nicht  geht. 

Befindet  sich  hingegen  $ auf  einem  in  einer  Cuspidalebene  V 
liegenden  Kegelschnitt,  so  zerfällt  A34  in  diese  Ebene  und  einen  Kegel 
dritter  Orgnung  und  Classe,  dessen  Berührungscurve  von  der  vierten 
Ordnung  ist  und  den  V zugehörigen  Cuspidalpunkt  nicht  enthält. 

Diese  Curve  degenerirt,  wenn  mit  einem  Iuflexiouspunkt  i der 
Fläche  coincidirt,  in  die  durchgehende  singuläre  Erzeugende  e und 
eine  Raumcurve  dritter  Ordnung,  welche  durch  den  auf  e befindlichen 
Cuspidalpunkt  nicht  läuft. 

In  Raumcurven  dritter  Ordnung  B 3 wird  <2^  auch  von  jenen 
Kegeln  vierter  Classe  dritter  Ordnung  berührt,  welche  den  Schnitt- 


1)  Fassen  wir  K 4Ü  als  gcometrii  chen  Ort  auf,  so  zerfällt  er  iür  einen 

Punkt  der  Fläche  in  die  doppelt  zu  zählende  Tangentialebene  desselben  und 
den  Kegel  A'* ; während  er  als  Enveloppc  betrachtet  in  das  Ebencnbtischcl, 

welches  die  durch  den  Punkt  gehende  Erzeugende  zur  Axc  hat,  und  einen 
Kegel  A"g  dritter  Classe  zerfällt.  K 4 und  Ä'8  sind  selbstverständlich  identisch. 
(Siehe  auch  Art.  4.) 
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punkt  dreier  Cuspidalebeuen  zur  Spitze  haben.  Jeoe  derartige  Be- 
rührungscurvc  bat  die  genanuten  drei  Cuspidalebeuen  in  den  auf 
ihnen  liegenden  Inflexionspunkten  zu  Osculationsebenen , berührt  je- 
doch nur  die  in  der  vierten  befindliche  singuläre  Erzeugende  im  Cus- 
pidalpunkt.  Sie  ist  durch  diesen  eindeutig  fixirt. 

Umschriebene  Kegel  zweiten  Grades  besitzt  <t>4  ebenso  wenig,  als 
die  Fläche  nach  einem  eigentlichen  Kegelschnitt  geschnitten 
werden  kann. 

Erwähnenswert  sind  noch  die  Berührungscurven  mit  einem  Rück- 
kehrpunkt,  dieser  ist  immer  in  eiuem  Cuspidalpuukt  und  das  Centrum 
der  Curve  in  der  zugehörigen  Doppelebene  gelegen. 

Art.  16.  Eine  Fläche  f*  «ter  Ordnung  durchschneidet  QP  in 
einer  Curve  R4"  4m ter  Ordnung,  welche  die  n Schuittpunkte  P„ 
Pt  ...  ln  der  Fläche  fH  mit  der  dreifachen  Geraden  L zu  dreifachen 
Punkten  hat.  Die  Tangenten  der  Curve  in  einem  dieser  Punkto  P 
erhalten  wir  als  die  Schnittlinien  ts  der  Tangentialebene  T von 

fn  mit  den  drei  Tangeutenebenen  Eu  K,  E.,  der  Regelfläche  <P4  im 
bezeichneten  Punkt. 

Daraus  geht  hervor,  dass  zwei  der  genannten  Taugenten,  etwa  t± 
und  ts  coincidircn,  wenn  fn  durch  einen  der  Cuspidalpunkte  c gelegt 
wurde;  und  zwar  entsprechend  dem  Zusammenfallen  zweier  Tangen- 
tialebenen und  E,  zu  einer  Doppelebene  D des  Büschels  E(E), 
in  welcher  auch  immer  tä~  t2~  t liegen  muss. 

Die  sich  im  Allgemeinen  in  einem  Punkt  P zweimal  durchschnei- 
dende Curve  R4n  berührt  sich  daher,  wenn  P mit  c zusammenfällt, 
entweder  einmal,  oder  sie  hat  in  ihm  einen  Rückkehrpunkt. 

Berühren  zwei  Zweige  der  Curve  die  Gerade  Mn  c,  während 
der  dritte  sie  in  diesem  Punkt  schneidet,  so  hat  t mit  ihr  und  daher 
auch  mit  Ol  fünf  unendlich  nalio  Punkte  gemein,  von  welchen  einer 
auf  den  Schnitt  mit  dem  dritten  Curvcuzweig  und  viere  auf  die  Be- 
rührung der  zwei  andern  Aeste  entfallen  ,).  Dies  ist  jedoch  nur  dann 
möglich,  wenn  t seiner  ganzen  Ausdehnung  nach  auf  <P4  liegt;  was 
aber,  da  T immer  sich  in  D befinden  muss,  zur  Folge  hat,  dass  t 


1)  Die  Tangentialebene  T einer  Raumcurve  Ii  ia  einem  Doppelpunkt  hat 
in  diesem  mit  ihr  — den  zwei  Doppclpunktstangcntcn  und  tz  entsprechend 
— vier  unendlich  nahe  Punkte  gemein.  Coincidiren  t2.  und  tt  zu  einer  Ge- 
raden t;  so  hat  jede  Ebene  des  Büschels  der  letztem,  wie  leicht  cinzusehen, 
die  Bedeutung  von  7,  d.  h.  t selbst  mit  R vier  unendlich  nahe  Punkte  gemein. 
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mit  e coincidirt,  also  die  Tangeetialebene  T durch  die  singuläre  Er- 
zeugende e geht. 

Besteht  c aus  einem  Rückkchrpuukt,  welcher  von  dem  zweiten 
Ast  einmal  geschnitten  wird,  so  hat  t mit  R*H  und  daher  auch  mit 

vier  in  c vereinigte  Punkte  gemein.  Drei  als  Rückkehrtangento 
in  c,  zu  welchen  noch  der  vierte,  als  Schnitt  mit  dem  zweiten  durch 
c laufenden  Ast  tritt. 

In  diesem  Fall  — welcher  der  allgemeinere  ist  — kann  t irgend 
eine  durch  c in  D gehende  Gerade  sein,  also  die  Tangentialebene  T 
von  f*  in  c eine  beliebige  Lage  haben. 

Weil  jede  <P4  eingeschriebene  Curve  als  teilweiser-  oder  Gesammt- 
schnitt  dieser  Fläche  mit  einer  zweiten  angesehen  werden  kann,  gilt 
der  Satz: 


„Eine  der  Regclflächc  <Z>4  eingeschriebene  [ebene 
oder  räumliche]  Curve,  welche  durch  einen  Cuspidal- 
puukt  läuft,  hat  in  ihm  entweder  einen  Rückkehrpunkt 
oder  die  durchgehende  singulare  Erzeugende  zur  Tan- 
gente *).** 

Eine  Cuspidalebene  V berührt  O4  in  allen  Punkten  einer  singu- 
lären Erzeugenden  e.  Wenn  daher  RAn  die  Gerade  e schneidet,  so 
berührt  sie  in  diesen  Punkten  immer  auch  V. 

Ausser  den  n Schnittpunkten  von  c mit  R4“ , deren  jeder  für  V 
doppelt  zu  zählen  ist,  schneidet  diese  Ebene  die  Curve  in  2«-Punkten, 
welche  sich  also  auf  dem  in  V gelegenen  Kegelschnitt  C2  befinden 
müssen. 

Geht  frt  und  mithin  auch  /i4»  durch  den  in  V liegenden  InHexi- 
on3punkt,  *,  so  hat  diese  Curve  mit  V drei  unendlich  nahe  in  i ver- 
einigte Punkte  gemein,  nachdem  sie  C2  noch  in  2 n — 1-  und  c in 
» — 1 -Punkten  — ausser  in  i — schneidet,  und  jeder  auf  c gelegene 
Punkt  für  V für  zwei  Punkte  gilt.  Ist  also  R4u  eine  ebene  Curve, 

wo  dann  n ^ 1 ist,  so  hat  sie  in  i einen  Wendepunkt,  ist  sie  hin- 
gegen räumlich,  dann  wird  sie  von  V in  i osculirt. 

„Eine  der  Regel  fläche  eingeschriebene  (ebene 
oder  Raum-)  Curve  berührt  in  ihren  Schnittpunkten 
mit  den  singulären  Erzeugenden  die  Cuspidal ebenen.“ 


1)  Siehe  die  Berührungscurven. 
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Läuft  sie  durch  einen  Inflexionspunkt,  so  hat  sie  in 
ihm  im  Allgemeinen  bzhw.  einen  Wendepunkt,  oder  die 
durchgehende  Cuspidalebene  zur  Osculatiousebeue.“ 

Art.  17.  Bei  eiuer  etwas  eingeheudern  Untersuchung  der  einer 
Rcgelflächc  eingeschriebenen  Raumcurven  drängt  sich  vor  Allem  die 
Frage  auf,  durch  wie  viele  Daten  eine  solche  bestimmt  ist. 

Die  Beantwortung  dieser  für  die  Rcgelflächc  <P4  ist  verhältuiss- 
mässig  leicht,  da  sie  sich  auf  das  bereits  gelöste  Problem,  einen 
Kegel  durch  Kanten  zu  bestimmen,  zurückführen  lässt.  Wie  dies  ge- 
schieht, wird  diese  Untersuchung  zeigen. 

An  dieser  Stelle  wollen  wir  nur  erwähnen,  dass  wir  — und  zwar 
an  einem  scheinbar  speciellcn  Fall  — eine  Formel  aufstellen  wer- 
den, aus  welcher  man  durch  einfache  Substitution  der  in  jedem  Fall 
für  die  zu  untersuchende  Curve  gegebenen  Daten,  die  Zahl  ihrer  Be- 
stimmungsstUcke  bequem  finden  kann;  und  von  der  wir  zeigen  wer- 
den, dass  sic  für  jede  Annahme  gilt,  also  alle  der  Rcgelfläche  ^ 
eingeschriebenen  Curven  umfasst 

Die  oben  erwähnte  wegen  ihrer  eigentümlichen  Eutstehungsart 
scheinbar  speciellc  Curvenclasse  — welche  jedoch  alle  auf  O4  liegenden 
Curven  enthält  — ist  jene,  welche  man  als  teilweisen  Schnitt  der 
Fläche  mit  einer  durch  ihre  dreifache  Gerade  Z gelegten  Fläche 
fm+H  erhält.  Um  die  Untersuchung  möglichst  allgemein  zu  machen, 
nehmen  wir  an,  fM*lM  sei  eine  Rcgelflächc  (*»-|- »)ter  Ordnuug,  die 
L zur  m fachen  Geraden  hat,  uud  durch  q Erzeugende  von  geht, 
wobei  die  letzteren  untereinander  windschief  sind,  oder  auch  zu  zweien 
oder  dreien  sich  schneiden.  Beide  Flächen  haben  unter  dieser  Vor- 
aussetzung noch  eine  Raumcurvc  ÄjV,  N — 4[3m-j-w] — 3m— q = 
57t -j—  4?/  — // ter  Ordnung  gemein;  da  jede  gemeinsame  Erzeugende  der- 
selben als  Curve  ersten  Grades,  und  die  Gerade  L als  resp.  Bestand- 
teil 3-  und  mter  Ordnung  der  sich  schneidenden  Flächen  als  gemein- 
schaftliche Curve  3wter  Ordnung  in  Rechnung  zu  bringen  ist 

Eine  Ebene  K des  Büschels  Z schneidet  die  Fläche  ®4  in  einer 
Erzeugenden  e uud  berührt  sie  in  dem  Schnittpunkt  P dieser  mit  L\ 
dieselbe  Ebene  hat  mit  fm ausser  der  mmal  zu  zählenden  Geraden 
Z,  n Erzeugende  ...  stl  gemeinschaftlich,  deren  Schnittpunkte 

mit  Z,  nämlich  Q«,  die  n Tangentialpunkte  bezcich- 

neter  Ebene  mit  fw+”  sind. 

Die  Erzeugende  e trifft  die  n Erzeugenden  f„  r*  . . . t„  in  ebenso 
vielen  Paukten  ])*  ...  p„,  welche  sämmtlich  der  Curve  JiN  ange- 
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hören.  Dies  gilt  auch  dann,  wenn  einer  dieser  Punkte,  etwa  mit 
P coincidirt,  also  beide  Flüchen  sich  in  P berühren;  auch  dann  ist 
er,  wie  leicht  einzusehen,  ein  Punkt  dieser  Curve  — jenen  Fall  aus- 
geschlossen, in  welchem  die  Erzeugenden  e und  **  zusammenfallen, 
d.  h.  eine  der  q gemeinschaftlichen  Erzeugenden  bilden. 

Irgend  eine  durch  eine  derartige  Gerade  cf*  gelegte  Ebene  A 
berührt  sowohl  (P4  in  einem  Punkt  a derselben,  als  auch  fm+rt  in 
einem  zweiten  Punkt  b. 

Beide  Punkte  bilden  bei  der  Drehung  von  A eine  quadratische 
Iuvolution,  deren  zwei  Doppelpunkte  offenbar  die  Eigenschaft  haben, 
dass  sich  in  ihnen  die  Regelflächeu  berühren.  Einer  dieser  Punkte 
ist  Py  wogegen  der  andere  irgendwo  auf  ff*  liegt,  und  mit  den  n— 1 
Schnittpunkten  dieser  Geraden  und  den  andern  in  K befindlichen  Er- 
zeugenden fj,  e2  . . . f*_i,  £*+i  ...  die  n der  Curve  RN  und  der 
bezeichueten  Erzeugenden  £ e£*  gemeinschaftlichen  Punkte  vorstellt. 

Aus  diesen  Auseinandersetzungen  ist  klar,  dass,  wenn  mau  von 
der  Zahl  der  Doppelpunkte  jener  Reihen,  welche  durch  P uud  die 
Q1?  . . . Qn  auf  L gebildet  werden , die  Zahl  Q abzieht;  mau  die 

Anzahl  M der  L und  RN  gemeinschaftlichen  Punkte  **,  *:i  . . . 

erhält.  In  jedem  Punkte  P kann  mau  an  d>4  drei  Tangentialebenen 
£„  Ety  E3  legen  und  jede  berührt  fm+M  in  n Punkten,  die  alle  dem 
Punkte  P entsprechen;  umgekehrt  siud  ciuein  Punkte  Q m Punkte  P 
zugeorduet,  weil  mau  in  einem  solchen  m Tangentencbeueu  E\  . . . 
£m  an  |m+"  legen  kann  uud  jede  zugleich  eine  einfache  Tangential- 
ebene von  Q4  ist.  Die  Beziehung  zwischen  den  Reihen  L{P)  und 
L(Q)  ist  daher  m — 3/t  deutig,  und  also  die  Zahl 

Al  = m-{-37*  — q — N — n. 

Der  aus  eiuem  beliebigen  Puukt  P von  L der  Curve  Rs  um- 
schriebene Kegel  KN  ist  von  der  A’ten  Ordnuug,  hat  die  in  P sich 
schneidenden  drei  Erzeugenden  c',  c"  und  cw'  von  <J>4  — da  jede  eine 
npunktige  Secante  von  RN  ist  — zu  7t fachen  und  L selbst  — aus 
demselben  Gruude  — zur  M fachen  Kaute. 

Da  dies,  wie  erwähnt,  für  jede  Lage  des  Punktes  P gilt,  uud 
eine  M fache  Kante  eines  Kegels  die  Stelle  von  — Bedin- 

pngen  vertritt1),  ist  die  Zahl  der  Ks  bestimmendoe  Daten  (z.  B. 
Kanten) : 


1)  Bezüglich  der  Zahl  der  Bestimmungsstückc  eines  allgemeinen  Kegels 
weisen  wir  den  g.  Leser  auf  die  für  ebene  Curven  aufgestellten  Plüeker'schen 
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Z — 


N(N+ 3)  A/(Af+l)  3«(»  + l) 


2 2 

welche  durch  Substitution  des  Wertes: 

n — JS  — M 

die  Form 

I) Z = M-{M-  N)  (2Af — N) 

annimmt. 


Formeln,  welche  auch  für  Kegel  Geltung  haben;  nur  muss  man,  wie  ans  der 
Projection  genannter  Curve  erhellt,  statt  Punkte  — Kanten  als  Elemente  an* 


nehmen. 


Dass  eine  A/fache  Kante  eines  Kogels  für 


2 


Bedingungen 


(z.  B.  einfache  Kanten)  gilt,  dürfte  doch  nicht  allgemein  bekannt  sein ; wes- 
halb wir  hier  einen,  unseres  Wisscus,  neuen  Beweis  des  rcciprokcu  für  ebene 

Curven  geltenden  Satzcß,  dass  ein  3/facher  Punkt  — ^ einfnehe  Bestim- 


mungsstücke ersetzt,  geben. 


Wir  fassen,  um  recht  schnell  an’s  Ziel  zu  gelangen,  eine  Curve  3/- fl  ter 
Ordnung  mit  einem  3/  fachen  Punkte  L in’s  Auge.  Wählen  diesen  und  irgend 
einen  einfachen  Punkt  E zu  Scheiteln  von  Strahlcnbüschcln  L(A)  und  £(/?), 
welche  erzeugen  sollen.  Irgend  ein  Strahl  A des  ersten  Büschels 

schneidet  ausser  in  L , in  einem  Punkte  />,  der  mit  E den  A zugeord- 

neten Strahl  B des  letztem  Büschels  fixirt.  Diesem  entsprechen  3/  Strahlen 
A , du  er  die  Curve  in  E und  M andern  Punkten  trifft. 

Die  Beziehung  zwischen  ß und  A ist  eine  1—  m dcutige,  und  daher  die 
Verwandsehaftsgleichung  der  Büschel  — welche  zugleich  Gleichung  der  Curve 
ist  — die  folgende: 


I)  -f  ...  -f  -f  nur] -f [ftp* -f 

+ + fis]  — 0 


wenn  o das  Teilverhältniss  irgend  eines  Strahles  B von  E(B),  bezüglich  zweier 
angenommener  fester  Strahlen  B , und  B.t  des  Büschels  E bedeutet;  und  analog 
mit  p das  Teil  verhält  niss  eines  Strahles  A,  bezogen  auf  zwei  bekannte  Strahlen 
A,  und  Aa  von  L(A)  bezeichnet  ist. 


Nehmen  wir  L zum  Ursprung  und  A,  und  A2  zu  Axcn  eines  rechtwink- 
ligen Coordinatensystemes,  in  welchem  x und  y die  Coordinaten  eines  Punktes 
sind,  so  ist: 


X 


und 


j 
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Dies  ist  die  Zahl  der  Bestimmungsstücke  für  einen  der  Curve  Ry 
umschriebenen  Kegel  Ky,  möge  seine  Spitze  P irgendwo  auf  L an- 
genommen sein. 

Dieser  Kegel  hat  mit  Q*  ausser  Jiy  deu  drei  Erzeugenden  c', 
f'\  e*,  welche  sich  in  P schueiden , und  welche  zusammen  im  Ge- 
sammtschnitt  (<P*Ky)  — der  von  der  Ordnung  4Ar  ist  — als  Linie 
3«ter  Ordnung  treteu,  und  der  Geraden  L , welche  für  einen  Schnitt 
3After  Orduung  gilt,  keine  weitere  Linie  gemein;  da  die  Summe  der 
Ordnungszahlen  der  Schnittlinien: 

N+  3»+3A/  = iV-f3*-{-3(iV—  n)  =»  4AT  ist. 

Wenn  wir  daher  Z Punkte  />,,  p2  ...  pz  der  Regelfläche  <J>*  mit 
irgend  einem  Punkte  P von  L verbinden,  diese  2 Verbindungslinien 
l2  ...  lg  als  Kanten  des  Kegels  A'*v  (A'ter  Ordg.)  anseheu,  welcher 
L zur  Af  facheit  und  die  drei  in  P sich  begegnenden  Eezeugenden  t*', 
e*,  zu  n fachen  Kanten  hat ; so  wird  dieser  <Z>4  noch  in  einer  Curve 


wenn  a,:r-|-  hty  -f  c,  =:  0 und  atz  f b^y  -f  ca  = 0 bzhw.  die  Gleichungen  von 
ß,  und  sind. 

Dnrch  Substitution  dieser  Werte  von  p und  o in  die  Gl.  I)  erhält  man: 

[a1x+blij+c1)[a0xM+a1xM-xy+a2pcM-2y--\-...-\-aM-\X!JM-x-\-(tMyM]  + 
\(a&+b2y+c2)^QXM+ßxxM-ly+ß2xX~-yi+...-\-ßM-\xyM-l-{-ßMyM]=ti 

welche  Gleichung  durch  Zusammenfassen  gleich  hoher  Potenzen  die  folgende 
Form  anniromt: 

II)  x-\-A&My-\-A2)xM-lyt-\-...-\-AMXiyM-l-]rAM+\xyM-\-AM+2yM+l 

BlxM-\rßtxM~1y-\-BäxM-2y2-{-...-{-BMxyM-l-\-Bjt-iyM  = 0 

Dies  ist  also  die  Gleichung  der  Curve  bezogen  auf  ein  rechtwink- 

liges Coordinatcnsysteiu,  welches  ihren  A/ fachen  Punkt  zum  Anfangspunkt  hat. 
Sie  hat  ('A/+2)4(A/+!)~  1 = 2(A/4-l)  unabhängige  Coefficienton,  und  ist  da- 
her durch  ebenso  viele  Punkte  und  ihren  A/ fachen  Punkt  bestimmt.  Daraus 
und  aus  der  Tatsache,  dass  eine  nllg.  Curve  A/-J-  1 tcr  Ordnung  durch 
Punkte  (Bedingungen)  gegeben  ist.  folgt,  dass  der  gegebene 
1/fache  Punkt  L für  l)(A/-|.4)-2(Af+l)  = ^A7(A/-f  1)  einfache  Be- 

stimmungsstücke gilt,  was  zu  beweisen  war. 

Will  man  den  Beweis  an  einer  ganz  allgemeinen  Curve  besprochener  Art, 
*.  B.  einer  Curve  0^1 iV  if-fAtcr  Ordnung  erhärten,  so  hat  man  in  der- 
se’bcn  Weise  vorzugehen,  nur  statt  Gl.  I)  die  folgende  zum  Ausgangspunkt  zu 
wählen : 

...  «jf+.y]  + O*-l[0,p*+*-l+  ...] 

+ - +b, <►*+"-■ +-.+m*]  = o. 

18* 
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rN  iVter  Ordnung  schneiden,  welche  durch  die  z gegebenen  Punkte 
läuft,  L zur  Afpunktigen  und  jede  Gerade  e zur  npunktigen  Secaote 
hat.  Die  3/  Schnitte  der  Curve  ry  erkennen  wir  als  die  Berührungs- 
punkte der  3/,  den  Kegel  Ky  längs  L taugirenden  Ebenen  mit  (D4. 
Ebenso  sind  die  n einer  (der  drei  gen.)  Erzeugenden  e der  Curve  r" 
gemeinschaftlichen  Punkte  jene,  in  welchen  <P*  von  den  n Tangential- 
ebenen des  Kegels  KN  in  der  Kante  c berührt  wird. 

Hätten  wir  die  Z Punkte  auf  Ry  augenommen , so  wäre  der 
durch  sie  und  einen  Punkt  P in  angegebener  Weise  fixirtc  Kegel  Ks 
offenbar  ideutisch  mit  jenen  Kegel,  welchen  wir  der  Curve  Ry  aus  P 
umschreiben. 

Dies  aber  hat  zur  Folge,  dass  auch  die  Curvcn  Ry  und  r-v  — 
welche  die  Gerade  L gleich  oft  treffen  und  Z Punkte  gemein  haben 
— Punkt  für  Punkt  zusammenfallen,  und  beweist  in  Verbindung  mit 
dem  Vorhergehenden  die  Richtigkeit  des  Satzes: 

„Die  Anzahl  der  Puukte,  durch  welche  eine  der 
Regelfläche  tf>4  eingeschriebene  Raumcurve  iVter  Ord- 
nung, die  die  dreifache  Gerade  zur  3/punktigen  Secaute 
hat,  gegeben  ist,  ist: 

Z=  M — {M — N)  (23/ — iV)“  l) 

Wichtig  ist  es  nun  zu  wissen,  wie  man  die  Zahlen  M und  S 
wählen  darf.  Dass  diese  von  einander  nicht  ganz  unabhängig  sind, 
sehen  wir  bereits  aus  der  Gleichung 


n — N — M\ 


iu  welcher  n die  Anzahl  der  Punkte  bezeichnet,  in  welchen  irgend 
eine  Erzeugende  e der  Regelfläche  <t>4  die  Curve  Ry  schneidet 


Das  Verhältnis  zwischen  diesen  Zahlen  ist  leicht  zu  finden,  wenn 
wir  bemerken , dass  der  der  Curve  Ry  aus  einem  Punkte  P von  L 
umschriebene  Kegel  Ky  — wenn  er  nicht  in  Kegel  niederer  Ordnung 
und  mithiu  Ry  iu  Curven  niederer  Ordnung  zerfallen  soll  — höch- 


stens — 


(N — 1)  (N  — 2) 


Doppelkanten,  oder  vielfache  Kanten,  welche 


I ) In  derselben  Weise  findet  man,  dass  eine  einer  Regelßächc  0»-H 
m-\- 1 tcr  Ordnung  mit  einer  m fuchcn  Geruden  L eingeschriebene  Raumcurve 
iVter  Ordnung,  welche  L M mul  schneidet,  durch: 

z = i[(l  + m)0—  M+(N—  3/)*]-f 

-f  2(3f — m(N — M))  ( N - M+ 1)  -f  2(N—  3/)] 

Punkte  gegeben  ist 


1 
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diese  Anzahl  ersetzen,  haben  kann,  dass  demnach,  weil  eine  q fache 

p(p  — 1) 

Kante  für  — ^ Doppclkanten  gilt,  Kx  aber  L zur  M fachen  und 

die  drei  in  P sich  treffenden  Erzeugenden  e',  e",  e'"  von  O4  zu 
nfachen  Kanten  hat,  immer  die  Relation: 

M(M—  1)  , 3n(n — 1)  < (A* — l)(iV — 2) 
2*2  — 2 

bestehen  muss. 


Setzen  wir  in  diesem  Ausdruck  für  M den  Wert  N — n,  so  er- 
halten wir  nach  einigen  Reductioncn  das  Resultat: 

U) 2n  + l, 


welches  sich  nach  Einführung  von  M auch  in  der  folgenden  Form 
schreiben 


m) 


und  in  den  zwei  gegenüber  stehenden  Sätzen  aussprechen  lässt: 


„Eine  der  Regclfläche  (P4  umschriebene  Raumcurve, 
welche  die  Erzeugenden  zu  upunktigen  Secanten  hat, 
ist  mindestens  von  der  Ordnung  2n-f-l1).“ 

„Eine  auf  der  Regelfläche  d>4  liegende  Raumcurve 
iVter  Ordnung  hat  die  dreifache  Gerade  L mindestens 
iV*4~  1 . 

zur  — g — punktigon  Secante. 

Setzen  wir  in  II)  für  n die  Werte: 

n = 1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9 . . . 

90  ergiebt  sich  für  N die  Reihe: 

5,  7,  9,  11,  13,  15,  17,  19... 


1)  Für  die  erwähnte  Regelflftche  #>»4-1  (m-fltcr  Ordnung  mit  ciuer 
«fachen  Geraden)  ist,  wenn  n = 2V — M gesetzt  wird 

> n2(l  =»  m)  + ”(1  — m)  — 2 
N=  2(n  — 1) 

wobei  auch  hier  N die  Ordnungszahl  der  Curve  und  n die  Anzahl  ihrer 
Schnittpunkte  mit  einer  Erzeugenden  der  £>*»+1  bezeichnet. 
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aus  welcher  u.  A.  ersichtlich  ist,  dass  eine  <P4  eingeschriebene  Raum- 
curve  R4  vierter  Ordnung  die  Erzeugenden  dieser  Fläche  nie  zu  zwei- 
punktigen  Secauten  haben  kann;  daher  auf  <Z>4  nur  Rauracurven 
vierter  Ordnung  und  zweiter  Art  liegen. 

Dieses  Ergebniss  ist  übrigens  unmittelbar  klar,  nachdem  eine 
Curve  /ü4,  welche  jede  Erzeugende  und  daher  auch  L zur  zweipunk- 
tigen  Secaute  hat,  sich  aus  einem  Punkte  P von  L durch  einen  Kegel 
K4  projicirt,  der  sowohl  L,  als  auch  die  drei  sich  in  r schneidenden 
Erzeugenden  zu  Doppelkanten  hat,  also  in  zwei  Kegel  zweiten  Grades 
degenerirt,  die  auf  <Z>4  ebenso  viele  Kegelschnitte  fixiren. 


Art.  18.  Bevor  wir  zur  Untersuchung  der  speciellen  Raumcurrcn 
übergehen,  haben  wir  noch  nachzuweisen,  dass  die  Formel  I)  allge- 
mein, d.  h.  für  jede  4>4  eingeschriebene  Raumcurve  Ry  iVter  Ord- 
nung gilt. 


Dies  geschieht  am  einfachsten  dadurch,  dass  man  für  Ry  die 
Zahl  der  Bcstimmuugsstücke  in  der  Art  des  letzten  Artikels  bestimmt 
Wir  nehmen  zu  dem  Ende  au,  RN  würde  irgend  eine  Erzeugende  von 
< P 4 iu  « Punkten  schneiden  — wobei  nach  der  Relation  II)  immer 

< N—  1 

die  Bedingung  n = statt  haben  muss  — und  also  L zur 

N—n  = A/punktigcn  Secante  besitzen. 


Der  der  Curve  aus  einem  Punkte  P von  L umschriebene  Kegel 
KN  hat  unter  dieser  Annahme  L zur  A/fachen  und  jede  drei  sich  in 
P begegnenden  Erzeugenden  zur  n — N — M fachen  Kante;  ist  dem- 
nach durch  die  Angabe  von: 

Z = 3)  — M(M- 1)  — 3(iV — M)  (N—  Af-f  1)  ] 

= M — {M — N)(2M — N) 


Kanten,  und  also  RN  durch  ebenso  viele  Punkte  gegeben  *)• 

Dieses  Resultat  stimmt  vollkommen  mit  dem  im  letzten  Artikel 
gefundenen,  und  beweist  daher  unsere  Behauptung. 

Wir  müssen  noch  bemerken,  dass  es  keinesfalls  gleickgiltig  ist, 
ob  einige  der  gegebenen  Punkte  einfache  Punkto  der  Regelflächo  sind, 
oder  ob  sie  auf  der  dreifachen  Geraden  L angenommen  wurden. 
Denn  während  im  ersten  Fall  der  Punkt  p mit  andern  z—  1 Punkten 
— die  sich  ebenfalls  nicht  auf  L befinden  — die  Curve  Ry  eindeutig 


l)ie  Beweisführung  — welche  eine  Wiederholung  des  Art.  17.  wire  — 
ist  hier  nur  nngedcutet. 
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fixirt,  laufen  durch  die  letzteren  und  einen  Punkt  P von  L drei 
Curven  genannter  Art  und  wir  müssen  zur  vollständigen  Bestimmung 
von  RN  noch  augebeu,  welche  von  den  drei  Tangentialebenen  der 
Kegelfläche  im  Punkte  P sic  berühre;  nachdem  erst  diese,  als 
eine  Tangentialebene  des  [A*v  aus  einem  Punkte  von  L umschriebe- 
nen] Kegels  KN  diesen,  und  zwar  mit  den  andern  Punkten  fixirt. 

Will  man  entscheiden  für  wie  viele  Bedingungen  ein  auf  L ge- 
gebener pfacher  Punkt  Pq  einer  Raumcurve  Ry  gilt,  so  umschreibe 
man  aus  ihm  der  Curve  den  Kegel.  Dieser  ist  von  der  Ordnung 
N—  g und  hat  L zur  M—  g fachen  Kante. 

Die  8ämmtlichen  g Tangenten  der  Curve  Ry  in  Pq  müssen  in  den 
drei  Tangentenebenen  Eu  E%>  Es  der  Regelfläche  (P4  im  bezeichnten 
Punkte  liegen ; und  wir  wollen,  um  wieder  den  allgemeinsten  Fall  im 
Auge  zu  haben,  annehmen,  dass  sich  p derselben  in  A’„  v in  E « und 
daher  g — fi — v in  Ea  befinden.  Unter  dieser  Voraussetzung  sind 
die  drei  in  PQ  zusammen  treffenden  Erzeugenden  e1}  e2  und  f2  von 
vielfache  Kanten  von  Ky-Q  und  zwar  — wie  eine  kurze  Ucber- 
lcgung  zeigt  — bzhw.  vom  Grade  n— -jw,  n — v und  « — p-f-fi-j-v, 
so  dass  KN~V  und  mithin  auch  RN  durch  Angabe  von: 

Z =.  Af—  N)—  i[p*-f2^+2v2  — 2pp  — 2pv+2|uv-f-p] 

weiteren  Bedingungen  gegeben  sind.  Aus  welchem  Ergebniss  erhellt, 
dass  der  g fache  Punkt: 

IV)  . . . j = 2v*— 2pfi— 2pv  + 2jur-f-p] 

einfache  Daten  vertritt. 

Ist  nicht  angegeben,  welche  der  Ebenen  Et,  F2,  E3l  p und  welche 
v Tangenten  des  Punktes  Pq  enthalten,  das  Verhältnis  (fx:v:X) 
ihrer  Verteilung  jedoch  bekannt;  so  haftet  dieser  Angabe  immer  eine 
Vieldeutigkeit  im  Resultat  an.  So  genügen  z.  B.  den  besprochenen 
Bedingungen  sechs  Curven  RN,  alle  diese  haben  in  Pq  einen  g fachen 
Punkt  und  enthalten  die  z — j einfachen  Punkte,  jede  wird  aber  in 
Pq  in  Verteilung  ihrer  Tangenten  auf  E1 , A2,  Ea  von  den  andern 
unterschieden  sein. 

Um  dies  klarer  zu  machen,  nehmen  wir  an,  es  sei  q = 2 und 
H =»  v =»  1,  d.  h.  die  Curve  Ry  habe  in  Pq  eineu  Doppelpunkt,  dessen 
zwei  Tangenten  nicht  in  einer  <P4  in  Pq  berührenden  Ebene  Et,  A2, 
E3,  sondern  in  zwei  derselben  liegen. 

Aus  Formel  IV)  resultirt  für  diesen  Fall  $ =»  2,  woraus  hervor- 
geht, dass  der  Doppelpnnkt  Pq  für  zwei  Bedingungen  gilt,  welche 

i 

I 

I 
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' jedoch  nicht  eindeutig  sind,  da,  den  drei  Combinationen  PJiEz 

und  E2ES  entsprechend  durch  z — 2 Punkte  drei  Curven  RN  gehen, 
die  alle  J\  zum  Doppelpunkt  haben,  deren  jede  jedoch  ein  anderes 
der  drei  Ebenenpaare  berührt1). 

Allerdings  kann  auch  der  Fall  Vorkommen,  dass  ein  einfacher 
auf  L gelegener  Punkt  einer  bestimmten  Anzahl  eindeutiger  Bedin- 
gungen äquivalent  ist,  doch  sind  dies  nur  Ausnahmen. 

So  ist  eine  Curve  RN,  weiche  in  einen  dreifachen  Punkt  hat, 
dessen  jede  Tangente  in  einer  andern  der  drei  Ebenen  E,,  E 2,  Ez 
liegt,  durch  Angabe  von  noch  Z—  3 Punkten  eindeutig  gegeben; 
während  durch  Z — 6 Punkte  drei  Curven  Rs  laufen,  die  denselben 
Puukt  Pq  zum  dreifachen  Punkt  haben,  dessen  drei  Tangenten  jedoch 
in  einer  Ebene  E liegen. 


Art.  19.  Einfacher  gestaltet  sich  die  Bestimmung  der  Zahl  der 
Bedingungen,  welche  durch  einen  gegebenen  g fachen  Punkt,  der  sich 
nicht  auf  L befindet,  vertreten  wird.  Er  liefert  nämlich  mit  irgend 

einem  Punkte  P von  L verbunden  eine  Gerade  pqL,  welche  eine 
g fache  Kaute  für  den  aus  P der  Curve  RN  umschriebenen  Kegel  K* 

p(p4-  l) 

ist.  Diese  Kante  gilt  für  — x — einfache  Kanten  und  daher  der 
p fache  Punkt  p#  für 

V). ä'  = ?(£±i) 

Puukte  der  Curve  RN. 


Jede  Tangente  t der  Curve  in  p^  — und  überhaupt  in  irgend 
einem  Punkt  derselben  — gibt  ein  weiteres  Bestimmungsstück ; weil 
die  durch  sie  und  pQP  gelegte  Ebene  den  Kegel  KN  längs  dieser 
Kante  tangirt,  also  eine  Tangentialebene  mit  bekannter  Berührungs- 
kante ist. 

Aus  diesen  Erklärungen  ist  ersichtlich,  dass  alle  Sätze,  welche 
über  vielfache  Kanten  und  überhaupt  über  die  Singularitäten  eines 
Kegels  bekannt  sind,  unmittelbar  auf  die  O4  eingeschriebene  Raum- 
curve  übertragen  werden  körnen. 

So  findet  man  durch  weiteres  Verfolgen  dieses  Vorganges  u.  A., 


I)  Für  N—  3 erhalten  wir  das,  aueh  in  anderer  Weise  leicht  zu  bewei- 
sende Ergebniss,  dass  durch  einen  Punkt  der  Fläche  drei  ihr  eingeschrie- 
bene Curven  dritter  Ordnung  gehen,  die  denselben  Punkt  P von  L zum  Doppel- 
punkt haben. 


/ 


/ 
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dass  ein  Rückkehrpunkt  der  Curve.  wenn  er  angegeben  ist,  für  vier, 
wenn  er  blos  als  vorhanden  angenommen  wird,  jedoch  nur  für  zwei 
Bedingnngen  gilt  etc. 

Auch  die  Rangzahl  r der  Raumcurve  RN  kann  man  vermittelst 
des  Kegels  2TV,  und  zwar  seiner  Classenzahl  c berechnen.  Denn  es 
ist  klar,  dass  eine  durch  die  Spitze  P des  Kegels  KN  laufende  Ge- 
rade g mindestens  von  so  vielen  Tangenten  der  Curve  RN  getroffen 
wird,  als  man  durch  sic  Tangentialebenen  an  den  Kegel  Ky 
legen  kann.  Diese  Zahl  wird  aber  immer  um  die  Anzahl  jener  Tan- 
genten vermehrt  werden  müssen,  welche  sich  in  der  Spitze  des  Kegels 
KN  schneiden,  und  deren  Berührungspunkte  — nachdem  sie  sich  als 
Rückkehrpunkte  projicircn  — zum  Unterschiede  von  den  eigentlichen 
Rückkehrpunkten  der  Curve,  deren  Bilder  eben  solche  Punkte  sind, 
scheinbare  Rückkehrpunkte  genannt  werden. 

Während  also  ein  wirklicher  Rückkehrpunkt  der  Curve  ihren  Rang 
um  drei  vermindert  — entsprechend  der  Verringerung  der  Classen- 
zahl des  Kegels  Ky  durch  die  durch  ihn  bedingte  Rückkehrkante  — 
vermindert  ein  scheinbarer  Rückkehrpunkt  derselben  ihren  Rang  nur 
um  zwei,  da  seine  Tangente  immer  durch  die  Spitze  des  Kegels  läuft, 
und  also  g schneidet1 * *). 

Eine  M fache  Kante  des  Kx,  mag  dieselbe  durch  einen  wirk- 
lichen M fachen  Punkt  der  Curve,  oder  eine  3/punktige  durch  P 
gehende  Secante  derselben  hervorgerufen  werden,  vermindert  ihre 
Classe  um  M(M—  1)  und  daher  den  Rang  der  Curve  um  ebenso  viel. 

Daraus  geht  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes  unmittelbar 
hervor: 

„Eine  der  Regelfläche  <Z>4  eingeschriebene  Raum- 
curve iVter  Ordnung,  welche  die  dreifache  Gerade  L zur 
JV4-1 

—*2 — punktigen  Secante  hat,  ist  vom  Geschlechte  Null“ 

Besitzt  sie  wirkliche  Doppel-  oder  vielfache  Punkte,  so  müssen 
diese  immer  auf  L liegen,  wenn  sie  nicht  in  Curven  niederer  Ordnung 
zerfallen  soll. 

Ist  die  Spitze  P jenes  Kegels  Ky , welchen  wir  zur  Bestimmung 
der  Rangzahl  der  Curve  RN  benutzen,  ein  pfacher  Punkt  derselben; 


1)  Dies  stimmt  mit  der  Behauptung  im  Art  19.  der  Abhdlg.  „Thcorio 

der  Regelt).  4.  Grades  mit  etc.“,  dass  der  Uebergang  eines  scheinbaren  in  einen 

wirklichen  Rückkehrpunkt  den  Rang  um  Eins  vermindert. 
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so  bat  man  zu  der  in  angegebener  Weise  gefundenen  Zahl  r noch 
2 p zu  addiren,  um  die  Rangzahl  zu  erhalten  *). 

Art.  20.  Da  eine,  wenn  auch  nur  kurze  Untersuchung  der  spe- 
ciellen  Raumcurven  den  Umfang  dieser  Schrift  durch  die  Mannigfaltig- 
keit der  möglichen  Fälle  allzusehr  vergrössern  würde,  wollen  wir  nur 
jene,  welche  die  Erzeugenden  der  Fläche  <P4  zu  einpunktigen  Se- 
canten  haben,  kurz  berühren.  Die  Raumcurven  dieser  Art  haben 
Vertreter  in  allen  Ordnungen  und  erwecken  auch  deshalb  besonderes 
Interesse,  weil  zu  ihnen  auch  die  Berührungscurven  der  Regelfläcbe 
gehören. 

Die  Kegelschnitte  haben  wir  zu  Genüge  besprochen. 

Für  die  Raumcurven  R3  dritter  Ordnung  finden  wir  durch  Sub- 
stitution von  N = 3 in  die  für  alle  diese  Curven  geltende  Formel 

Z=  2N — 3  1  2), 

dass  sie  durch  Angabe  von  drei  Punkten  vollkommen  bestimmt  sind. 
In  dem  von  den  unendlich  vielen  Raumcurven  dritter  Ordnung  R\ 
welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  p und  p " laufen,  gebildeten 
Büschel  sind  auch  zwei  ebene  Curven  dritter  Ordnung  C3  (siehe 
Art.  13.)  und  zwei  degenerirte  Curven.  Jede  der  letztem  wird  durch 
den  durch  den  einen  Punkt  laufenden  Kegelschnitt  C,2  und  die  durch 
den  zweiten  fixirte  Erzeugende  e"  gebildet. 

Durch  zwei  Punkte,  von  welchen  der  eine  auf  der  dreifachen  Ge- 
raden liegt,  sind  hingegen  drei  Curvenbüschel  R3  möglich,  deren  jedes 
durch  eine  Tangentialebene  der  Fläche  im  bezeichneten  Punkt  näher 
fixirt  wird. 

Eine  auf  <f>4  liegende  Raumcurve  vierter  Ordnung  hat  L immer 
zur  dreipunktigen  Secante,  ist  von  der  zweiten  Art,  dem  Geschlechte 
Null  und  durch  fünf  Punkte  gegeben. 

Die  Raumcurven  fünfter  Ordnung  zerfallen  bereits  in  zwei  Classen 
Rtb  und  7?s5,  die  [der  ersten  Classe  habeu  die  Erzeugenden  zu  ein- 
punktigen, die  der  zweiten  zu  zweipunktigen  Secanten,  diese  sind 
durch  fünf  — jene  durch  sieben  Punkte  fixirt,  und  beide  Gattungen 
sind  vom  Geschlechte  Null.  Haben  sie  vielfache  Punkte,  so  hegen 
diese  immer  auf  L. 


1)  Entsprechend  den  g Tangenten  der  Curvc  in  Pg.  Vergleiche  Art.  5. 

2)  Diese  Formel  findet  man  aus  Gl.  I)  im  Art.  17.,  indem  man  M — N—  1 
setzt. 
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Aehnlichcs  gilt  von  den  Rauracurvcn  sechster  Ordnung.  Jene 
Gattung,  welcho  die  Erzeugenden  einmal  schneidet,  ist  durch  neun 
Punkte  bestimmt  und  vom  Geschlechte  Null;  wogegen  die  andere  mit 
jeder  Erzeugenden  zwei  Punkte  gemein  hat,  vom  zwölften  Rang  ist 
und  acht  Punte  zu  ihrer  Bestimmug  erfordert  etc. 

Art.  21.  Wir  betrachten  nun  zwei  Regelflächen  <P x4  und  <P24, 
welche  ausser  der  dreifachen  Geraden  L einen  Kegelschnitt  C'2  ge- 
mein haben,  und  sich  daher  uoch  in  einer  Raumcnrve  fünfter  Ordnung 
schneiden. 

Irgend  eine  durch  L gelegte  Ebene  schneidet  Ox4  in  einer  Er- 
zeugenden Cj,  <Z>24  in  einer  solchen  c2,  bestimmt  auf  C 2 den  Punkt;? 
und  auf  L die  zwei  Tangentialpunkte  ßx  = (Lc,)  und  ß2  = (Lc2). 

Die  Beziehung  zwischen  diesen  Punkten  ist  3 — 3 deutig  (siehe 
Art.  17.)  und  cs  wird  daher  sechsmal  geschehen,  dass  zwei  entspre- 
chende Punkte  der  durch  sie  gebildeten  Reihen  coincidiren.  In  jedem 
der  sechs  Doppelpunkte  b , 6tJ  b2  . . . bb  berühren  sich  beide  Flächen, 
woraus  umgekehrt  folgt,  dass  einer  dieser  Punkte,  etwa  4,  in  den 
Schnitt  von  L und  C2  zu  liegen  kommt,  während  die  andern  fünf 
Punkte  — wie  erwähnt  — dadurch  zu  Stande  kommen,  dass  die  in 
einer  Ebene  des  Büschels  L liegenden  Erzeugenden  e,  und  e2  beider 
Flächen  sich  nicht  nur  in  dem  Punkt  p von  C2  schneiden , sondern 
auch  L in  demselben  Punkt  bx  (oder  &«...)  treffen,  also  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  nach  zusammenfallen. 

Die  Curve  Rb  besteht  demnach  aus  fünf  Erzeugenden,  welche  mit 
L und  C2  den  Gesamratschnitt  beider  Regelflächen  vorstellen.  Durch 
diesen  Gesammtschnitt  kann  man  unendlich  viele,  ein  Büschel  bil- 
dende Flächen  bezeichneter  Art  legen.  Jedes  Element  ((P4)  desselben 
ist  durch  Angabe  noch  eines  Punktes  flxirt. 


III. 


Die  RegclflHche  mit  einer  dreifachen  und  einer  einfachen 

Leitgeraden. 

Art.  22.  Diese  Fläche  (qr>4)  ist  sowohl  eine  Specialität  der  Fläche 
<P4,  als  auch  der  — dieser  reciproken  — Fläche  itf4.  Sie  entsteht 
aus  dieser  Fläche  durch  die  Annahme,  dass  die  drei  in  einer  Ebene 
der  einfachen  Leitgeraden  liegenden  Erzeugenden  sich  in  einem  Punkte 
treffen  — dessen  geometrischer  Ort  die  dreifache  Gerade  ist  Re- 
ciprok  specialisirt  sich  die  Fläche  <P4  zu  der  Regelfläche  tp4  durch 
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die  Bedingung,  dass  die  drei  in  einem  Punkt  P der  dreifachen  Ge- 
raden L zusammentreffenden  Erzeugenden  e',  c"  und  cw  in  einer 
Ebene  E liegen. 

Diese  Ebene  hat  mit  <p1 * * 4  noch  eine  Gerade  G gemein,  in  welcher 
wir  die  einfache  Leitlinie  der  Regelfläche  erkennen.  Denn  irgend 
eine  andere  Ebene  ihres  Büschels  schneidet  die  Regelflächc  noch  in 
einer  Curve  dritter  Ordnung,  welche,  weil  sie  den  Schnittpunkt  P 
ihrer  Ebene  E mit  L zum  dreifachen  Punkt  hat,  notwendig  aus  drei 
Gcradeu  c',  e",  cff/  bestehen  muss.  Diese  bestimmen  auf  G ebenso 
viele  Punkte  — die  Berührungspunkte  B\  B'\  Bm  der  Ebene  E — 
deren  Gesammtheit  eine  kubische  Involution  *)  bildet , die  mit  der 
Punktreihe  L{P)  projectivisch  ist  und  mit  ihr  tp 4 erzeugt. 

Die  Doppelpunkte  dieser  Involution  sind  die  vier  Inflexionspunkte 
der  Regelfläche,  ihnen  entsprechen  auf  der  dreifachen  Geraden  die 
vier  Cuspidalpunkte  etc. 

Diese  Fläche  tp 4 kaun  man  auch  als  das  Erzeugniss  des  Ebenen- 
Büschels  G(E)  und  der  diesem  projectivischen  mit  (G(B)  projeetni* 
sehen  Ebenen-Iuvolution  L((&)  ansehen.  Die  Beziehung  zwischen 
beiden  Gebilden  ist  allgemein  ein-dreideutig  und  lässt  sich  durch  die 
folgende  Vcrwaudschaftsgleichung  ausdrückeu: 

I)  • • ^(A1ss-f' ”f“ (^iÄ8_h ^***“f“ *=  0 

in  welcher  t das  Teilverhältniss  einer  Ebene  £,  bezogen  auf  zwei  als 
fest  angenommene  Ebenen  E 2 desselben  Büschels  bedeutet,  und 

s den  analogen  Ausdruck  für  eine  Ebene  @ von  £((£)  vorstellt. 

Nimmt  man  die  dreifache  Gerade  L zur  £ Axe  eines  rechtwink- 
ligen dreiaxigen  Coordinatensystems  und  bezieht  man  s auf  die  (|£) 
und  (v£)  Ebenen  desselben,  so  kann  man  es  in  der  Form: 

v 

und  das  Teilverhältniss  t durch  die  Gleichuug: 

ajl  v -{-  c2| -f- 

darstellen. 


1)  Die  Gleichung  dieser  Involution  lässt  sich  in  der  Form: 

«®V + b(x*y  + xy *)  + c(x* + y2)  + dxy + e(x + y) + f = 0 

schreiben,  wenn  x und  y die  Teilverhältnisse  zweier  conjngirter  Puukte,  bezogen 

auf  zwei  als  hx  angenommene  Pnnkte  sind. 
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Substituirt  man  diese  Werte  in  I),  so  resultirt  nach  Ausführung 
der  angezeigten  Operationen : 

A2-f-C?2  B%)  V2|-f  («1 ^3+«2^ #3) v£3-|~(&,  A34-*2-ö3  ) v2§2 
+(c1^3+c^3)v|^+(^A3H-rf2Ä3)v^4-(a1A4+a2^)^+(6,vl4+^54)v43 
+(r1A4+c,Ä4)S3f+(rflA4+<i*Bi)f3  = 0, 

welche  Gleichung  nach  Zusammenfassung  gleich  hoher  Potenzen  in 
die  folgende  übergeht: 

II)  ...  . aj^-f-^’v+aa^^  + ^v3-}-«^4 

+««S3  -f «7  + “s  *v*  + «9v3 

+t[ßiP+ß£*v+ß&*+ßSs]  = 0 

Dies  ist  also  die  Gleichung  der  Regelfläche  <jd4  in  dreiaxigcn  nor- 
malen Punktcoordinaten , bezogen  auf  die  dreifache  Gerade  L als  £ 
Axe;  sie  hat  zwölf  unabhängige  Constante,  ist  daher  durch  ebenso 
viele  zusammengehörige  Wertegruppen  von  £,  v und  £ oder  also  durch 
Angabe  von  zwölf  Punkten  bestimmt. 

„Die  Regelfläche  vierten  Grades  mit  einer  einfachen 
nnd  einer  dreifachen  Leitgeraden  istdurch  die  letztere 
und  zwölf  Punkte  — oder  die  erstere  und  zwölf  Tangen- 
tenebenen vollkommen  bestimmt.“ 

Doch  auch  die  Gleichung  I)  ist  eine  analytische  Darstellung  der 
Regelfläche  <jp4;  sie  beweist  — nachdem  sie  sieben  unabhängige  Coef- 
ficienten  besitzt,  und  diese  aus  ebenso  vielen  entsprechenden  Werten 
der  Teilverhältnisse  t und  « berechnet  werdeu  können,  jedes  Werte- 
paar der  letzteren  aber  eine  Erzeugende  der  Fläche  bedingt  — die 
Richtigkeit  des  folgenden  Satzes: 

„Die  Regel  fläche  tp*  ist  durch  ihre  beiden  Leitgera- 
den und  sieben  Erzeugende  (oder  Punkte  oder  Tangen- 
tialebenen) eindeutig  bestimmt.“ 

Die  Eigenschaften  der  Fläche  »3p4  ergeben  sich  alle  durch  zweck- 
mässige Specialisirung  der  im  zweiten  Abschnitt  für  die  Flächen 
und  *P4  aufgestellten , und  wir  wollen  von  ihnen  nur  die  erwähnen, 
dass  jede  Beriihruugscurve  B6  sechster  Ordnung  die  einfache  Leit- 
linie G in  drei  conjugirten  Punkten  B\  B'\  B'"  der  Involution  G{B) 
trifft;  nachdem  irgend  eine  Ebene  des  Büschels  G die  Fläche  in  einer 
solchen  Punktgruppe  berührt.  Umgekehrt  ist  eine  jede  <p4  einge- 
schriebene Raumcurve  sechster  Ordnung,  welche  dio  vier  singulären 
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Erzeugenden  in  den  Cuspidalpunkten  taugirt  und  die  einfache  Leit- 
linie in  drei  conjugirtcn  Punkten  der  Involution  G(B)  schneidet,  eine 
Berührungscurve  der  Fläche  etc. 

Es  wäre  noch  zu  bemerken,  dass  die  untersuchten  Flächen  auch 
einer  Einteilung  fähig  sind,  welcher  die  Realität  bzhw.  Complexitüt 
der  Cuspidalpunkte  zu  Grunde  liegt. 

Für  die  Regelfläche  O4  (und  tp4)  ist  wieder  jener  Fall  vom  be- 
sonderen Interesse,  in  welchem  zwei  Cuspidalpunkte  coincidiren,  die 
zugehörigen  singulären  Erzeugenden  fallen  dann  auch  zusammen  und 
bilden  eine  Schmiegungserzeugende,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass 
sich  längs  ihr  jeder  den  O4  eingeschriebenen  Kegelschnitten  aus  dem 
bezeichncten  Cuspidalpuukt  umschriebener  Kegel  ansebmiegt.  Für 
o-3  gehen  alle  diese  Kegel  in  die  dem  Cuspidalpunkt  perspectiviscbc 
Cuspidalebone  über. 
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XVII. 

üeber  die  Bestimmung  der  Curven  durch  die 
Relation  zwischen  Krümmungs-  und 
Torsionswinkel. 

Von 

R.  Hoppe. 


Unter  der  specifischen  Gleicbuug  einer  Curve  oder  Curvenclasse 
habe  ich  in  meiner  Curventheorie  (T.  LVI.  p.  41.  und  Lehrb.  d.  anal. 
Geom.,  Leizig  1880)  die  Relation  zwischen  dem  Krümmungs-  und 
Torsionswinkel 

F( r,  &)  = 0 

verstanden,  d.  h.  zwischen  denjenigen  Variabelu,  deren  Differentiale 
dt,  ctö  die  Coutiugeuzwinkel  bzhw.  der  Normal-  und  Schmiegungs- 
ebeue  sind.  Durch  sie  ist  die  Natur  der  Curve,  soweit  sie  von  der 
Lage  und  vom  Bogenelement  unabhängig  besteht,  vollständig  bestimmt. 
Durch  ihre  Integrationen  werden  drei  willkürliche  Constanten  ein- 
geführt, welche  die  Stellung  der  Curve  gegen  die  Coordinatenaxcn 
bestimmen.  Unabhängig  davon  lässt  sich  dann  das  Bogenelement  be- 
liebig hinzufügen,  und  3 einfache  Quadraturen  ergeben  die  Coordinateu 
des  laufeudeu  Punktes  einer  specicllen  Curve,  die  also  mit  allen  nur 
durch  das  Bogenelement  unterschiedenen  Curven  eine  Classe  bildet. 
Relationen,  welche  der  Classe  zukommen,  habe  ich  innere  Beziehungen 
genannt.  Da  der  gegenwärtige  Aufsatz  das  Bogenelement  nie  zuzieht, 
mithin  nur  von  innern  Beziehungen  handelt,  so  kann  cs  nicht  miss- 
verstanden werden,  wenn  statt  Curvenclasse  einfacher  Curve  gesagt 
wird. 
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Sind  /,  g,  h die  Richtungscosinus  der  Tangente,  l.  m,  n die  der 
Biuormale  gegen  die  Axeu  der  x , y,  2,  und  bezeichnet  der  Strich  die 
Differentiation  uach  r,  so  sind  /',  g\  k'  die  Richtungscosinus  der 
Hauptnormale.  Die  positiven  Richtungen  seien  so  gewählt,  dass 

"ff9  l 

1 

g g'  m — -f-  1 
h h‘  n 


wird.  Durch  Differentiation  und  Elimination  findet  mau  leicht  eine 
lineare  Gleichung  3.  Ordnung,  oder  wenn  mau  will  eine  nicht  lineare 
2.  Ordnung,  welche  eine  beliebige  der  9 Grössen  gemäss  der  specifi- 
schcn  Gleichung  bestimmt.  Ich  habe  gezeigt,  dass  sich  in  imaginärer 
Form  auch  eine  lineare  Gleichung  2.  Ordnung  geben  lässt  Mit  Ein- 
führung des  complexen  Winkels  p kann  man  nämlich  die  Gleichung 


zerlegen  in 


/*+/'*+**  =1 
/*eosjLt-t-/'siufi  = 1 


(1) 


f sin  fi — /'cos  fi  = il 


(2) 


Differentiirt  man  beide  Gleichungen  und  verbindet  sie  nach  Multipli* 
cation  mit  cosp,  sin /u.,  so  kommt: 


dp  — |—  Dt  — J—  idd  sin  p = 0 

und  nach  Substitution 

p 2/ 

(3) 

erhält  man: 

= 0 

(4) 

Jeder  Lösung  dieser  Gleichung,  welche  ich  die  Differentialgleichung 
der  Curve  nennen  werde,  entspricht  eine  zweite  g,  welche  der  con- 
jugirte  Wert  ist  von 

qx  = r\i»  (5) 

Es  bleibt  dann  noch  übrig,  die  Constanten  des  vollständigen  Integrals 
Aq-\-Br  einem  ortkogoualen  System  der  9 Richtungscosinus  gemäss 
zu  bestimmen.  Hiervon  war  an  angef.  Stelle  nur  das  Resultat  mit- 
geteilt Nachdem  ich  im  folgenden  die  Entwickelung  uachgeholt, 
wende  ich  mich  zur  Untersuchung  neuer  Fragen,  die  sich  an  Gl.  (4) 
anschliessen. 
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§.  1.  Berechnung  der  Curve  aus  einer  Lösung 
ihrer  Differentialgleichung. 


Diffcrentiirt  man  Gl.  (5)  so  kommt: 

qx  — (r"+tdV)e** 
4 qi  — — re,# 


das  ist  nach  Gl.  (4): 


(6) 


und  nach  Substitution  — * für  /,  wo  r in  rx , q x in  q tibergeht,  hat 
man  mit  Zuziehung  von  (o): 


Da  nun 


rx  — — 4 qe'&\  rx  = 
q — kr 


(7) 

(8) 


der  Gl.  (4)  zugleich  mit  r genügen  muss,  so  findet  man  nach  Ein- 
führung : 

k"r-\-2k,r,-\-i&'k,r  = 0 

dies  integrirt  giebt: 


2 

- (constant) 


(9) 


Ferner  erhält  man  nach  Division  der  Gl.  (5)  durch  Gl.  (G): 


also  nach  Gl.  (3): 


2 


t 

r 

r 

<h 

Hl 

(10) 

2r' 

• 

r 

. _ Hi 

cot — 

2 qi 

(11) 

Führt  man  diese  Werte  in  die  wie  folgt 
geschriebene  Gl.  (1)  ein,  so  kommt: 

3/=  (I+O7— <W)~l 

r q 1 


Nach  dieser  Difterentialformel  berechnet  ist 

8 -~f-  = - 2dr 
rqx 


r\l 


Durch  Division  der  Gl.  (5)  (9)  aber  erhält  man: 


8r 

r~dk 


a 

— 2 (h 
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Dies  in  vorige  Gleichung  eingeführt  giebt: 

0 — = adk 

r(li 

und  nach  Integration 

1 — f = (ak-{-C-\-iD)rql  = aqql-\-(C-\-iD)rq1 

Da  der  letzte  Term,  sofern  rqt  variabel  und  complex  ist,  nicht  reell 
sein  kann,  so  folgt,  dass  C-\~iD  — 0 ist,  also: 

1 — / = aqq1 

Eliminirt  man  k zwischen  den  Gl.  (8)  (9),  so  kommt: 

/ , 2 -u 

qr  — rq  = - e-'* 

und  nachdem  man  für  r,  r ihre  Werte  aus  Gl.  (6)  (5)  eingesetzt  hat: 

2 (12) 


« 


Da  q einen  willkürlichen  constanten  Factor  hat,  so  kaun  man  > 

7 y a 

für  q,  f/,  schreiben.  Dann  wird 

f = 1 — qq%  (13) 

und  jener  Factor  ist  nun  so  zu  bestimmen,  dass  gemäss  (12) 


wird. 


m + = 2 


Aus  dem  Werte  von  / findet  man  durch  Differentiation: 

f = —QQi  — q(li  (15) 

Der  Wert  von  l ergiebt  sich  aus  Gl.  (2),  welche  nach  Elimination  von 
f'  geschrieben  werden  kann : 


il  = 


2-(l-/)(l  + cotsß) 


2 cot  5^ 


das  ist  nach  Substitution  der  Werte  (14)  (13)  (11)  für  2,  1 — 

u 

cot  £ • 


l = 


m — q qi 


(16) 
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Die  analogen  Grössen  für  die  y und  z Axe  sind  in  den  Aus- 
drücken (13)  (15)  (16)  naeli  Substitutiou  des  allgemeinen  Integrals 
Aq-\- Br  für  q enthalten.  Man  hat  nur  A und  B den  Bedingungen 
der  Orthogonalität  gemäss  zu  bestimmen.  Bezeichnen  Aly  Bx  die 
conjugirten  Werte  zu  A,  B , so  ergiebt  sich  zuerst  aus  der  Bedingung 

/b+/’V+ft»  — 0: 

AAX  = \-,  BBX  - * 

Man  kann  daher  setzen 

pi«  c*(a+£) 

A = • H = 

y 2’  2V2 

dann  fällt  « aus  allen  Formeln  heraus,  ß bleibt  willkürlich  und  er- 
füllt in  Bezug  auf  die  dritte  Axe  die  Bedingung: 

« — fg—gf ' 


wenn  man  es  für  die  y = 0,  für  die  z = — R setzt, 
für  y und  z Axe: 

1 


für  y Axe 
für  z Axe 


A ~~  Al  y2 


B = Bx  *=*  gyg 


2* 


Z?1  “ 2V2 


Man  hat  also 


Das  System  der  9 Werte  gestaltet  sich  besonders  einfach,  wenu 
man  setzt: 

q = (u-j-iMj)  q — J(« — *t?j) 

Dann  sind 

p = u-\-i «j,  p — v-f-iVj 


die  zwei  Specialwerte , welche  der  Gleichung 

genügen  müssen,  und  man  findet  den  zweiten  aus  dem  ersten  mittelst 
der  Formeln: 

v = 2w,-{-#'tt1  ; vt  = — 2m/-|-#,m 


Der  constante  Factor  der  Integrale  p ist  bestimmt  durch 
und  die  Tabelle  der  Werte  lautet: 

f = 1 — M2 «J*  = Vi-\-V12  1 

g = UV  -j~  UyVy 

h — uv  j — uxv 


19* 


i 


1k. 


Digitized  by  Google 


292 


Hoppe:  C eher  die  Bestimmung  der  Curven  durch  die 


f 

9' 

ti 

l 

m 

n 


1 U2 t’j2 

au j -|- 

uv1  -j-  u^v 
nux  — wt 

1 — u i2  — 


-\-v2 — 1 


= u2  -j-  V2  — 1 


§.  2.  Reelle  Elemente. 

Die  Grössen  p und  r sind  als  implicite  Complexe  eingeführt;  es 
ist  aber  aus  Gl.  (4)  zu  ersehen,  dass  ihre  reellen  Elemente  eine  Re- 
lation erfüllen  müssen,  damit  reell  wird;  diese  soll  ermittelt  wer- 
den. Sei 

r = e*+'Ar  (17) 


und  M und  N reell.  Daun  zerfällt  Gl.  (4)  in  folgende  zwei: 

N’*—9'N'+i  =0 
A7"+2J/'7V'4-#'M"=  0 

woraus  nach  Elimination  von 


AT'iV"-f-  = 0 

und  nach  Integration: 

+ i = q—2M 

Die  Integratiousooustaute  ist  der  willkürliche  Factor  von  r.  Hiernach 
lässt  sich  N entwickelt  in  M darstellen;  zur  Vereinfachung  sei  jedoch 


M = log  (2  cos  x)  (18) 

dann  wird 

N'2  = tg2x  (^  — x'2) 


Damit  M jede  reelle  Grösse  vertreten  könne,  muss  nach  Gl.  (18)  x 
die  Werte  zwischen  0 und  R,  und  ausserdem  in  alle  Werte  von  0 
bis  ao  durchlaufen.  Für  die  letzternist  | — x' 2 positiv,  tg2x  negativ, 
also  A'  nicht  reell.  Nachdem  also  x auf  die  reellen  Werte  von  0 


bis  R beschränkt  ist,  muss  weiter  x'  ^ | seiu,  und  man  kann  ohne 
Abzug  an  Allgemeinheit  für  t die  Variable  n cinführeu  mit  der  Relation : 


sin  7t 


dann  wird,  wenn  mau  a für  N schreibt, 


t 
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00)  =»  £tgXCO8  7T0T  = tgXCOt7C0X 
mithin  nach  Gl.  (17) 

r = 2 cos  x . e,w 
woraus  nach  Differentiation: 


(19) 


. . . / , , „ , r cos  2x  cos  7r  — 7t  sm  2x  x , 

r *=a  «Sinxe'tH  *);  r -4-  = ^Kw+n)  (20) 

7 ' 4 2co8x  v ' 


und  nach  Division  gemäss  Gl.  (4): 


Sei 

dann  wird 


& = cot  2x  cos  n — n’ 
dty  = cot2xcos>*r0r  = 2cot2xcot7c0x 

& — t|)  — 7t 


Jetzt  ist  nach  Gl.  (5)  und  (20) 

qt  = i8inxe,('/y+£°) 

mithin  die  zugehörige  zweite  Lösung 

q = — *8inxe"^+"> 

Beide  Lösungen  müssen  noch  einen  gemeinsamen  constantcn  Factor 
erhalten,  welcher  der  Gl.  (14)  genügt.  Da  nuu  vorstehende  Werte 
ergeben 

Wi  + tyfh,==z  1 

so  ist  dieser  Factor  = >/2,  und  man  hat  anzuwenden  für  x Axc: 
q — — eV2smxe-‘9H“>);  r = 2y2cosxc,v,> 

Für  y und  s Axe  entsprechen  dem  q die  zusammengesetzten  Lösungen : 


q+k 

V2 

<1  + lir 

V2 


cos  x c i,°  — i sin  x 


i { cos  x e*w  — sin  x e - ‘1  *J,+ J 


Jetzt  sind  nach  der  Formel  (13)  die  Richtungscosinus  der  Taugeutc: 
/ = 1 —qql  = cos2x 

y — 1 — (qi”hiri)  — sin  2xsin(tf/+2a>) 

/<  = 1 — K(1  k?r)  (fh — £*ri)  = sin  2xcos(i/)-j-2o)) 

Durch  Differentiation  geht  daraus  hervor: 

f’  = — sin  2x  sin  k 

y'  — cos2xsiu  7rsin(tj;-{-2a))-{-eos  7rcos(i/>-{-2o)) 

1i  = cos  2xsin7rcos(t/)-|-2o))  — costt  sin(t/;-f-2£ö) 
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und  nach  der  Relation  l = gh' — hg'  folgt: 


l = — sin  2x  cos  xi 

m = co8  2xcos7rsin(i|;-|-2a))  — sin  *rcos(t/;-|-2ö>) 
n = cos2xcos5TCOs(t^-|-2w)-|-8in7tsin(t|;-|-2ö)) 


Hier  kann  man  x und  n als  zwei  Variable  ansehcn,die  in  einer  die 
Curvc  bestimmenden,  die  specifiscbe  Gleichung  vertretenden  Relation 
stehen.  Die  übrigen  Variabelu  sind  in  ihnen  dargestellt  durch 


Will  mau  auch  in  den  Functionen  von  p die  reellen  Elemente 
scheiden,  so  hat  man  zunächst: 


woraus  die  übrigen  Functionen  leicht  folgen. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  eine  Constante  zu  addirt  nur  eine 
Drehung  um  dio  x Axe  bewirkt.  Unabhängig  davon  lässt  sich  die 
Constante  in  # beliebig  wählen. 

§.  3.  Curven  für  einfache  Fälle  der  spoci fischen 

Gleichung. 

Im  voraus  sei  aus  der  Curveutheorie  erwähnt,  dass  die  Krüm- 
mungsbreito  k und  der  Torsionsbogen  6 definirt  sind  durch 


xJj  = 2 /3xcot2x  cot7r;  o>  — /öxtgxcot  n 


(21) 


(23) 


*«*=  Sr-; 


cos  k 


ct 


sin  k 


Statt  der  Formel  für  cd  kommt  hier  nur  vor  die  folgende: 


(24) 


Sei  zuerst  n =0;  dann  giebt  dieselbe,  da  x coustant: 


ausserdem  ist 


folglich 


— x cot  2x  = # 
cot2x  = tgA;  2x  = R — k 
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rp- f-2co 


cos  A 


0 ; = rtgA 


Der  Wert  n = 0 entspricht  also  einer  linearen  Relation  zwischen  t, 
die  Krtimmungsbreitc  ist  constant,  <s  mit  t,  0 proportional,  und 
die  9 Richtungscosinus  werden: 


f = sinA;  g — cosAcostf;  h = cosAsinu 
/'  = 0;  g'  = — siutf;  A'  = costf 

f = cosA-,  m == — siuAcoscJ*,  n = — sin  A sin  a 

Setzt  man  ferner 

sin  2x  sin  n = c (constant) 
cos  2x 


so  findet  man: 


& = cot  7t 


woraus : 


, cot2x  cos2xa 
tg  A = — — = — — tg  7t 


Y 1 — c%  cos  A 


COS  71 

und  in  Verbindung  mit  Gl.  (26): 

cos  2x  = j/l  — c 2 sin  A ; tg  n 
Jetzt  wird  nach  Gl.  (24): 

* f B*  COS  71 

das  ist,  wenn  mau  x und  it  auf  k zurückführt  uud  integrirt: 

= arctg(ctgA)  — 


Ferner  sind,  in  A ausgedrückt, 


Vl  — c4 


sinA;  # = 


Vl  — c 


c 


— cos  A 


und  die  specifische  Gleichung  wird 


(25) 


(26) 


(27) 


(28) 


(29) 


(30) 


Die  9 Richtungscosinus  stellen  sich  sehr  einfach  in  A dar.  Man 
braucht  nur  die  Werte  (27)  (28)  in  die  allgemeinen  Ausdrücke  ein- 
zuführen. Doch  gelangeu  wir  später  auf  kürzerem  Wege  zu  diesem 
Ziele. 

Als  drittes  Beispiel  sei  n constant.  Dann  wird 


29(5 


woraus: 


Sei  ferner 
Dann  findet  mau: 


Hoppe:  Utber  die  Bestimmung  der  Curven  durch  die 

= cot  n log  sin  2x;  = cotrclogtgx 

2x 

x = — — : & = ID  — 7t 

sin  rc 1 ^ 

ßtftgTZ  = gju  (TSin 

l^-j-ZCü  «=»  cotrclogtg — g — 
sin  2x  =»  e*4** 

n = R — 2x 


71 


woraus: 


^ = 2x;  t//  -f-  2o>  = r ==  logcots’ 

* 

# = 4x-f-2R;  tgA  = 2siii7r 

& & 
tg-  = eT;  tgA  = 2 sin 2 


7t  = 2R — g » 


Dies  eingeführt  giebt: 


- . 0 

f = sm  2 ; y = 

— cos  £> 

/■'=  £sin#-,  </'  = 

.,0 
sin  2 

A'  = 

\ 

sin2  2 

. 0 

2 = — cos2  g 5 w— - 

• *( 
-S1U  2 \ 

n ~ — 

• 

” S1U  2 v 

# R 

J — ö»  ^ + 2ö)  T 


0 

2 


2 1 


Sei  ferner 
Hier  wird 


7i  = R — 4x 


Tt  7t 


V = | — 2 ; t//-j-2a>  = 2 sin 


TT 


^ ~ . 7t  3tz 

X = — Jlogtg  # = itgg  — ~2 


(31) 


(32) 


und  die  specifisehe  Gleichung  lautet: 


0 = $e~2r  — 3aretge_2f 


(33) 


»V 


▼ 


T?rr 
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§.  4.  Reihen  lösbarer  spccifischen  Gleichungen. 

Begleitende  Curve  einer  Curve  s habe  ich  eine  solche  genannt, 
deren  Tangente  relativ  zum  begleitenden  Axensystem  (Tangente, 
Hauptnormale,  Binormale)  von  * <lurch  Bcstimmungsgrössen  der  Ur- 
curve  ausgedrückt  ist.  Gegenwärtig  wird  nur  die  Richtung  der  Tan- 
gente der  Begleitenden  in  Betracht  kommen. 

Nächst  der  Parallelität  der  beiderseitigen  Tangenten,  welche  hier 
kein  Interesse  hat,  gab  es  zwei  Fälle,  in  deneu  die  specitischen  Glei- 
chungen der  beiden  Curven  in  einfacher  Beziehung  zu  einander  stehen. 
Bezeichnet  man  durch  den  Index  1 die  Zugehörigkeit  zur  Begleiten- 
den, so  war  der  erste  Fall  der,  wo  die  Hauptnormalen  von  s und 
gleiche  Richtungen  hatten , ihre  Tangenten  eiuen  constanten  Winkel 
bildeten,  so  dass,  anwendbar  auf  alle  3 Coordinatenaxen,  angenommen 
war : 

/j  ==>  /*cosa-{-£sina;  lt  = — /sin « -j- 1 cos a ; /,'=/' 
und  daraus  folgte: 

= #cosa-f-TSinft;  r,  = — #sina-f-r  cos  ct  (34) 

öj  = 0 1 Aj  — A— }—  ft 

Der  zweite  Fall  war  der  einer  Tangente  an  in  der  Richtung 
der  Ilauptuormale  von  st,  wo  also 

fx  =*  /';  /,  — JcosA-}-/sinA;  /,'  = ZsinA— /cosA 
gesetzt  war,  und  hervorgieng: 

t,  = <?;  = A 

Im  erstem  Falle  hiess  eine  Verdrehung  von  * um  den  Winkel 
a.  Alle  Verdrehungen  geben  einen  Cyklus  von  Curven,  in  welchem 
dieselben  stets  verbleiben,  so  oft  man  sie  auch  um  neue  Winkel 
verdreht. 

Der  letztere  Fall  ist  der  einer  Evolvente,  allgemeiner  als  diese 
nnr  in  Hinsicht  auf  das  Bogenclement. 

Machen  wir  hiervon  Anwendung  auf  die  Curve  linearer  Torsion, 
d.  i.  linearer  Relation  zwischen  r und  welche  lautet: 

& cos  A — rsin  A = 0 

so  giebt  eine  Verdrehung  um  « nichts  weiter  als 

#cos(A-f-tt)  — Tsin(A-|-«)  ==>  0 
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Hoppe'.  (Jeher  die  Bestimmung  der  Curven  durch  die 


also  wieder  eine  linear  tordirte  Curve,  insbesondere  für  a=2A*R—  1 
eine  ebene  Curve  # = 0,  und  für  « = (2A-|-1)R  — X eine  Gerade 
/=  1. 

Für  die  Evolvente  hat  man  hier: 

#,  = A (constant) 

Sic  ist  mithin  eben,  desgleichen  alle  Evolventen  vou  Evolvcnteu. 
Verdreht  man  eine  solche,  so  wird  sie  zwar  wieder  doppelt  gekrümmt, 
bleibt  aber  stets  linearer  Torsion.  Daher  führt  selbst  die  Combi- 
nation  beider  Operationen  nicht  aus  der  Curvenclasse  heraus. 

Die  inverse  Operation  der  Verdrehung  ist  nur  eine  Verdrehung 
um  den  negativen  Winkel. 

Aus  der  Inversion  der  Relation  (34)  erhält  mau: 

ff,  = r;  A,  = #;  t,  = /dreos#;  #,  = / Srsin#  (35) 
/,  = Jsin# — /'cos#;  ly  — Zcos#+/'sin#;  fy=f  (36) 


Sofern  # einen  willkürlichen  Anfang  hat,  stellen  diese  Gleichungen 
einen  Cyklus  vou  Curven  dar,  und  zwar  sind  sämmtliche  nur  Ver- 
drehungen von  einander.  Für  linear  tordirte  Urcurve  wird 


-=/ 


8fr 
tg  A 


C08  # = 


sin  # 
tgA 


cos# 

tg* 


woraus  als  spccifische  Gleichung  hervorgeht: 

t,--}-  #,**  = cot2A  (constant)  (37) 

Die  hierdurch  bestimmte  Curve  habe  ich  die  cyklisch  tordirte  ge- 
nannt. Sic  stimmt  für  c = sin  A überein  mit  der  in  (30)  gefundenen 
Das  System  der  Richtungscosinus  ergiebt  sich  nun  durch  Substitution 
der  Grössen  (25)  in  die  Gl.  (36);  nämlich: 


/,  = — cosAsin#;  gj  = sin A sin ff sin#  — cos ff cos# 

A,  = sin  A cos  ff  sin# -{-sin  ff  cos# 

/,'  = sinA;  gy  = cos Asin ff;  A,'  = cos Acos ff 

ly  — — cos  A cos#;  m,=  sin  A sin  a cos  #-{-  cos  ff  sin# 

ny  — sin  A cos  a cos  # — sin  ff  sin  # 

Hier  ist  A constant,  # und  <s  proportional  variabel,  nämlich 

# = ff  sin  A = Aj  = ff,  tg  A (38) 
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Die  cyklisch  tordirtc  Curve  hat  demnach  folgende  Eigentümlichkeiten. 
Sie  bleibt  bei  jeder  Verdrehung  unverändert.  Ihre  Haupt- 
normale  hat  constaute  Neigung  gegen  eine  feste  Gerade 
(hier  die  x Axe),  degeuerirt  aber,  sobald  sie  auf  ihr  senk- 
recht wird,  in  eine  linear  tordirte  Curve.  Ihre  Krüm- 
mungsbreite (Aj)  variirt  proportional  mit  ihrem  Tor- 
sions bogen  (<r,).  Diese  Eigenschaften  lassen  sich  leicht  über- 
schauen, wenn  man  Gl.  (37)  als  Gleichung  eines  Kreises  betrachtet, 
wo  r,  und  die  Coordiuatcn,  A,  den  Centriwinkel , ax  den  Bogen 
bedeutet,  und  eine  Verdrehung  den  Sinn  einer  Rotation  der  Figur  um 
den  Mittelpunkt  hat.  Die  Beziehung  zur  Urcurve  ergiebt  den  Satz: 

Die  cyklisch  tordirte  Curve  ist  die  Evolute  einer 
linear  tordirten  — oder:  Die  linear  tordirte  ist  die 

Evolvente  der  cyklisch  tordirten  — uuter  Evolute  u.  s.  w. 
die  Curvenclasse  verstanden,  zu  welcher  die  Evolute  gehört 

Nimmt  mau  von  der  cyklisch  tordirten  Curve  die  Evolute,  von 
dieser  wieder,  u.  s.  f.,  so  erhält  man  eine  Reihe  von  Curven,  deren 
specitisehe  Gleichungen  sich  recurrent  in  der  Form  darstellen: 

r*  f 1 = / dn  cos  ; &k + i = / an  sin  0*  (39) 

Um  für  diese  Relationen  eine  Construction  zu  erhalten,  denke  mau 
die  als  bekannt  vorausgesetzte  Relation  zwischen  t*  und  diese  als 
ebene  Coordinaten  betrachtend,  durch  die  Curve  a*  dargestellt.  AT 
sei  die  Axe  der  t*,  Pc  in  Punkt  auf  <?*,  N dessen  Projection  auf 
AT.  Nun  drehe  man  die  NP  um  N bis  nach  NQ,  so  dass  Winkel 
QNT  — NP  wird.  Dann  biege  man  AT,  ohne  Dehnung,  so,  dass 
alle  Geraden  NQ  die  Richtung  der  alten  Axe  AT  bekommen.  Danu 
stellt  die  so  erhaltene  Curve  die  neue  Torsiouslinie  <?*+i  bezüglich 
auf  die  alten  Axen  dar,  und  der  verschobene  Punkt  N entspricht  auf 
ihr  dem  Punkte  P.  Denn  man  hat: 


Gjfct  1 — Xk  — AN 

A*+i  = 9k  = Wkl.  QNT  = NP 

und  zwar  ist  Ajtj-i  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  an  <ja+i  und 
der  Axe  der  r*+i. 

Der  Umstand,  dass  die  Curvenreihe  sich  nicht  rückwärts  verlän- 
gern lässt,  und  Verdrehungen  ohne  Wirkung  sind,  ist  der  linearen 
Torsion  eigentümlich.  Geht  mau  z.  B.  von  der  Curve 

tg  | = e*  (32) 

aus,  so  ergiebt  sich  durch  Verdrehung  ein  Cyklus  von  Curven: 
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& cos  « 4- 1 sin  a a.  , 

__  g— ^Hinrt-f-rcoaa 


(40) 


Die  erste  in  der  Reihe  der  Evolventen  ist  bestimmt  durch 

0TCOS0-  = 


r,  =J  ■ 


, Pd&cosd  , # , fr 

i / # ~ = lo&tg  j-f2cosd- 

J sin2 


ff,  - (' Srsinff  = * - 2 sin  f 

./  Si"2 

und  nach  Elimination  von  fr  wird  die  specifische  Gleichung: 

2 — V4~V 


log 


*i 


+ V4  — ff,* 


(41) 


Die  erste  in  der  Reihe  der  Evolventen  geht  hervor  aus 

t»-  f ys^+äflS-i  / a-ö- j/4-1 — -#- 

./  sin*2 


1 + 4 sin2? 

= 2arctg  £— — + lo 

V 


)/ 

nr  _ 

r> 


fr 


0 


l+4sin2  « — cosx- 


2 cos  g 


fr 


sm, 


tgff°  = ®?=  2sinf 


woraus  nach  Elimination  von  fr: 

1 

**  - 2arc,«V^ffO!  +'«? 


2 — 1/5  cos2  fr0 — 1 
sin  fr0 


(42) 


Wie  man  sieht,  hat  diese  Curvo  die  Eigentümlichkeit,  dass  der  Tan- 
gens ihres  Torsious w i n kels  gleich  dem  Torsionswinkel 
ihrer  Evoluten-Evolute  ist.  Beide  nämlich  sind  gleich 
dem  doppelten  Sinus  des  halben  Torsionswinkels  der 
Evolute. 

Combinirt  man  die  Verdrehungen  mit  den  Evolutenreihen,  so 
findet  man,  dass  jede  Evolute  für  sich  einen  Verdrehungscyklus  re- 
prftsentirt.  Eine  Verschiebung  des  Anfangs  der  fr  nämlich  bewirkt 
eine  periodische  Verdrehung  der  Evolute.  Ebenso  bewirkt  ciue  Ver- 
drehung der  Urcurve  nur  eine  Verschiebung  des  Anfangs  der  fr0,  eine 
Verschiebung  des  Anfangs  der  fr  aber  hat  gar  keine  Wirkung  auf  die 
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Evolvente.  Die  Combination  vermag  nur  dann  andere,  nämlich  all- 
gemeinere, Curven  hervorzubringen,  wenn  die  Verdrehung  der  Evo- 
lutenbildung vorhergeht  oder  der  Evolventenbildung  nachfolgt. 

Im  erstem  Falle  hätte  man  von  Gl.  (40)  auszugehen  uud  die 
Evolute  nach  den  Gl.  (39)  zu  berechnen,  doch  sind  die  Integrationen 
nicht  ausführbar. 

Im  zweiten  Falle  ist  aus  r°  uud  die  Verdrehung  zu  bilden, 
also  nur  in  Gl.  (42)  die  entsprechende  Substitution  für  r°  und  zu 
machen.  Diese  Verallgemeinerung  geht  natürlich  in  der  fernem 
Evolventenreihe  wieder  verloren,  wenn  sie  nicht  jedesmal  erneuert, 
wird. 


§.  5.  Anwendung  anderer  Arten  Begleitender. 

Au 8 der  allgemeinen  Relation  Begleitender 

/,  - Af+JH+Cf1  (43) 

geht  durch  Differentiation  hervor  eine  Gleichung  derselben  Form: 

= A.r+li.l+CJ'  (44) 

und  durch  Verbindung  beider  eine  dritte: 

c)t 

^1,  = Atf+Btl+C,f  (45) 


Aus  den  letzten  beiden  findet  mau  auf  bekannte  Weise  die  Werte  von 
i!  und  Das  Resultat  dieser  Rechnung  für  constante  A,  13,  C 
habe  ich  in  T.  LVI.  p.  71.  aufgestellt,  nämlich: 


rt  =/3(J  Vl  — (A  sin  k -f-  B cos  A)* 


— A& -j-  13t — arc 


/I  A-i*tgl\ 
° AtgA-f  B) 


(46) 


Ist  die  Urcurve  linearer  Torsion,  mithin  A coustant,  so  wird: 

= öl/l  — (ylsin  A-j-iy  cos  A)*;  0,  = A#-f-  Bx-\-  const. 

woraus: 

Qx  = <J ; sin  Aj  = Asin  A-{-  ZI  cos  k 

Da  hiernach  At  constant  ist,  so  ist  die  Begleitende  linearer  Torsion, 
und  mau  hat  den  Satz: 


Digitized  by  Google 


302 


//  o p p e : lieber  die  Bestimmung  der  Curven  durch  die 


Alle  Begleitenden  einer  linear  tordirten  Curve, 
deren  Tangentialrichtung  relativ  zu  ihr  unveränderlich 
ist,  sind  gleichfalls  linear  tordirt  und  haben  mit  ihr 
einen  gemeinsamen  Torsionsbogen. 

Als  Torsionslinie,  wie  in  §.  3.,  construirt  stellt  sich  a als  Gerade 
dar,  deren  Richtuugscosiuus  gegen  die  Tangente,  Biuormale,  Haupt- 
normale  sinA,  cosA,  0 sind.  Nimmt  man  zu  neuen  Coordinatenaxen 
die  Tangente,  Binonnale,  Hauptnormale  der  Begleitenden,  so  werden 
die  Richtungscosinus  derselben  Geraden  a : 


AsinA-f-#cosA;  Vl — (AsinA  + ifcosA)*;  0 


das  ist 


sin  A, ; cos  A, ; 0 


und  diese  sind  die  Richtungscosinus  der  Geraden  av  Folglich  sind  c 
und  (J,  nicht  bloss  der  Länge  nach,  sondern  auch  der  Stellung  im 
Raume  nach  identisch,  uud  man  hat  den  Satz: 


Die  gerade  Torsionslinie  ist  für  alle  Begleitenden 
von  fester  relativer  Tangentialrichtung  der  Stellung  im 
Raume  nach  dieselbe. 


Wendet  man  ferner  die  Gl.  (46)  auf  die  cyklisch  tordirte  Urcurvc 


= cotg8y  (const.) 

an,  wo  demnach 


r = cotysinA;  # = — cotycosA;  A=ötgy 


ist,  und  setzt 
so  wird 


A = Ä- COS  er;  B — Je  sin  er;  C = k ' 


tj  = coty/eUVl — A;2siu2(Ä-f-  er) 

= — A'COtycos(A-f- «)-{-arctg[Ftg(A-J- «)] 


Demnach  stellt  sich  hier  als  ein  Ellipseubogeu  dar.  Von  der 
Evolute  der  Begleitenden  ist  dies  dauu  der  Bogen  der  Torsionslinie, 
doch  ist  letztere  selbst  keine  Ellipse. 

Sind  jetzt  A,  B , C beliebige  Functionen  von  r,  #,  <r  oder  A,  so 
kann  man  auf  folgendem  Wege  zu  Ausdrücken  von  t, , fr,,  ähnlich 
denen  in  (46)  gelangen.  Die  Werte  der  eiugeführtcn  Coefficienteu 
sind: 

A,  = A'—  C;  Bj  = B'+  Cfr';  C\  = C'+  A — BV 


B.B  | 

C\C 

A,  A 

A2  — 

CiC|; 

B$  => 

A\A 

, ^2  — 

I 

B^B 

ausserdem  hat  man: 
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(S1)'  = V+V+<V  - Af+Bj  + Ct* 

Diese  Summe  dreier  Quadrate  lässt  sich  in  die  Summe  zweier  Quadrate 
verwandeln,  etwas  vereinfacht  durch  die  Substitution: 


Setzt  man 
so  wird 


A =»  cosxcosfi ; B = cosxsin^i;  C «=  sinx 

D = x*-}-  cos  fi  — d'sinft  ( 

£ = ft'cosx-l-sinx(sin^-f-#'cos/i)  ) 

= — Z>sinxco8f4  — £ sin  ft 
B1  — — £sin  xsin  ft-|-£co8ft 
C,  = Dcosx 


(47) 

(48) 

(49) 


i 


As  = £ sin  x cos  fi — I)  sin  [i 
Bi  = £sin  x sin  ~j—  T)  cos  p 
Cs  = — £cosx 

(&)*  = D%+Ei 

Gl.  (46)  differentiirt  giebt: 

<ÜLt,  , 

h Qt  fa  '1  ~ Ai^  ‘ 1 • ^2  f 

+ (Ai  - £,£')/■'+  CA#l  -/) 


(60) 


(61) 


(52) 


Diese  Gleichung  muss  nach  Einsetzung  der  Werte  (45)  (44)  für  / , 
und/,  unabhängig  von  /,  l , f'  gelten,  die  drei  daraus  hervorgehen- 
den Relationen  der  Coefficienten  aber  unter  sich  identisch  sein ; denn 
. 

ist  die  einzige  darin  enthaltene  nicht  gegebene  Grösse,  die  Ge- 
gebenen A,  B , C aber  vertreten  bedingungslos  eine  mögliche  Tangen- 
tialrichtung der  Begleitenden.  Folglich  ist  es  gestattet,  für  /,  l,  f' 
ein  beliebiges  Wertsystem  zu  setzen.  Sei  also 

/ = sin  l— — cosjK*,  /'  = 0 
Dem  entsprechen  die  Werte: 


ör. 

und  nach  Multiplication  mit 


8t, 

“*»  Sr  *■  = 


D 


( 


&)•-*+*■ 


geht  Gl.  (52)  über  in 
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— (DD,+  EE,)D+(Di+E^)E  ^ = (D*  + E*)M2'sm  p 

— if2'cos|u-{-.Ecosx(siini-}-i>'eos  p)} 

= ( D 2 — E2){  — D' — Ep'smx-^Ecos  x(sin  p + O'eos  p)\ 

oder 

d&j  = — jyi  | ~^ 1—  A ofr  — j—  Bdx  — dp  sin  x 

und  nach  Integration  erhält  man: 

r,  afdtVlF+E*  i 

E > (53) 

^ = avctQj)  + f(Ad&+Bdx  — öusiux)  l 


Der  letztere  Ausdruck  lässt  sich  auch  folgcndcrmasseu  schreiben. 
Man  hat: 

Ad&-\-Ddx  — eosx(sinf*-|-#'cosfi)oT 
— cotx(E — ft'cosx)0T 

daher  ist 

f*  E cos  x dx  — dp 


sinx 


E / 

#1  = arctg-  + J 

Der  einfachste  Specialfall  ist  offenbar  E — 0;  hier  wird 
tj  = f Ddx  = x-\-  f (cos p dx  — sin p d&) 


9X  - - 
1 J sinx 


und  zwar  ist 


cotx  = — 


sin  p dx  -f-  cos  p d& 
dp 


da 

dp 


sin(A  -f-  p) 


also  nach  Elimination  von  x 

da sin(A  -{-ja) 


» 


woraus 
so  wird 


r,  = arc  tg  1 ^ ~ -j-  / da  cos(X  -f-  P ) | 

= — fYdpt+Fo*  siü2(h  -|-  p) 

Setzt  man,  noch  specieiler, 

dp  — da  cos(A  -{-  p) 
x = A — f-  ft  — R 
Xj  — k-\-2p]  — — a 


(54) 


(55) 


(56) 


(5T) 


Dies  angewandt  auf  linear  tordirte  Urcurvc  giebt: 
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also 


x=2arctge(T;  p = 2arctg  eö  — A + R (58) 

Tj  = 4arctgeff  — 4arctge— 

Verdreht  man  die  Begleitende  um  einen  Rechten,  indem  man  setzt 


#2; 


(59) 


so  lautet  die  specifische  Gleichung: 

4 


tg  / = c 


das  ist  dieselbe  Curve  wie  (32).  Hiermit  ist  diejenige  Begleitende 
gefunden,  welche  die  linear  tordirte  in  die  Curve  (32)  überführt. 
Ihre  Tangentialrichtung  relativ  zur  Urcurve  ist  nach  (50),  (wo  E= 0): 


/2  = /j  = r — /sinfi-}- Jcosfi 
und  zwar  ist  fi  bestimmt  durch  (58),  mithin 


(2  — c2(T)cos  A-f-2e<rsinA 
sm/i  = 

( 1 — e2°)  sin  A — 2eö  cos  A 
cos  fi  = i + pT 


Um  auch  von  der  cyklisch  tordirten  auf  die  Curve  (32)  zu  gelangen, 
braucht  man  nur  zuerst  auf  die  Evolvente  überzugehen,  welche  linear 
tordirt  ist,  und  zu  dieser  die  eben  bestimmte  Begleitende  zu  nehmen. 


Der  Annahme  (56)  steht  zur  Seite: 

0fi  = ö<ftgrcsm(A+fi)  (n  constant) 


Hier  wird 


*1  — cot  jt  / S(4  cot(A  -f  - (i) ; ■»,  = — 


and  in  Anwendung  auf  linear  tordirte  Urcurve 

xx  = cotrelogsin(A-)-fi)  = cot7rlogsin(A  — f^sinjr) 
woraus  nach  Verdrehung  um  einen  Rechten  (s.  (59)): 

c&%tgn  = sin(r2sinrc) 

übereinstimmend  mit  der  Curve  (31).  Auch  diese  lässt  sich  also  als 
Begleitende  einer  linear  tordirten  Curve  darstellen. 


Teil  LXV. 
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XVI11. 


Note  über  lineare  Differential-Gleichungen. 


Von 

Simon  Spitzer. 


l. 

Unter  welchen  Umständen  lässt  sich  die  Differential-Gleichung 

y"~\~  X\,y,'\~X(iy  = 0 (1) 

in  welcher  Ar,  und  X^  gegebene  Functionen  von  x sind,  auf  die  Form 

(; V'+Ly Y + Af  (y'+  Ly)  - 0 (2) 

bringen? 

Soll  die  Gleichung  (.1 ) auf  die  Form  (2)  gebracht  werden  können, 
so  muss  folgende  Gleichung  identisch  stattfinden: 

y" X^y -\~ XQy  = {y'-\-  Ly)r-\- M (/+  Ly)  (3) 

Aus  ihr  folgt: 

?/"+  XJ+  X0y  = y"+{L+M)y'+{L’+LWy 

und  damit  diese  identisch  stattfiude,  muss  sein : 

Xt  = L +M 
X0  = L'  +LM 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ist  L und  M zu  bestimmen.  Aus  der 
ersten  von  ihnen  folgt: 

L = Xi  — M G) 


I 
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Dies  in  die  2te  Gleichung  eingeführt,  gibt: 

Xq  = Xx'  — M'-\-  MXr  — M% 

und  hieraus  ist  M zu  ermitteln.  Zu  dem  Zwecke  setze  ich  in  die 
selbe 


unter  z eine  neue  Variable  verstanden,  und  erhalte  sodann: 

z"—  Xtz+  (AT0  — Xx  ')*  = 0 

oder  in  anderer  Form  geschrieben: 

z,/-(JT1z)'-f  A0z  = 0 (6) 

Lässt  sich  hieraus  das  z bestimmen,  so  ergibt  sich  sodann  mit- 
telst der  Gleichung  (5)  das  M,  und  mittelst  der  Gleichung  (4)  das  L. 
Aus  der  Gleichung  (3)  folgt,  w'enn  man  in  selbe  für  M seinen  in  (5) 

t 

stehenden  Wert  - einführt,  und  dann  die  Gleichung  von  Brüchen 
befreiet 

z(y H"  = z(y'-\-  Ly)'  -\-zr  Ly) 

Dies  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

I *(y"+  xiy'+  Xoy)<h>  = Ly)  c (7) 

unter  C eine  willkürliche  (konstante  verstanden;  es  ist  somit  z der 
integrirende  Factor  der  vorgelegten  linearen  Differential-Gleichung. 

Beispiel.  Es  sei  die  vorgelegte  Gleichung  folgende: 

y"  = xy’-\-  ny  (8) 

unter  n eine  ganze  positive  Zahl  verstanden. 

Die  Gleichung  (6),  welche  zur  Bestimmung  des  integrirenden 
Factors  z dient,  lautet  in  diesem  Falle: 

z"-f-#z'-{-(l  — n)z  =**»  0 (9) 

Ein  particuläres  Integrale  dieser  Gleichung  ist  (siehe  meine  Vor- 
lesungen über  lineare  Differential-Gleichungen,  Seite  84,  Formel  140) 

z = xn~ 1 -{- — l)(n  — 2)iC**  3 — ö't(w — 1)0* — 2)  (n — 3)  («  — 4)x,'~5 

+ g~3l(n  — 1)  (n  — 2)  (n  — 3)  (n  — 4)  (n  — 5)  (n  — 6)x”~7 -f- . . . 

aus  dieser  Reihe  ergibt  sich  leicht  das  z und  sodann  das  L und  das 

M. 

20* 
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Wenn  man  demnach  die  in  der  Form 

y"—  xy' — ny  = 0 

aufgestellte  Gleichung  (8)  mit  ztlx  multiplicirt  und  integrirt,  so  er- 
hält man  vermöge  oer  Gleichung  (7)  nachstehendes  Integrale: 

1)(«--2)(»— 3)(«-4)x"-5+..y 

— 1)x,‘-2+^"2jm(« — l)(n— 2)(w— 3)a;M“4-f-... 

Es  gestattet  somit  die  Gleichung 

y"  = x-y'+y 

welche  sich  auch  folgendermasscn  schreiben  lässt: 


y—  C (10) 


(U) 


y'—xy'—y  = 0 


nachstehende  Schreibweise: 
und  somit  ist 


{y'—xy)'  = 0 
y—xy  = C 


das  Integrale  der  Gleichung  (11);  auf  gleiche  Weise  gestattet  die 
Gleichung 

y" — xy — 2 y = 0 (12) 

folgende  Aufschreibung: 


Aus  ihr  folgt: 


oder: 


xy'—(x2+l)y  = C 
und  dies  ist  das  Integrale  der  Gleichung  (12). 
Die  Gleichung 

y" — tcyr — 3y  = 0 
gestattet  folgende  Aufschrcihung : 


(13) 


y — 


ac3  — *ix 

~2_pr  y 


+ 


2x 


**+ 1 : 


, x2  -j-  3® 

v - *qrfi y 


= o 


Aus  ihr  folgt: 


oder 


u.  s.  w. 


, 3a: C 

a^-f-l  y ar-f-1 

(a:2+l)/  — (y3+3x)y  = C 
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Unter  welchen  Umständen  lässt  sich  die  Differential-Gleichung 

y"'+  x*y"+  *&’+  x&  - 0 (14) 

iu  welcher  X>,  Xt  und  X0  gegebene  Functionen  von  x sind,  auf  die 
Form 

(y'+  V+  My)'  + N(y”+  V+  My)  = 0 (15) 

bringen  ? 

Soll  die  Gleichung  (14)  auf  die  Form  (15)  gebracht  werden 
können,  so  muss  folgende  Gleichung  identisch  statttiuden: 

y*’+Xiy"+X1y'+X0y  — (y"-\-Ly  ’-\-My) ' Ar  ( y"-\-Ly ' -}-  My ) 

Aus  ihr  folgt: 

/ 

gm-\-Xty”-\-Xly,-\-X{)y—y"'-\-{L-\-N)y"-\-{L'-\-M-\-LN  )tj- {-( M'  MN)y 

und  damit  diese  identisch  stattlinde,  muss  sein: 

X2  = L + N 
Xt  = V -f  ilf-f  LN 
X0  = Mr-\- MN 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 

L = X»  — N 

Dies  in  die  beiden  andern  Gleichungen  substituirt,  gibt: 

X1  = X2 — N '+  M+  X2N—  N* 

X{)  = M'+MN 

Aus  der  ersten  dieser  zwei  Gleichungen  folgt: 

M = Xt  — A2'-f  N'—  X2N+N* 

Dies  in  die  andere  substituirt,  führt  zu  folgender  Gleichung: 

Ao  = Aj' — Xa"+N"—XiN'—2X2‘N+ZNN'+X1N—X2N*+N* 
und  diese  dient  zur  Bestimmung  von  N.  Setzen  wir 

z 

N — ~ 
z 

unter  z eine  neue  Variable  verstanden,  so  erhält  man 

X&"+  (X1  - 2Xi,)z,~  (X2,f—X1,+  Xq)z  = 0 
oder  anders  geschrieben: 


^-(X^Y'+iX^Y-Xoz  = 0 


(16) 


310 


Spitzer : Note  über  lineare  Differential- Gleichungen. 


Lässt  sich  hieraus  das  z bestimmen,  so  ergibt  sich  sodann  aus 
der  Gleichung 

z* 

N = - 
z 

das  iV,  ferner  aus  den  beiden  Glcichuugen: 

L = Xi t — N 

A/=  Xt  — Xt-\-  N' — X3N-\-N* 

das  L und  das  M. 

Aus  der  Gleichung 

yM-\~  Aj X$y  = (y"-j-  My)'  -|-  N {y"-\-  Lyr-\-  My) 

folgt  sodann,  wenn  man  für  N seinen  Wert  setzt,  und  sodann  die 
Gleichung  von  Brüchen  befreiet: 

X*y”- b Xty'-{-  Xq  y)  = z{y'-{-  Ly'-\-  My)'  -f-  Ly’-\-  My) 

und  diese  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

f*(yM+  X*y"+  Xx y'+  X*y)  dz  - z(y"+  Ly'+  My)  + C 

unter  C eine  willkürliche  Constantc  verstanden.  Es  ist  somit  z der 
integrirendo  Factor  der  vorgelegteu  Differential-Gleichung. 

Beispiel.  Es  sei 

ym  = xy’-\-ny  (17) 

unter  n eine  ganze  positive  Zahl  verstanden. 

Die  Gleichung,  welche  zur  Bestimmung  von  * dient,  lautet  für 
diesen  Fall 

zM — x z (n  — 1 )z  — 0 

Ein  particulärcs  Integral  dieser  Gleichung  ist  (siehe  meine  neuen 
Studien  über  die  Integration  linearer  Differential-Gleichungen  Seite  14, 
Formel  36) 

X*— 1 *M~4  , z”—7  x”~10  t 

(<i  —1) ! 3 7(«  — 4)1  3.6. (n  — 7)!  3.6.9. 

Es  gestattet  somit  die  Gleichung 

ym=  xy'-\-y  (18) 

welche  sich  auch  folgendermassen  schreiben  lässt: 

ym—xy‘  — y = 0 
nachstehende  Schreibweise : 

(y"-xy)'  - 0 
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and  hieraus  folgt 

V — xy  — C 

als  Integral  der  Gleichung  (18). 

Die  Gleichung 


y — xy' — 2y  = 0 


lässt  sich  so  schreiben: 


Hieraus  folgt: 
oder 


(y” — l — xy)‘ ' + 1 (y" — yx—*y)  = ° 


„ y’  „ 
y---*y=- 


xy” — y'  — x*y  = C 

und  dies  ist  das  Integral  der  Gleichung  (19). 

Dio  Gleichung 
führt  auf: 


y '—xy'  — ?>y  — 0 


, „ 2 . 2 — w , 2,  „ 2 , , 2—  x3  % 

( y ~-y  +— — y)  +- (y  — ~y  +— ^r~v)  — o 


' X 

Sie  gibt  integrirt: 


x 4 


„ 2 2-x3  c 

y — ~y  + — zr~v  — - 


x 


x‘ 


oder  in  anderer  Form: 

x^y" — 2xy-}-(2 — x3)y  — C 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  für  die  Gleichung: 

t/" — xy1 — 4y  = 0 
(x3 — 2 )yr — 3x2y'-{-  (8x  — x‘l)y  = C 
Ferner  für  die  Gleichung: 

y,n—xy'—5y  =0 

das  Integral 


das  Integral: 


u.  s.  f. 


(x4  — Sx)yr — (4x3  — 8)y ' ’+  (20x2  — xö)y  = C 


(19) 


2. 

Um  die  Gleichung 

x*yM  = xy'+py  (1) 

wo  ft  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  zu  integriren,  difforcntiire  ich  die- 
selbe — ft  mal  und  erhalte  hierdurch 
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— 2pxiff2~ p — = 0 

Nuu  setze  ich 


(2) 


y 


(l-.'O  = 


Dadurch  geht  obige  Gleichung  über  in 

x*z" — 2pxz’-\-(p2-\- p — x)z  = 0 


sodann  setze  ich 


xuZ 


unter  Z eine  neue  Variable  verstanden,  und  erhalte  hierdurch 

xZ'—Z  = 0 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist  (siehe  Seite  97  meiner  Vor- 
lesungen über  Integration  linearer  Differential-Gleichungen) 

+ 2 

Z — C\x  J*  e"V*Vu*  — ±du 
—2 

+ 2 

+ C2  J V«2  — 4 | x log  [(n2  — 4)  V x]  -|-  1 du 

—2 

folglich  ist 

+2 

1J  z=z  c\  — l Cu^x  y u*  — 4 duj 


o 

•f2 


+ c*  ä~u-l  f e,<VxVw2  — 4 |xlog[(M2— 4)yx]+-^^  du 

“•  2 


das  Integral  der  vorgelegten  Differential-Gleichung,  unter  Cx  uud  C\ 
willkürliche  Constante  verstanden. 

Die  Methode,  die  ich  vorgeschlagen  habe,  um  die  Gleichung  (1) 
zu  integriren,  ist  nicht  ganz  strenge.  Ich  habe  nämlich  die  vorgelegte 
Gleichung  — p mal  differentiirt,  hierdurch  sollte  eigentlich  die  Glei- 
chung (2)  folgendermassen  lauten: 

x2^(3-/J)  — 2pxy(‘2~fi)  -f-  (ft*— f—  p — 

= C0  -f-  Crx  + C*x2  -f  C3x3  + . . . Cfx- 1 xu~l 

und  da  ich  den  2.  Teil  der  Gleichung  (2)  gleich  Null  setzte,  so  bleibt 
mir  nichts  anders  übrig,  als  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Integrales 
direct  nachzuweisen. 
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Ich  werde  nun  zeigen,  dass  der  Gleichung 

X*ym  c=  xy'-\-  (iy 


genügt  wird  für 


i +2 

y = 1 eU  v x ^ tlu j 
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(1) 

(3) 


Um  diesen  Nachweis  zu  führen,  entwickele  ich  den  Ausdruck 
(3)  in  eine  Reihe  und  beweise  sodanu,  dass  diese  Reihe,  deren  Cou- 
vergenz  auf  den  ersten  Blick  ersichtlich  ist,  der  vorgelegteu  Gleichung 
genügt. 


Die  Formel  (3)  gestattet  folgende  Schreibweise: 


y 


dx>u~l 


setzt  man  der  Kürze  halber 


1 


n 


so  sieht  man,  dass  PH  für  jeden  ungeraden  Wert  von  n verschwindet, 
somit  geht  die  Gleichung  (4)  über  in: 

y = '&-i  [*“+1  (a  + f j a + 1 j a +6!  A+--)j 

and  dies  lässt  sich  auch  so  schreiben: 


y = 


a«-i 


«|U+2  t,ü+3 

1 +-*a  “2  ] + pi  ~TT  4*  pn 


4! 


-!4 

6!  + *•* 


Beachtet  man  nun  die  bekannte  Formel: 


om.x»  n! 

1=3 xH—m 

8xm  (;t  — m)! 

so  geht  obiges  y über  in: 


(>»  + 1)! 
2! 


A 

2! 


(ft  + 3)!^4F4 
41 


X’ 


+ 


4! 

OHM)! 

5!  x 


6! 


+ 


oder  in  abgekürzter  Form  geschrieben: 
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y 


3^-i 

dxu~l 


in  eine  Reihe  entwickelt  folgende  Reihe: 


V = 


(#4  + 1)1  , (#4  + 2)1 

1!  2!  11213! 


x3  -f- 


(fi  + 3)J  Oj+jj!  s . 
21  3 ! 4 ! ' 3!  4!  5 !*  ^ 


nnd  diese  ist  convergent  und  leistet  wirklich  der  vorgelegten  Glei- 
chung Genüge.  Man  kann  y auch  so  schreiben: 


y 


1 2 I ß ■)“  2_  3 , 0*4"  2)  (#4+3)  . 

1! 2!  +I!2f3!a5  + 2!  3!  4! 

, (#4  + 2)(#4+3)  (#4  + 4) 

~T  qi  A 1 M * "t- 


und  diese  Reihe  ist  merkwürdigerweise  auch  gültig  für  ganze  und 
negative  Werte  von  p. 


3. 


Integration  der  linearen  Differential-Gleichung 

*(1  -*V'+«-i*)if'+Ay  = o (1) 

Prof.  Schwarz  hat  im  75ten  Bande  von  Crelle’s  Journal  für  die  reine 
und  angewandte  Mathematik,  Seite  326.  die  beiden  partic.  Integrale 
der  Differential-Gleichung  (1)  in  folgender  merkwürdigen  Form  auf- 
gestellt: 

\f  d \f  1 — eyx  + ö-rf  1 — s2yx 
Vs  Vl -cy'x-s-'  Vi—tyx 

woselbst 

* n 2 in 

d = e 13,  £ = e 3 

ist.  Die  Richtigkeit  dieser  particulären  Integrale  wurde  von  Prof. 
Cayley  im  Quarterly  Journal  of  pure  and  applied  Mathematics  Band 
16,  Seite  268  nachgewiesen. 

Ich  werde  mir  hier  erlauben,  gleichfalls  die  Richtigkeit  der  beiden 
von  Schwarz  gefundenen  particulären  Integrale  nachzuweisen , und 
glaube  hierdurch  einen  Commentar  zur  Arbeit  Cayley’s  geliefert  zu 
haben. 
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Multiplicirt  man  die  beiden  oben  aufgestcllten  particulären  Inte- 
grale mit  |/<5,  so  erhält  man  zwei  Ausdrücke,  die  offenbar  auch  parti- 
culäre  Integrale  der  Gleichung  (1)  sind,  denn  das  Multi plicireu  von 
particulären  Integralen  einer  reducirteu  linearen  Differential-Gleichung 
mit  constantcu  Zahlen  ist  gestattet,  also  kann  mau  auch  schreiben : 

yt  — \f  <52  V^1  — e -\f x+\f 

yt  = \f  — ei/x — \f  1 — E2y  x 

oder  in  anderer  Form: 

y1  = \f\[  <54 — ö^ey  x-\-\f  1 — e2Y  x 

Vt  = 

Nun  ist: 

in 

d4  = 6 3 = cos  60°  -f- 1 sin  60°  = k 
d4s  = ein  — — 1 

4 in 

e 2 = e*~  = A4  = A3 . A = — k 
folglich  hat  man: 

!/i  = l + Vx+V  l+ty* 

yi*=\f  \f  k-\~y  x — \f  l+A-j/a; 

und  diese  beiden  particulären  Integrale  sind  nicht  nur  einfacher,  als 
die  von  Schwarz  aufgestellten,  sondern  auch  einfacher,  als  die  von 
Cayley  aufgestellten  Ausdrücke.  Cayley  gibt  nämlich  y 2 in  folgender 
Form: 

y 2 = « — ö5  y x + \f — w'  « y x 

unter  « eine  imaginäre  6te  Wurzel  von  — 1 verstanden. 


Um  nun  nachzuweiseu,  dass  der  Differential-Gleichung 
x(l  —x)y"-\-($—lx)y'+4\y  = 0 
Genüge  geschieht  durch 


(1) 
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,=vv\ 

-J-  V & i +a  V x 
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(2) 


führe  ich  in  die  beideu  Gleichungen  (1)  und  (2)  für  x eine  neue 
Variable  £ ein,  mittelst  der  Substitution: 


man  erhält  danu,  da 


Irs 

cy 

y ~ sss ' es 


„ 1 e2j 2 8y 

y = u;4 ' es2  9i5 ' eg 


ist,  statt  der  Gleichung  (1)  folgende  Gleichung: 

&y  öy 


d-£9)^— J£sg|+A^=° 

and  dieser  soll  Genüge  geschehen  durch 

y = VVA-fl±yi  + A£ 


(3) 


(4) 


Ich  führe  nun  in  die  beiden  Gleichungen  (3)  und  (4)  für  y eine 
neue  Variable  z ein,  mittelst  der  Substitution 


und  erhalte,  da  hieraus: 
y =“  Yz 

dy  1 dz 

04  2V  2 dl 


y* 


02y 


[>■»-(1)1 


042  4zV  2 

folgt,  statt  der  Gleichung  (3)  folgende  Gleichung: 

82z  ,/dzy  U2  Sz 

zdi*  *V0!/  i — |3**8|’ri— 

und  diesen  soll  Genüge  geschehen  durch 

,_Vi+l±vi+« 

Schreibt  man  z in  der  Form: 

2=  VP+VQ 


(3) 


80  ist: 


318 


Spitzer:  Note  über  lineare  Differential- Gleichungen. 


dz  f'VQ+Q'Vf 

2 YpQ 

Sh  _ _ (r')’QY  Q-j-(Q'/J°V  P 

0|2  4PQV/'Q 

Ferner  ist: 

Sh  (P')2Q+(Q')2P  (P')2Q2+(Q')*P* 

2 0|*  “ 4PQ  4PQypQ 


i(P'  + Q#)  + 


P'GJ-fQ'P 

2>/iJQ 


8*\*  (P‘)*Q-HQ')*P  P'Q' 

8|/  — 4PQ  ' 2YPQ 


z*  = P-f  (2  + 21/PQ 

Werden  diese  Werte  in  die  Gleichung  (5)  eingeführt,  so  erhält  man: 


(PT0+«!')*P+  r*L,(f-+  jij,(+ a, 

3£* 


PQ 

2 


(6) 


4-  — - 

3 PQVFQ  . 

Nun  ist 


(P#)2Q2+(Q')2P2+PQP4Q'+  iztf  PQ(P'Q+Q'P) 


31 

1-Is 


P2  Q2 


] = 0 


J*=  A + S,  P'=*l 
Q=l  + U£,  Q!  = l 
P+Q-  (A+l)(H-l) 
p'-fQ'“  4 + 1 
PQ  = A(1+S  + S2) 

P'Q  + Q'P«=  4(1 +2S) 

(pw+(W=  a+42>* 

(P')2Q2+(Q')2P2  = 42(— l + 2|  + 2£2) 


l_A4-l2  = 0 


Werden  diese  Wcrto  in  die  Gleichung  (6)  eiugeführt,  so  erhält 
mau  eine  identische  Gleichung.  Es  genügt  somit  der  Gleichung  (5) 
nicht  nur  der  Wert 

s =>  yp+VQ 

sondern  auch  der  Wert 

s = y p — y Q 


und  die  Richtigkeit  der  Schwarz’schen  Auflösung  der  Gleichung  (1)  ist 
hierdurch  nachgewiesen. 


I 
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Es  lässt  sich  der  Nachweis  der  Richtigkeit  auch  noch  auf  andere 
Art  führen.  Soll  der  Gleichung 

x(l-*)"+(5-it*)y>  + Aff  = 0 (1) 

Genttge  geschehen  durch 

y = V V^i  + V^  + V^l  + iv'*  (2) 

so  muss,  wie  wir  früher  nachgewiesen  haben,  der  Gleichung 

d-is)J-H8|+Aiy-o  (3) 

Genüge  geschehen  durch 

y = Vyr+i  ±yi+«  w 


Construirt  man  nun  eine  lineare  Differential-Gleichung 
dritter  Ordnung,  für  welche 

3 =*  y* 

ist,  so  muss  diese  lineare  Differential-Gleichung  3ter  Ordnung  offen- 
bar nachstehende  drei  particularc  Integrale  haben: 

*1  - 2/1 * = VÄ+1  + Yl+ü 

zs  — 2/s*  = — Vl“f-A| 

zs  = t/it/i  = V*— 1 • Y 1 — s 

und  diejenige  lineare  Differential-Gleichung  3 ter  Ordnung,  welche  die 
so  eben  aufgeschriebenen  particuläreu  Integrale  hat,  hat  auch  nach- 
stehende drei  particuläre  Integrale: 

h = Vi-Ml 

% = Vi— S 

In  der  zweiten  Fortsetzung  meiner  Studien  über  die  Integrationen 
linearer  Differential-Gleichungen  Seite  21.  habe  ich  gezeigt,  dass,  wenn 
man  in  die  Differential-Gleichung 

X%y"+Xiy'+X4y  = 0 

deren  particuläre  Integrale  yx  und  y2  sind,  eine  neue  Variable  z ein- 
führt, mittelst  der  Substitution 

z = 3/a 

man  zu  folgender  Gleichung  dritter  Ordnung  gelangt: 
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+2WXa-X0Xt'  + 2X0  Xt)z  = 0 
deren  particuläre  Integrale 

y*  y **  y\y 2 

sind.  Es  ist  demnach  die  lineare  Differential-Gleichung  dritter  Ord- 
nung, welche  man  erhält,  wenn  man  in  die  Gleichung  (3) 

y2  = z 

setzt,  folgende: 


und  dieser  Gleichuug  genügen  in  der  Tat  die  3 particulären  Integrale: 


2. 


= VA  + f 


z*  = Y'l  A| 

z»  — Vi  — £ 


wie  sich  äusserst  leicht  nachweisen  lässt. 
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XIX. 

Construetion  einiger  linearer 
Differential-Gleichungen  höherer  Ordnung. 

i 

Von 

Simon  Spitzer. 


Ich  habe  in  meinen  „Studien  über  die  Integration  linearer  Diffe- 
rential-Gleichungen“ Wien  1860  das  Integral  der  linearen  Differential- 
Gleichung 

[yl-}-# — ( a — j—  /3) ( ?/t— | -ar)]/y — Aß — a*) jy =0  (1) 


in  welcher  m,  a,  ß constante  Zahlen  bezeichnen,  derart,  dass  a und  ß 
von  einander  verschieden  sind,  ferner,  in  welchen  A und  B positive 
echte  Brüche  sind,  oder  iu  welcher  A und  B imaginäre  Zahlen  be- 
zeichnen, die  reellen  Teile  von  A und  B aber  positive  echte  Brüche 
sind,  in  folgender  Form  gegeben: 


y — Cj J e«(*»+ *)  («  — ß)Il~l  du 

a 

/ 

-f-  C2{ni-\- x)l~A~ß  J <>«(»»+*)  ( u — a)~ß  ( u — ß)~A  du 


(2) 


Hier  bedeuten  C\  und  C\  willkürliche  Constante. 

Das  in  (2)  stehende  Integral  ist  richtig,  und  dies  lässt  sich  äusserst 
leicht  nach  weisen,  deun  es  ist: 


Teü  LXY. 


21 
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y' = Cy  w£«(m-f i) (w — a)A~ 1 (n  — ß)D~^elu 

a 

f' 

-}-  Ct  {m-\-x)~A~B  j «“(«<  f*)(« — ct)~ß(u — — A — B-\-u(m-\-z)\<lu 


und 


y"=Ct/ 


a 


M2en(m  + x)(M — a)A— 1 (u  — ß)B~ 1 du 
ß 


4 -C'iim  + x)-*-“-1  J* ß«("»f*)(n— a)~B(u— ß)~A  1) 

-f-2w(l  — A — Z^)(wi-J-ar)-f-MÄ(w'1-|_;r)‘]d« 

folglich  hat  man,  wenn  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (1)  ein- 
führt, und  der  Kürze  halber 

{m-)rx)y"-)r[A-\-B—(ct-\-ß)(in-\-x)]y,-\-[—Aß—Bct-\-aß<<m-\-x)]y  = P 
setzt 

P = Cy J e«("»+*)(M — a)A~l(u — /5)ß-1[(7n-j-ic)(w — a)(u — ß) 

-\-A(u — ß)-\-B(u — a) 

-f-  Ci{m-\-xY~A~B  Cw(wi+*)(M — a)~B(u — jS)~A[(7«-|-a:)(?* — a)(u — ß) 

4(1— #)(w— 0)4(1— </t)(tt—a)]f/n 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  so  schreiben: 


ß 

P = C,  | e«(«+*)  (u  — a)A  (u  — ß)B  J 


4-  C%(m ^ | e«(»»+*)  (w — a)1~B  ( u — ß)1~A  ^ 


) 


(3) 


und  hieraus  sieht  man,  dass  in  der  Tat  die  Gleichung  (1)  für  den  in 
(2)  aufgestellten  Wert  von  y identisch  erfüllt  wird. 


Differential- Gleichungen  höherer  Ordnung. 
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Ich  will  mm  aufstellcn  jene  lineare  Differential-Gleichung  3ter 
Ordnung,  der  genügt  wird  durch  nachstehenden  Wert  von  y 

a 

y — ylj  J Cu(m+X'>  (l< — Cf)-*- l(w — ß)B~*  du 


(4) 


p 

-j-yl2  j <*»*(»»+*)  (ji  — et)-*-1  (u — ß)B~ldu 
0 

/ 

-\-Az(m~\-x)l~A~B  J — a)~B(u  — ß ) Adu 


unter  A s,  Az  willkürliche  Constante  verstanden. 

Verfolgt  man  den  früher  betretenen  Wfeg  und  setzt  demnach  in 
V den  in  (4)  aufgestellten  Wert  von  y,  so  erhalt  mau: 

a 

P=  At  | ««<»»+*) (u—  a)A(n—ß)B  | 


p 

4*  A2  ! ( u — n)A  (u  — ß)n  | 

o 

-f-  Az  (m  -f  x)1"4-*  1 c«<”*+*)  («  — «)1_Z/  (n  — ß)'~A  J 


(5) 


und  wenn  mau  im  2ten  Teile  dieser  Gleichung  die  Substitutionen 
« = o,  u = «,  u = ß wirklich  durchführt,  so  kommt  man  zu  der 
Gleichung: 

p = - (ii1+^«)(-«)1(-WÄ 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  einmal  nach  x,  so  erhält  man: 

P'  = 0 


Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

{m  4 x)ym  4-  [l  + -d  + ^— («4-^)(W4  + xW 

4-  [—  a — ß — Aß  — Bu  4~  cr/3  (m  4-aOV+  aßy  “ 0 (6) 

und  dies  ist  die  gesuchte  Differential-Gleichung  3tcr  Ordnung,  der 
genügt  wird  durch  den  in  (4)  aufgestellten  Wert  von  y. 


21* 
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(7) 


Ich  will  nun  jene  lineare  Differential-Gleichuug  3ter  Ordnung 
aufstellen,  der  genügt  wird  durch  nachstehenden  Wert  von  y 

/ 

y — Bx  J cfdn,+x)  ( u — ft)-*- 1 (u — ß)B~l  du 

a 

a 

-f-  B2  (m-\-x)^~~A~B c«(»/»4-x)  (u  — ct)~ ü {u  — ß)~Adu 

0 

/ 

-f- B3(vi-\-x)*~~A~li  j e«(»»+x)(tt — — ß)~Adu 

6 

Man  erhält,  den  früher  betretenen  Weg  befolgend: 

ß 

P = Bx  | «»<>»+*)  ( u — a)A  {u  — ß)ti  | 

a 

a 

-j-  B2(m  -|-  a*)1- | ß«(»»+x)(t*  — «)<— — ßP~A  | 

o 

ß 

B3  (m  + x)l~A-B  | <?«<”>+*)  (u—  a)l~B  ( u — ß)1"'1  | 


(8) 


und  wenn  man  auch  die  im  2ten  Teile  der  Gleichung  angezeigten 
Substitutionen  wirklich  durchführt: 

P = - (Ä8 + Ba)  ( m + x)'~A~*  (—  «)1— Ä (-  ß)l~A 

Multiplicirt  man  beide  Teile  dieser  Gleichung  mit 

(m-\-  x)A^'B~i 

so  erhält  man: 

(»+«)A+*-iP-  - {B2+B3)(—  ßp-A 

Differontiirt  man  diese  Gleichung  beiderseits  einmal  nach  x , so  er- 
hält mau: 

g- [(w-|-a;)il+i/—1/>]  = 0 

und  dies  ist  die  gesuchte  lineare  Gleichung  3tcr  Ordnung,  der  ge- 
nüge geschieht  durch  den  in  (7)  aufgestellten  Wert  von  y. 

Sie  gestattet,  wie  man  sicht,  folgende  Schreibweise: 


(m+x)B'+(A  + B—  1 )P  = 0 


(9) 


s.\ 


f 
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Ich  will  nun  jonc  lineare  Differential-Gleichung  4tcr  Ordnung 
iufstellen,  der  genügt  wird  durch 


a 

y = Cx f*  e«("‘+*)(t4  — ß)B-i<iu 

o 

+ C,  / ß*‘(»»+z)  (M  _ «)-4-l  (n  — ß)H-l  du 
0 

a 

-f-  C3  {m-\-xy-A—D ( u — <x)~u  (tt  — ß)~A  tlu 

0 

, ^ / 

-f-  / (w — «)~5(w  — ß)~Adn 


(10) 


Man  erhält  hier  den  schon  so  oft  angcdcuteten  Weg  befolgend: 

P=-{CX  +C2 ) (- a)A  (-^-«7,+CÖ  (-«)!-*(  -0)l-J 

Diese  Gleichung  gibt  einmal  nach  a;  differentiirt: 

P'  = - (Cs  + C4)  (1  - ii  - Ä)  (»+*)-*-*  ( — — j3)1_A 

Multiplicirt  man  beiderseits  mit  (7/j-|~x)A+yy  und  differentiirt  man  dann 
die  so  erhaltene  Gleichung  wieder  nach  x,  so  erhält  man: 

£[(»+»M+V]  - 0 

oder  in  rcducirtcr  Gestalt: 

(m+x)P"+(A+£)P'  = 0 (11) 


In  dem  specicllen  Falle,  in  welchem 

A + D — 1 

ist,  muss  die  ganze  Analyse  abgeändert  werden,  denn  das  Integral 
der  Gleichung 

P = 0 

hat  alsdann  nicht  mehr  die  in  (2)  aufgestelltc  Form,  sondern  cs  ist: 
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y = ct  / ß« 


(m+z)  (w_  a).4-l  (w  _ ß)B-l  du 


J 


4“  C2  'j'  c«(m-f  x)(tt — o)4“l(w — ^)-B~1log[(m-j-ic)(w — ct)(« — /3)]r/w  (12) 

a 

Hieraus  folgt  zunächst 

y'  = Cx  ue 11  < 


<(>»+*)  (w — (?4 — ß)ß~ 1 <?« 


n 


Cs  j !«(»+*)(« — ft)-1-1  (u — ß)ß~l  fulog — «)(« — 0)] 


+ ;4r4 


<iu 


und  dann: 


3,"  = Cx J*  «*«»(•»+*)  (w  — a)*i-i  (w  — jS)5-1  rfa 

o 

+ C2  / — /3)B-1|»2log[(»i+x)(a— o)(«-^)] 


+ 


2m 


m 


+ x 


(7«-fx)2} 


du 


somit  ist: 


“ c\fe 


c«(m+z)  (w  __  a).l-l  (M  _ 0)2J-1 1 (w_ J-x)  (M  _ a)  (w  _ 0) 


4"  — ß)  4-  -ß(** — of) 


+ C2  J ew(m+i)  («  — a)-1  i (u  — ß)B  1 | [(m  -j-  x)  (u  — a)  (u  — 0) 

4"  4(u  — ß)  4“  &(11  — «)]  log  [(»»  4-«)(w — et)  (m— /?)] 

+,u-a-ß+±tJtz±}du 

Dieses  P vereinfacht  sich  für 


und  geht  über  in: 


A + B = 1 
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e»i(m  + x)  (u  — a)A-l  (?4 — ß)B~l  [(wi-j-3?)  (w  — o)  (tt — ß) 

-\-A(n  — ß)  -f-  B(u  — «)]  du 


+ C,  f *• 


(*+*>  (u  — a)-4-1  (u — ß)B~*  l[(m -j~  z)  (w — a)  (tt — ß) 


-f-  A(u  — ß)  -{-  B( u — a)]  log  [(»*+ x)  (u  — a)(u — /?)]  -f  - 2w  — a — ß\du 
and  dies  lässt  sich  folgendermasson  schreiben: 


ß 

P=  Cj  | «)*(«*  — ß)B  | 

a 

J 

+ J e"lm+*)(u  — cty(u—ß)*log  [(»»+*)  (u—a)  («  — /5)]j  (13) 


and  hieraus  sieht  man,  dass  in  der  Tat  die  Gleichung  (1)  in  dom 
Specialfalle 

A-\-B  = 1 

durch  den  in  (12)  aufgestellten  Wert  von  y befriedigt  wird. 


Ich  will  nun  jene  lineare  Differential- Gleichung  3ter  Ordnung 
aufstellen,  der  genügt  wird  durch 


a 

y = A1  j* «*(»+*)  (w  — «)A_1  (ti  — ß)B~l  du 


+ 4 


■/- 


(»«+*)  (n  — a)A_1  (w  — ß)B~ldu 


GD 


+ A$J  («  — a)'4-1  (w  — ß)B log  [(m+ z)  ( u — ct)(u  — 0)]dtt 

<T 

Verfolgt  man  den  so  eben  eingeschlagenen  Weg,  so  erhält  man: 

P = — (-4+4^  ( — “)4  ( — 

und  dies  führt  einmal  differentiirt  auf  die  Differential- Gleichung  3tcr 
Ordnung 


Pf=  0 


welche  wir  in  (6)  aufstellten. 
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Ich  will  nun  jene  lineare  Differential-Gleichung  3.  Ordn.  construiren. 
welcher  genügt  wird  durch 


a 


a 

-\-B2  J — a)A—1(u — ß)*- *log[(m-}-a;)(u — a)(u — ß)]du  (15) 

o 

ß 

J?3  J ** — a)/l-1(w — ,^)‘S—1log[(7»-f-a')(M — a)(u — ß)]du 


o 

Den  früher  betretenen  Weg  befolgend,  erhält  man: 

/>=  _ (_ß)i(_|3)fi-ilog[o^(w+x)] 

Wird  diese  Gleichung  beiderseits  durch 

log  [aß(m -j-x)] 

dividirt  und  dann  differontiirt , so  erhält  man  die  gewünschte  Diffe- 
rential-Gleichung. 


I 


i 
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XX. 

Miscellen. 


Es  sei: 


so  ist: 


1. 

Die  Bestimmung  der  Summe 
Zxr. 

lr  — |—  2r  — |—  3r  + ...  4-a^-S, 


1)  s—s  = x'\ 

X x—1 


Bildet  mau  von  dieser  Gleichung  die  Ableitung  nach  x,  so  erhält  man : 


r r— 1 

2)  DS—DS  = rx/~i. 

X x—1 


Setzt  man  in  dioser  Gleichung  für  x der  Reihe  nach 

X—  1,  X— 2,  X — 3,  ...  2, 


so  ergiebt  sich 


DS  — DS  — rxr~* 

X x—1 

DS  — DS  = r(x — l)r— 1 

x—1  x—2 

DS  — DS  — r(x  — 2)r— 1 

x—2  x—3 


DS  —DS  = r2r—1 

2 i 
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Addirt  man  diese  Gleichung,  so  entsteht,  da  die  Summe  der  rechten 
Seiten 

r—1 

rS  — r ist 

X 


oder 


r r r—1 

DS  — DS  = rS  — r 

x l X 

DS  = rS  1 -f-  DS  — r. 


Setzt  man  B für  die  constante  Zahl  DS—r , so  ist 

i 


r r—1 

3)  DS  = rS  -f  B. 

X X 


Hieraus  durch  Integration 


r—1 


4)  S = r f S dx+Bx. 


Da  S = 0 ist,  so  ist  keine  Constante  hinzuzufügen.  Die  Constante 
o 

B ergiebt  sich  aus 

r 

5 = 1. 

i 

r 

Aus  der  Dolinition  von  S folgt 

X 


Hieraus  nach  4) 


Für  x = 1 
also 


daher 


o 

S = x. 

X 

1 

S — f xdx-\-Bx 

x 

x*  , 

- O + Bx. 


l=i  + B 
B = \ uud 

1 rt»- 

5)  S — 2*  + o’ 

X 


2 


S = f (a?2-f -x)dx-\-Bx 

X 

~j  + j + Bx  und 
1 = i 
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Hieraus 
and  somit 

Hieraus  nach  4) 


B 
x 3 


x 


G)  ?=3"+2'  + S 


S = f(x3-j-  ijx2-}-  \x)dx-\-Bx 


x 


x 3 . x2 


also 


i + z + i+Bx  und 

1 = l+l+l+v, 

B = 0 und 


3 g.4 


X 


3 


Xt 


7)  f-T+T  + T' 

Wendet  man  wiederum  No.  4)  an,  so  ergicbt  sich 


S—f  (x4  -f-  2x3  -|-  x2))  dx  -f-  ßx 

X 

X5  . X4  X3  . 

= 5_+2‘  + 1T  + äb  un(* 
1 = 

B = — und 


also 


^ 4 x°  , x4  . x3  x 

8)  S=^-+'ö+*T“"q 


5 ' 2 ' 3 30 

Es  war  nach  No.  4) 

S = rfS  dx- 1- B0x 

X 

also  ist 

ß+1=  (r+lfSdx+B^ 

X 

X 

Setzt  man  für  S seinen  Wert,  so  entsteht 

r 

2 

r i4-  />  >•— 1 B*X* 

S = (r+l)r  J S <to2+(r+l)-° \-B 


ebenso  ergieht  sich 

r+2 


r+2  /»  r—  1 i^nX3 

S =(r  + 2)(r  + l)r  / S rf**+(r+2)  (r  + 1) 


2*,  x* 


+ (»*+  2)  — f~  B%x 
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oder  wenn  man  Binomialcoefficienten  einführt 

S = 3!(r  + 2 )3y  5 rte8  + (r  + 2)2^+(r+2) 


✓ 


1^  + Bsx. 


Durch  wiederholte  Anwendung  des  Gesetzes  in  No.  4)  entsteht 
hieraus : 

» 

r+”“1  . Pr~  1 d xn 

S = «!(r-j-n — 1)»  / S dxn-{-(r-\-n — 1)M— l 

x kJ  x 11 

B \xn~ -l  xH~~a 

+ (r+n — l)n— 2 j 1-  . . . (r+« — l)n-a-l-#a h • • • B*-\* 

n 1 72 — ct 

0 

Für  r = 1 erhält  man,  da  S «=  x ist 


H 

* , r , , , % , x b,x»~i 

S = »!  / a:<£cM+  (n)N-i [-  («)«-2 

X i/  W 


-J-  . . . (u)n  — a — 1 


BttXn~a 


Da 


n — a 


. Bn—lX. 


H 


f 


ist,  so  entsteht 


asH+1 

xdxH  = t — r-T-,  und 

(«+1)1 

(n)n-p  = (tt)p 


n «.n+1 


f = qr1+^“+W«^  + 


• («)a+l ~~~T  ’ • • •"»-«• 

' 72 — a ‘ 


Wegen 


(«)« 


(«)«4-i . = — rr 

T n — a a+1 


ist 


9)  * = S + jß»xB + ir  + t5  ■ ■ ■ 


»+1 


Für  x = 1 ergiebt  sich 


10)  1 = n_|_1+X?o+^1  Bl  + ^-0*+  • ••  + “^-ßo+  • • - 


Setzt  man  in  diese  Gleichung  für  n der  Reihe  nach  1,  2,  3,  ...  so 
ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  B die  folgenden  Gleichungen: 


MUcetten. 


333 


11)  1 ==  | + B0 

1 - i +B„+B1 

1 — £ “t~  -#o  4~  ßi  ~h  ^3 

1 = l 4*  ^0  + ^ ß\  + ^ ^4“'S8 


Hieraus 


*o  — i > -®i  ki  B a — Bs 3*u’,  B±  — 0;  ^5  = 3^; 

^6  ~ 0;  z*7  = -^;  Bs=  0;  B9  = *;  B10  - 0; 

5n=-«V;  ^12  = 0;  B18=i;  R14  = 0;  J?I6  = - 


*» 

Wendet  man  auf  den  in  No.  9)  für  S gegebenen  Ausdruck  die 

* 

Formel 

» t> 

S — S = xtl 

X £— 1 


an,  so  ergiebt  sich,  da  die  Coefficienten  von  x«-1,  x »*-2  . . . x°  gleich 
Null  werden,  aus  dem  Coefficienten  von  x°: 


0 -1 00s 

°-n+i--«„+T-i#1 — r 


Bs  + -jp  B}  — ...  j-Bn- 


1. 


Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  No.  10)  und  dividirt  das  Re- 
sultat durch  2,  so  entsteht: 


Wegen 
ist  also 


B0  = l 


0 


00*  n , 00 4 R , (»Oe  n , 

“3  "2~r  5 '"4+  <7  bg-\- . . . 


Aus  welcher  Gleichung  sich 

B2  = BA  = BG  = . . . =0 

ergeben. 

Die  absoluten  Werte  der  Zahlen  Bt,  Z*3,  Bb  . . . nennt  man  dio 
Bernoulli’schen  Zahlen. 


Aus  Gleichung  No.  10)  ergiebt  sich  nun,  wenn  Bb,  Z?7  positiv 
genommen  werden: 


334 


Miscellen. 


12) 


n -j-1 


, (»)sw  I 

“4“ 


(—  l)0(u)2a-l 
2« 


=0 


« > 0. 

Aus  welcher  Gleichung  sich  die  Beruoulli’schen  Zahlen  augeben,  wenn 
man  für  n der  Reihe  nach  2,  4,  6 . . . setzt. 

Nach  der  Formel  No.  9)  ist  nun 


13) 


+ f + 2(-l)"+‘ 


(n)2o-l 

2« 


Bla— iac,*+1-2<* ; « 0. 


Kiel,  den  2.  November  1879. 


Ligo  wski. 


2. 

Construct  ionsau  fgaben. 


1)  Von  einem  Dreiecke  sind  die  Längen  der  drei  Höhen  gegeben; 
es  ist  dasselbe  zu  construiren. 

Lösung:  (Fig.  1.)  Es  war  ABC  das  gesuchte  Dreieck ; ä2,  ä4,  h« 
die  gegebenen  Höhen;  a,  b,  c die  zu  findenden  Seiten. 

Nun  ist: 


oder: 

oder  auch: 


a 


h 


aÄj  = bh^  — c/i3 
: /ij  und  a : c — 7<3 


Daraus  erhellt  aber,  dass  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  k 1%  7<*, 
h h 

ähnlich  dem  zu  findenden  ist.  Daraus  orgiebt  sich  die  Con- 
struction:  (Fig.  2.) 

Wenn 

MN  = /*!,  MP  = /i3,  MR  = 7*2,  ist 


daher 


MQ  = 


M2 . 
ä3  ’ 


£\  AfQÄ  00  AQC, 


wenn 

ferner 


MS  = 7*j  und  QS  = 7*2 
QT  senkr.  auf  3/S;  Q2’  = QS  = 7*2  und 


AC  [|  MS ; 
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so  ist  ACQ  das  gesuchte  Dreieck  B.  Als  Htilfsmittel,  welche  Höhe 
auf  QT  aufgetragen  sei,  berücksichtige  man,  dass  in  Folge  obiger 
Gleichungen  die  längste  Höhe  zur  kürzesten  Seite  senkrecht  steht. 

Determination:  Ein  Dreieck  ist  offenbar  nur  möglich,  wenn 

^1  ^ " oder  — f- Ä2/t3 

2)  Ein  Sehnenviereck  zu  construiren,  wenn  die  Längen  der  vier 
Seiten  gegeben  sind. 

Lösung:  Sei  ABCD  ein  Sehnenviereck,  so  ist:  Fig.  3. 

D2  __  a2_|_£2_j_2a&COS  a 

wenn  « hier  stumpf 

D2  — d 2 -c2  — 2 de  cos  « 

a2-\-b 2 — d2  — c2-\-{2ab-\-2dc)  COS  « = 0 
d2  - (—  c2  — b2  — o.2 1 


mithin: 

also: 


cos« 


weiters : 
daher 

Aehnlich  ist: 


.« 


1 — cos«  = 2sin22  = 1 — 


2 {ab  -j-  cd) 

d2  — J—  c2  — b2  — d2 


2 {ab  cd) 


« 1 /(a-f -b — c-\~d){a-\-b-\-c  — d) 

m 2 = F 4(al-f-  cd) 


Daher 

tg 


1 -{-  cos  « — 

« 1 / (rt-j-Z*  — c— j—  d)  (ö-J-i— {—  c — 

2 " V (-« 


( — a -}-  b -{-  c-\-d)  (a  — (t) 

2(ab  — j—  cd) 


d) ]/ («  — c)  (s  — d) 

( — u — j—  b c — {—  d)  (a — b-\-c-\-il)  f (# — «)  (ß — b) 


n2  n 


wenn 


2 s = ei  — |—  b — f—  c — j—  d 


gesetzt  wird,  und 

z2  = (s  — c)  (s  — tl)  ] n2  = (s  — a)  (s  — b). 

Lösung:  Macht  man  die  in  Fig.  4.  gezeichnete  Construction, 
construirt  nämlich  dio  obigen  Ausdrücke  2 uud  «,  als  mittlere  geo- 
metrische Proportionalen  nach  bekannter  Weise,  so  ist: 

CHB  — -,  wenn  Bll  = «; 


die  Construction  des  Sehnenvierecks  folgt  nun  sehr  einfach:  BHJK. 
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3)  Beweis  der  wichtigsten  Sätze  über  den  Pantograpben.  (Fig.o.) 

Vorausgesetzt  werden  die  Details  der  Construction  des  Instru- 
mentes; F wäre  der  fix  bleibende  Punkt;  G der  geführte,  E der 
zeichnende  Stift,  beide  in  einer  Geraden  durch  F\  ABCD  . . . die 
Anfangsstellung  des  Pantographen ; man  lässt  nun  etwa  den  Stift  G 
nach  G'  kommen,  welchen  Weg  beschreibt  der  zeichnende  Stift  E? 
Da  F fest  ist,  so  kann  D sich  nur  im  Kreise  K'  bewegen,  während 
C in  die  Peripherie  eines  Kreises  K zu  liegen  kommen  muss,  der 
mit  dem  Mittelpunkte  in  Gr  und  dem  Radius  GC\  welche  Strecke  ja 
unveränderlich  ist,  beschrieben  wird.  Da  die  Figur  ABCD  beständig 
wegen  der  Unveräuderlichkeit  der  Seitenlangen  ein  Rhombus  bleiben 
muss,  mithin  die  Gegenseiten  fortwährend  parallel  sind,  so  muss  D’C\ 
die  neue  Lage  von  DC\  durch  das  Aehulichkeitsceutrum  der  Kreise 
K und  K'  hindurch  gehen.  Daun  ist,  wenn  E'  dieses  Aehnlichkeits- 
ccntrum,  ohne  noch  zu  behaupten,  dass  E'  das  verschobene  E sei: 

E'D'  : E‘C  = D'F:  CG ' 

oder: 

E'D'  : E’C  = DF : CG 


Nun  ist  aber  aus  den  ähnlichen  A KDF  und  EGG: 

DF:  CG  = ED  : EC 

daher : 

E'D ' : CE'  = ED  : EC 

also  auch: 

(. E'C'—E'D ')  : E'D'  = {EC— ED)  : ED 

da  nun: 

E'C—  E'D'  = CE— ED 

sein  muss,  ist  auch: 

E'D'  — ED , 

daher  E‘  der  verschobene  Punkt  E.  Da  nun,  wie  vorhin  erwähnt 
E'  als  Aehnlichkeitscentrum  auf  der  Centrale  der  beiden  Kreise  K 
K'  liegen  muss,  „verbleiben  die  Punkte  E,  F,  G auch  in  der 
neuen  (also  beliebigen  Lage)  in  einer  Geraden1"  (1.  Satz). 
Daraus  folgt  EFE ' =»  GFG ',  da  weiters  aus  £\EDF  OJ  ECO  und 
&E'D'F'  oj  E'C'G ' folgt  EF : E'F  = GF:  G'F,  so  ist: 

A EE  'FOJ  & GFG ' 

mithin  auch: 

EE'  ||  GG'  (Scheitel-Dreieck). 

Der  zeichnende  Stift  beschreibt  einen  zum  geführten 
Stift  ||  Weg.  (2.  Satz).  Da  nun  GG\  mithin  auch  EE'  beliebig 
klein  sein  können,  so  wird  auch  eine  Curvc  in  jedem  ihrer 
Elemente  in  der  Copie|]zum  Orginale  erscheinen  (nach 
obiger  Proportion  auch  ähnlich  sein)  im  Verhältnisse: 
EE'  : GG'  = EF : GF  oder:  EE'  : GG'  = ED  : DC’==  1 : » (3.  Satz) 
weil  beliebig  DC  = n . DE  gemacht  werden  kann. 

Graz,  April  1880.  Alfred  Haussner. 
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Litterarischer  Bericht 

CCLIX. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Trois  lettres  in^dites  de  Jean  Ier  Bernoulli  ä Leonard  Euler 
tirees  de  la  correspondance  de  Jean  Ier  Bernoulli  gardee  dans  la 
bibliotböque  de  l’Academie  Royale  des  Sciences  de  Stockholm  par 
Gustav  Eneström.  Stockholm  1880.  24  S. 

Die  Bibliothek  der  Akadamie  besitzt  8 Briefe  von  Joh.  Bernoulli 
an  Euler,  deren  5 in  der  „mathematischen  und  physikalischen  Cor- 
respondenz  einiger  berühmten  Mathematiker  des  18.  Jahrhunderts44 
von  P.  H.  Fuss  schon  herausgegeben  waren.  Die  3 übrigen  sind  jetzt 
in  den  Verhandlungen  der  Künigl.  Schwedischen  Akademie  der  Wissen- 
schaften, eingereicht  von  G.  Eneström,  erschienen.  Von  diesen  sagt 
derselbe  im  voraus,  dass  der  gleiche  Ton  der  Ueberlegenheit,  den 
Bernoulli  sonst  in  seinen  Briefen  gebraucht,  sich  auch  in  ihnen  sehr 
bemerklich  macht.  Vor  den  Briefen  ist  deren  Inhaltsangabe,  nach 
denselben  erklärende  Noteu  beigegeben.  Zwei  Briefe  sind  von  1729. 
Der  erste  betrifft  den  Sinn  der  Logarithmen  der  imaginären  Grössen 
und  bespricht  dann  2 Differentialgleichungen  2.  Ordnung,  die  Euler 
untersucht,  dann  dessen  Bestimmung  der  kürzesten  Linien  auf  ge- 
gebener Fläche.  Der  zweite  Brief  kommt  nach  Aeusserung  über  2 
andre  von  Euler  aufgestellte  Differentialgleichungen  2.  Ordnung  auf 
die  vorigen  zurück.  Weiter  spricht  er  von  den  Tautochronen  und 
Isochronen,  dann  von  der  Summation  der  Reihe 

1,  1.2,  1.2.3,  1 . 2 . 3 . 4,  etc. 

Teil  LIY.  Heft  3.  3 
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Der  dritte  Brief  von  1737  betrifft  die  Abhandlung  von  Joh.  II  Ber- 
noulli  über  das  Licht,  einige  Beobachtungen  über  die  Mechanik  von 
Euler,  die  Phoronomie  von  Hermann  und  die  Principien  von  Newton, 
die  Abhandlung  von  Joh.  II  und  Daniel  I Bernoulli  über  die  Anker, 
die  Summation  der  Reihen,  deren  allgemeine  Glieder  sind 

1 2.4.6  . . . (2z — 2) 

xr  1.3.5  ..  . (2x — l).2a; 

Beobachtungen  über  die  Reihen  der  Sinus  und  Arcustangens,  einen 
neuen  Teil  der  Infinitesimalrechnung,  cultivirt  von  Euler.  H. 

Al  Käfi  fil  IJisäb  (Genügendes  über  Arithmetik)  des  Abu  Bekr 
Muhammed  Ben  Alhusein  Alkarkhi  nach  der  auf  der  Herzoglich- 
Gothaischen  Schlossbibliothek  befindlichen  Handschrift  bearbeitet  von 
Dr.  Adolf  Hochheim,  Professor.  III.  Halle  a.  S.  Louis  Nebert. 
4°.  28  S. 

Die  mit  I.  II.  bezeichneten  vorausgehenden  Lieferungen  der  Aus- 
gabe sind  im  249.  und  254.  litt  Ber.  besprochen.  Die  dritte  fährt 
in  der  Lehre  vom  Messen  fort  mit  specieller  Körpermessung,  An- 
wendung auf  die  Quantität  der  Baumaterialien,  der  Lehre  vom  Nivel- 
liren  des  Bodens.  Dann  folgt  die  Lehre  von  den  Gleichungen  1.  und 
2.  Grades,  wo  mit  Vermeidung  aller  negativen  Grössen  6 Formen 
unterschieden  werden.  Die  negativen  Wurzeln  bleiben  unberücksich- 
tigt. Die  Regeln  der  Auflösung  werden  zuerst  allgemein,  dann  an 
speciellen  Zahlen  gegeben.  Der  Herausgeber  leitet  die  Gestaltung 
der  Doctrin  vorwiegend  aus  griechischem,  weniger  aus  indischem  Ein- 
fluss ab,  obgleich  letzterer  der  anfängliche  war.  H. 


Bullotino  di  bibliografia  e di  storia  delle  scienze  matematiche  e 
fisiche  pubblicato  daß.  Boncompagni.  Tomo  XII.  Roma  1879. 
Tipografia  delle  scienze  matematiche  e fisiche. 

Mit  dem  gegenwärtichen  12.  Bande  schliesst  das  Journal  ab.  Der 
Inhalt  der  letzten  6 Hefte  ist  folgender. 

7.  bis  10.  Heft.  C.  Henry:  Untersuchungen  über  die  Mann- 
scripte  von  Pierre  de  Format  nebst  ungedruckten  Fragmenten  von 
Bachet  und  Malebranche. 

11.  Heft.  A.  Favaro:  Ueber  einige  ungedruckte  Notizen  be- 
treffend Nicolaus  Coppernicus  gesammelt  und  publicirt  von  M.  Curtze- 
— B.  Boncompagni:  Ueber  2 Schriften  von  Leonhard  Euler.  — 
A.  Genocchi:  Beweis  des  5.  Postulats  Euklid’s,  von  Vincenzo  de 
Rossi.  — S.  Günther:  Invarianten,  Covariantcn  und  Contravarianten 
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der  homogenen  Functionen,  von  P.  G.  Foglini  (ins  Italienische  über- 
setzt von  A.  Sparagna).  — Tychsen:  Lagrange,  (aus  dem  Dänischen 
ins  Französische  übersetzt  von  H.  G.  Zeuthen).  — G.  EucstrÖm: 
Briefe  von  Joseph  Louis  Lagrange  an  Leonhard  Euler,  zuerst  publi- 
cirt  von  B.  Boncompagni  (aus  dem  Dänischen  ins  Französiscke  über- 
setzt von  L.  Leouzon  Le  Duc  und  A.  Marre). 

12.  Heft.  G.  Bi  ad  eg  o:  Ueber  die  ungedruckte  Abhandlung  von 
Pietro  Maggi  über  die  Principien  der  Molecularmechanik  von 
Ambrogio  Fusinieri.  Wortlaut  derselben.  — B.  Boncompagni: 
Ueber  eine  Arithmetik  von  Smeraldo  Borghetti  Lucchese.  — B.  B o n - 
compagni:  Zugaben  zum  Artikel  „Ueber  die  ungedruckten’ Biogra- 
phien dreier  Mathematiker  (Joh.  Danck  von  Sachsen,  Joh.  De  Line- 
riis  und  Fra  Luca  Pacioli  da  Borgo  S.  Sepolcro)  geschrieben  vou 
B.  Baldi.  — E.  Wiede  manu:  Material  zur  Geschichte  der  Natur- 
wissenschaften bei  den  Arabern  (ins  Italienische  übersetzt  von  A. 
Sparagna).  — W.  vonBezold:  Metcrial  zur  Geschichte  der  phy- 
siologischen Optik  (Farbenrad  und  Binocular-Sehen)  (ins  Italienische 
übersetzt  von  A.  Sparagna).  — E.  Gerland:  Ueber  die  Geschichte 
der  Erfindung  des  Areometers  (ins  Italienische  übersetzt  von  A.  Spa- 
ragna). — A Marre:  Zwei  Mathematiker  vom  Oratorium. 

Pubiication8verzeichnisse  im  8.,  10.  und  12.  Heft.  H. 


Cinq  lottres  de  Sophie  Gcrmain  ä Charles  Fr6d6ric  Gauss 
publiees  par  B.  Boncompagni  d’aprös  les  originaux  possöd6s  par  la 
Socidtd  Royale  des  Sciences  ä Göttingen.  Berlin.  Institut  de  photo- 
lithographie  des  fröres  Burchard.  Imprimeric  de  Gustave  Schade 
(Otto  Francke)  MDCCCLXXX. 


Es  mag  hier  der  Wortlaut  der  2 ersten,  gleich  dem  dritten 
pseudonym  geschriebenen  Briefe  folgen.  Im  vierten  giebt  sich  die 
Verfasserin  zu  erkennen. 


Monsieur 


Paris  ce  21  novembre  1804 


Vos  disquisitiones  arithmetieae  font  depuis  longteras  l’objet  de 
mon  admiration  et  de  mes  ötudes.  Le  dernier  chapitre  de  ce  livre 
renferme,  entr’  autres  choses  remarquables,  le  beau  thßor&me  contenu 
dans  l’ßquation 


4(sM — 1) 
x — 1 


= Yi±uZ2-1 


je  crois  qu’il  peut  etre  gönßralise  ainsi 

3* 
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u 6tant  toujours  un  nombre  premicr  et  8 un  nombre  quelconque.  Je 
joins  k ma  lettre  deux  dämonstrations  de  cctte  gdneralisation.  Aprfcs 
avoir  trouvd  la  premi6re  j’ai  cherchß  comment  la  mßthode  que  vous 
avez  eraploide  art.  357  pouvoit  etre  appliquße  au  cas  que  j’avois  a 
considärer;  j’ai  fait  ce  travail  avec  d’autant  plus  de  plaisir,  qu’  il 
m’a  fourui  l’occasion  de  me  familiariser  avec  cette  m6thodc,  qui,  je 
n’  en  doute  pas,  sera  encore  daus  vos  mains  l’instrument  de  nou- 
velles  decouvertes. 

J’ai  ajoutd  a cot  art.  quelques  autres  considßrations.  La  derniäre 
est  relative  k la  celebre  6quation  de  Fermat  xll-\ -yu  = zu , dont  l’im- 
possibilitd  eu  nombres  entiers  n’a  encore  ete  demontree  que  pour 
u — 3 et  u — 4;  je  crois  etre  parvenu  ä prouver  cette  iuipossibilite 
pour  u — p — 1,  p etant  un  nombre  premier  de  la  forme  8ä— 7.  Je 
prens  la  liberte  de  soumettre  ces  essais  ä votre  jugement  persuade 
que  vous  ne  dddaignerez  pas  d’eclairer  de  vos  avis  un  amateur  en- 
thousiaste  de  la  Science  que  vous  avez  cultiväe  avec  si  brillant 
succ&s. 

Rien  n’egale  l’impatience  avec  laquelle  j’attens  la  suite  du  livre 
que  j’ai  eutre  les  mains,  je  me  suis  fait  informer  que  vous  y tra- 
vaillez  en  ce  moment  et  je  ne  ndgligerai  rien  pour  me  le  procurer 
aussi  töt  qu’il  paroitra.  Malheurensement  l’6tendu  de  mon  esprit  ne 
repond  pas  & la  vivacitd  de  mes  gouts,  et  je  sens  qu’il  y a unc  sorte 
de  t6m6rit6  k importuner  un  homme  de  genre  lorsqu’  on(n’)  a d’autre 
titre  k son  attention  qu’  une  admiration  nßcessairement  partag^e  par 
tous  ses  lecteurs. 

En  relisant  le  memoire  de  M.  De  La  Grange  (Berlin  1775)  j’ai 
vü  avec  6tonnement  qu’il  n’a  pas  sü  reduire  la  quantite 


(p.  358)  k la  forme  t2  — llu2,  car 

s10 — ll(s8 — 4s6r2-f-7«4r4 — 5s2r6-j-r8)r2 
=s10-  2.1  la6r4-fl  1 (5+6)r8s2  - 11  (s8-  6«6r2+7s4r4-f  6#2r  G-f  r8)r* 

«=«10 — 2.1 1 a6r4-f~l  1 2r8s2 — 1 1 (s8 — 6s6r2-f-9#4r4 — 2*4r4-{-6s2r6-j-r8)r2 
=(*6 — llsr4)2 — 11(ä4 — 3s2r2 — r4)2 

Cette  remarque  est  nouvelle  preuve  de  l’avantagc  de  votre  methode 
qui  l’appliquant  k toutes  les  valeurs  de  u,  donue  pour  chaque  cas 
ces  valeurs  de  Y et  Z inddpendantes  du  tatonnement 
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Si,  connoissant  les  valeurs  de  Y et  Z dans  l’äquation 

4(S)= 

on  vouloit  avoir  celles  do  Yf  et  Z'  dans  Päquation 

4 (Sr)  - y,’±^'8 

il  est  clair  qu’il  suffiroit  de  changer  les  signes  de  tous  les  terrnes 
de  Y et  Z qui  contiennent  des  puissances  de  x dont  l’exposant  est 
impair. 

Je  n’ai  pas  voulu  fatiguer  votre  attention  en  multipliant  les  re- 
marques dont  votre  livre  a etä  pour  moi  l’occasion : si  je  puis  esperer 
que  vous  acceuillez  favorablement  celles  que  j’ai  l’honneur  de  vous 
communiquer  et  que  vous  ne  les  trouviez  pas  entirement  indignes  do 
reponse  veuilliez  l’adresser  A Monsieur  Silvestre  de  Sacy  membre  de 
rinstitut  national.  Rue  haute  feuille  ä Paris,  qui  me  la  remettra. 

Croyez,  Monsieur,  au  prix  que  j’attacheroit  k un  mot  d’avis  de 
votre  part  et  recevcz  l’assuranco  du  profond  respect  de 

Votre  träs  humble  serviteur 
et  träs  assidu  lecteur 
Le  Blanc. 


Paris  21  juillet  1805 

Monsieur 

Je  dois  sans  doute  k votre  indulgence  la  räponse  flatteusc  que 
vous  avez  bien  voulu  faire  k ma  lettre;  vous  me  donnez  l’espärance 
de  vous  entretenir  avec  moi  de  l’objet  de  vos  ätudes;  rien  au  monde 
ne  pourroit  me  faire  plus  de  plaisir  qu’  une  semblable  correspondance, 
mais  je  sens  que  j’en  suis  bien  peu  digne.  Quelle  diffärence  en  effet 
entre  les  foibles  assais  dont  je  suis  capable  et  les  mßthodes  ing6ni- 
euses  dont  Pinvention  vous  est  familiäre!  Cependant  puisque  nous 
avez  acceuilli  avec  bontä  les  notes  que  je  vous  ai  communiquäes  je 
prend  la  libertä  de  vous  en  soumettre  de  nouvelles.  Vous  promettez 
(n°  267)  de  prouver  dans  une  autre  occasion  que  les  formes  ternaires 
dont  la  däterminante  est  zäro  sont  äquivalentes  aux  formes  binaires; 
j’ai  cherchä  ä faire  la  räduction  indiquäe  et  j’ai  trouve  que  dans  ce 
cas  la  forme  adjointe  se  räduit  k un  quarre  multipliä  par  »*,  ce  qui 
est  absolument  la  memo  forme  que  celle  que  prennent  les  formes 
binaires  lorsqu’  on  suppose  leurs  determinantes  ägales  ä zäro. 

Je  vois  avec  regret  qu’il  nous  faut  attendre,  peut-etre  plusieurs 
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ann^es,  la  publication  de  vos  nouvclles  recherches  arithm6tiques : il 
est  impossible  de  connoitre  le  premier  volume  saus  ddsirer  avec  im- 
patiencc  d’en  voir  la  suite;  ce  sera  pour  moi  uue  consolation,  si  vous 
daignez  m’en  comrauniquer  quelques  parties. 

Le  libraire  Duprat  sur  lequel  vous  nje  demandez  des  renseigne- 
mens,  ä ccd6  son  fond  et  est  en  banqueroute  depuis  18  mois  environ; 
jo  sais  que  plusieurs  savans  ont  6t6  dupes  avec  lui  ce  qui  est  de 
trös  mauvais  augure  pour  votre  creance;  cependant  Mr.  de  Sacy  qui 
a l’habitude  de  traiter  avec  les  libraires  m’a  promis  de  faire  des 
dßmarches,  pour  d^couvrir  s’il  n’y  auroit  pas  quelques  moyens  de 
vous  faire  payer,  il  vous  fera  savoir  ce  qu’il  appreudra  d’utile.  Si 
jaraais  pareil  cas  se  repr^9entoit  il  me  faudroit  pas  attendre  un  tems 
aussi  long  pour  reclamer  le  payement  car  ici  les  cröances  ne  gagnent 
pas  k viellir. 

J’aurois  d6sir6  avoir  de  meilleures  nouvelles  ä vous  donner,  je 
crains  que  lo(s),  r6sultat(s)  facheux  de  l’envoi  que  vous  avez  fait 
ne  nous  privent  de  connoitre  les  nouveaux  ouvrages  que  vous  pourrez 
publier,  je  vous  demande  comme  uno  grace  de  vouloir  bien  m’indi- 
quer  les  titres  de  ceux  que  vous  ecrirez  en  latin,  car  n’cntendant  pas 
1’Allemand  je  suis  forc6  de  bornor  lä  ma  curiosite. 

Je  pensc  que  vos  travaux  astronomiquos  ne  consistent  pas  seule- 
ment  dans  les  calculs  d’dlemens  de  planstes , vous  devez  presqu’  in- 
voluntairement  trouver  de  nouvelles  m6thodes;  Tesprit  d’invention 
semble  vous  etre  si  naturel,  que  quelques  soient  les  objects  dont  vom 
vous  occupez,  je  croirois  avoir  beaucoup  gagne  si  je  parvenois  ä con- 
noitre vos  recherches. 

Puisquo  vous  vous  occupoz  d’astronomie  vous  connoissez  sans 
doute  la  Mecanique  celeste  par  Mr.  De  la  Place,  le  4^me  volume  a 
paru  dejä  environ  deux  mois,  il  contient:  la  theorie  des  satellites  de 
Jupiter,  de  Saturne  et  d’Uranus;  la  theorie  des  perturbations  des 
cometes;  des  recherches  sur  les  refractions  astronomiques,  rintegra- 
tion  de  l’6quation  differentielle  du  mouvement  de  la  lumtere  suivant 
differentes  hypotheses;  uu  chapitre  sur  l’extinction  de  la  lumidre  des 
astres  dans  Patmoph^re;  sur  la  mesure  des  hauteurs  par  le  barom&- 
tre;  sur  la  chüte  des  corps  qui  tombent  d’une  grande  liauteur;  et 
un,  sur  les  alterations  que  les  mouvemens  des  planetes  et  des  cometes 
pcuvent  6prouver  par  la  resistance  des  milieux  qu’elles  traversent  et 
par  la  transmission  successive  de  la  pesanteur. 

Mr.  Le  Gendre  a publik,  aussi  il  y a quelques  tems,  un  memoire 
sur  la  determination  des  orbites  des  comötes.  Apr&s  avoir  fait  Pana- 
lyse  du  probl&me  il  simplifit  les  formules  generales  par  la  supposition 
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de  Pegalitß  des  tems  entro  les  observatious : il  s’attache  k determiner 
les  limites  de  r = rayon  de  la  comüte  et  de  g = distance  de  la  eo- 
möte  ä la  terre.  Pour  le  cas  oü  le  rayon  R de  la  terre  est  < r, 
les  limites  reviennent  ä celles  trouv6es  par  Mr.  de  la  Grange  (Me- 
moires  de  Berlin  1778  N°.  22).  Mais  pour  celui  oü  r < R il  tire  de 
la  cousideration  de  l’6quation  r2  = R2  — 2Rg  cos  c -j-  g2  (dans  laquelle 
c est  l’angle  entre  le  soleil  et  la  comöte)  g 0 et  g < 27?  cos  c puis 
en  mettant  cette  equation  sous  la  forme  r 2 = 722sin2c-f-(p — 7?cosc)2 
il  a r > 7? sine,  ce  qui  est  beaucoup  plus  simple  que  les  resultats  de 
Mr.  de  la  Grange. 

L’auteur  reprend  ensuite  le  cas  general,  oü  les  tems  entre  les 
observations  peuvent  etre  inegaux  et  il  parvient  ü des  equations  de 
memes  formes  que  celles  qu’il  a obtenues  dans  la  suppositiou  de  leur 
egalitc.  Eutin  il  fait  l’application  de  la  müthode  ü la  2eme  comete  de 
1781  et  k celle  de  1769. 

Si  il  vous  est  agreable  de  connoitre  les  ouvrages  qui  paroitront 
ici  je  me  ferois  uu  plaisir  do  vous  tenir  sur  les  avis ; ce  seroit  pour 
moi  un  motif  d’esperer  jouir  de  votre  correspondance , car  je  sens 
que  j’ai  bien  peu  de  moyens  de  la  meriter  par  moi-memo  et  que  je 
ne  puis  en  etre  digne  que  par  l’admiration  et  le  profond  respect  avec 
lequcl  j’ai  l’honncur  d’etre 

Monsieur 

La  lettre  qui  etoit  Votre  trüs  humblc  ser- 

incluse  dans  cello  que  viteur 

vous  m’avez  adress^e  a Le  Blanc. 

et6  mise  a la  poste. 


Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Methodische  Anweisung  zum  Ausziehen  der  Quadrat-  und  Kubik- 
wurzel mit  Anwendung  zu  geometrischen  Berechnungen,  nebst  zahl- 
reichen Uebungsaufgaben.  Zugleich  das  Wichtigste  von  den  Ope- 
rationen mit  Potenzausdrücken  uud  Wurzelgrössen  enthaltend.  Zu- 
nächst zum  Gebrauch  an  Schullckrer-Semiuarien  und  gehobenen 
Lehranstalten,  sodann  aber  auch  für  den  Selbstunterricht  bearbeitet 
von  W.  Adam,  Königl.  Seminarlehrer  in  Neu-Ruppin.  Zweite  ver- 
besserte Auflage.  Stuttgart  1880.  G.  Lemppenau.  148  S. 

Dem  Buche  vorangestellt  sind  2 Abschnitte,  einer  über  Potenzen, 
einer  über  Wurzeln,  welche  sich  in  der  Abfassungsweise  von  allen 
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übrigen,  d.  i.  den  eigentlichen  Bestandteilen  wesentlich  unterscheiden. 
Sie  handeln  sachlich  in  natürlichem  Connex  die  beiden  Gegenstände 
vollständig  ab;  charakteristisch  ist  aber  eine  ungewöhnliche,  man 
kann  sagen  unübertreffliche  Ausführlichkeit,  die  sich  jedoch  in  keiner 
unnötigen  Wortfülle,  sondern  in  allseitiger  Berücksichtigung  möglicher 
Fragen  bemerklich  macht,  und  die  durchweg  befolgte  inductive  Ent- 
wickelungsmethode, welche  ohne  Gebrauch  von  Buchstaben  jeden  Satz 
an  einer  Reihe  von  Zahlen  zeigt,  dann  in  Worten  allgemein  ausspricht. 
Mit  dem  3.  Abschnitt  wird  ein  neuer  Anfang  gemacht,  der  an  die 
vorhergehende  Theorie  nicht  anknüpft,  und  der  auch  bestimmt  ist 
den  Anfang  des  Lehrcursus  zu  bilden.  Hier  ist  dor  Gesichtspunkt  der 
Uebuug  der  vorwaltende.  Der  3.  Abschnitt  hat  im  1.  Teil  ausschliess- 
lich Bezug  auf  das  Kopfrechnen  und  lehrt  zuerst  die  absoluten  und 
comparativen  Eigenschaften  der  Quadrate  dekadischer  Zahlen,  dann 
die  Schlüsse  auf  die  Wurzeln  als  Quadrate  gegebener  dekadischer 
Zahlen,  dann  ein  Verfahren  Näherungsbrüche  für  irrationale  Quadrat- 
wurzeln zu  finden.  Dio  Ausführlichkeit  der  Erläuterungen  ist  die  näm- 
liche, die  Tendenz  zur  Allgemeinheit  muss  natürlich  hier  zurück- 
treten, während  die  besondern  Rechnungsvorteile  das  Hauptaugenmerk 
sind.  Dann  folgt  für  schriftliches  Rechnen  die  Entwickelung  der 
Quadrate  der  Polynome,  und  darauf  gestützt  die  gewöhnliche  deka- 
dische Wurzelausziehung.  Hier  ist  es  nicht  wol  begreiflich,  warum 
der  Verfasser  den  theoretischen  Gesichtskreis  so  überflüssig  weit  aus- 
gedehnt hat,  da  doch  bekanntlich  die  binomische  Zerlegung  vollkom- 
men ausreicht  Durch  sie  wird  die  zweiziffrige  Wurzel  aus  der  3 
oder  4 ziffrigen  Zahl  gefunden.  Eine  5 oder  6 ziflrige  Zahl  enthält 
eine  3 oder  4 ziffrige  Zahl  Hunderte,  deren  Wurzel  dem  Vorher- 
gehenden zufolge  bekannt  ist,  und  man  erhält  nach  ganz  gleichem 
Verfahren  die  3 ziffrige  Wurzel  als  Summe  von  Zehnern  und  Einern. 
Diese  bildet  wieder  das  Vorausbekannte,  wenn  die  4 ziffrige  Wurzel 
binomisch  als  Summe  von  Zehnern  und  Einern  berechnet  wird,  u.  s.  f* 
Diese  Darstellungsweise  ist  die  bisher  übliche,  in  jeder  Beziehung 
instructivcr  als  die  Anwendung  eines  für  jede  Ziffernanzahl  neuen 
Formel,  weit  nützlicher  für  Einübung,  weil  die  Wiederholung  mit 
dem  Princip  vertraut  macht,  und  beansprucht  weniger  Allgemein- 
heit der  Begriffe.  Allerdings  scheinen  auch  einige  andre  Autoren  der 
polynomischen  Lehrmethode  zuzuncigcn,  vielleicht  um  Worte  zu  spa- 
ren, jedenfalls  aber  ohne  klaren  pädagogischen  Gedanken.  Schon  am 
Schlüsse  des  3.  Abschnitts , bei  Rechnung  mit  irrationalen  Binomen, 
dann  auch  weiterhin  kommt  Buchstabenrechnung  in  grösserem  Masse 
in  Anwendung.  Der  viorte  enthält  praktische  Aufgaben  über  Qua- 
dratwurzeln, der  fünfte  zeigt  das  gewöhnliche  Verfahren  der  Kubik- 
wurzelausziehung,  woran  sich  im  sechsten  wieder  praktische  Aufgaben 
anschliessen.  Uebungsbeispiele  sind  überall  beigegeben.  H. 
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Die  Elemente  der  Mathematik.  Ein  Leitfaden  für  den  mathe- 
matischen Unterricht  an  höheren  Lehranstalten  von  Wilhelm  Gal- 
lenkamp, Direktor  der  Friedrichs-Werderschen  Gewerbeschule  in 
Berlin.  III.  Theil.  Algebraische  Analysis.  Einleitung  in  die  höhere 
Analysis.  Analytische  Geometrie.  Zweite,  verbesserte  Auflage.  Mit 
5 Figuren  im  Texte.  Iserlohn  1880.  J.  Baedeker.  216  S. 

Die  so  bezeichnete  algebraische  Analysis  ist  nicht  sowol  eine 
systematisch  bearbeitete  oder  stetig  fortschreitende,  irgendwelche  Ge- 
genstände erschöpfende  Theorie,  sondern  eine  Reihe  interessanter 
Sätze  über  ganze  Functionen,  Auflösung  von  Functionalgleichungen, 
Convergenz  der  Reihen,  Addition  und  Multiplication  von  Reihen- 
summen und  Summation  specieller  Reihen.  Nach  den  Proben  unreifer 
Gedankenentwickelung,  welche  in  den  vorausgehenden  begrifflichen 
Erklärungen  Vorkommen,  würde  man  nicht  erwarten,  dass  hernach 
die  Wortfassung  und  Beweise  der  Sätze  so  correct  ausfallen  möchten, 
wie  es  wirklich  der  Fall  ist.  Die  folgenden  Ausstellungen  betreffen 
daher  nicht  den  eigentlichen  Hauptteil  des  Buchs  und  können  unab- 
hängig davon  leicht  berücksichtigt  werden.  Es  zeigt  sich  Mangel  auf 
der  einen,  Ueberfluss  auf  der  andern  Seite.  Gleich  der  ersto  Satz, 
wo  man  gar  nicht  weiss,  wovon  die  Rede  ist,  lautet:  „Man  nennt 
eine  Grösse  eine  Function  einer  oder  mehrerer  anderen,  wenn  sie 
von  ihr  oder  von  ihnen  abhängig  ist.“  Die  Grösse  x = 3.4  = 
7-f-5  von  3 oder  von  7 abhängig  zu  nennen  hat  offenbar  keinen 
Sinn;  es  mag  also  zugestanden  sein,  dass  sich  irrtümliche  Deutungen 
vielleicht  nicht  aufstellen  lassen.  Soll  nun  aber  der  Schüler  sein 
ganzes  Gedankenbereich  durchprobiren , bis  er  findet,  dass  die  Ab- 
hängigkeit einen  möglichen  Sinn  hat,  wenn  man  sie  auf  die  Verän- 
derung beider  Grössen  bezieht?  Dass  er  jedoch  den  Satz  nicht  ver- 
steht, ist  noch  der  günstigste  Fall;  deutet  er  ihn  zufällig  oder 
sympathisch  richtig,  so  behält  er  die  vulgäre  Befangenheit,  die  der 
Unterricht  in  der  exacten  Wissenschaft  eben  heben  soll,  die  Unfähig- 
keit sich  seiner  Gedanken  klar  bewusst  zu  werden  und  davon  Rechen- 
schaft zu  geben.  Die  Berichtigung  des  Satzes  ist  leicht:  statt  „sie 
von  ihr“  muss  es  heissen  „ihre  Veränderung  von  deren  Veränderung“. 
Dann  durfte  aber  der  Unterschied  von  „variabel“  und  „constant“ 
nicht  erst  später  folgen,  als  wenn  er  auf  die  Functionsbegriffe  keine 
Beziehung  hätte.  Ueberfluss  und  Mangel  zugleich  bietet  die  Erklärung 
der  Stetigkeit  Die  Erwähnung  der  endlichen  Differenzen  trägt  nichts 
zur  Bestimmung  bei,  dagegen  ist  verschwiegen,  dass  die  Function  für 
jeden  Wert  des  Arguments  innerhalb  des  Intervalls  einen  Wert  haben 
muss.  Der  betreffende  Satz  soll  wahrscheinlich  durch  seine  Länge 
entschädigen  für  das,  was  ihm  an  Deutlichkeit  fehlt.  Von  unendlich 
kleinen  Grössen  und  Grenzwerten  wird  hier,  und  noch  mehr  in  spätem 
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Capiteln  ohne  Erklärung  Gebrauch  gemacht.  Allerdings  kann  deren 
Theorie  schon  in  niedern  Schulcursen  gelehrt  und  daher  bekannt  sein. 
Ist  dies  aber  auch  wirklich  der  Fall?  Es  kommen  gar  manche  An- 
wendungen vor,  nach  deren  Begründung  man  fragen  muss,  aber  eine 
Verweisung  auf  Früheres,  die  doch  in  andern  Punkten  nicht  verab- 
säumt ist,  findet  sich  in  diesem  Punkte  nirgends.  Es  folgen  nun,  als 
Einleitung  in  die  höhere  Analysis,  die  ersten  Elemente  der  Differen- 
tial- und  Integralrechnung.  Erstero  bestehen  teils  aus  Ilerlcitung  der 
Differentialformeln  teils  aus  Sätzen.  Zur  Herleitung  werden  unend- 
liche Reihen,  Geometrie  und  Trigonometrie  zu  Hülfe  gezogen,  den- 
noch hat  sich  die  Bearbeitung  strenge  Logik  nicht  zura  Gesetz  ge- 
macht. Es  werden  ohne  Nachweis  der  Berechtigung  für  Grössen 
innerhalb  eines  Ausdrucks  Grenzwerte  substituirt.  Ferner  behauptet 
das  Lehrbuch  mehr  als  ein  Gelehrter  weiss,  nämlich  dass 

f(x  + h)—f(x) 
h 

für  verschwindendes  h im  allgemeinen  einen  Grenzwert  habe.  Es 
wirkt  hiermit  zugunsten  der  grossen  Anzahl  derjenigen,  welche  ge- 
neigt sind  die  Mathematik  zu  einer  Glaubenslehre  machen.  Die 
Principien  der  Integralrechnung  gehen  vom  bestimmten  Integral  als 
Grenzwert  eiuer  Summe  aus.  Die  Existenz  des  Grenzwerts  für  be- 
stimmte Teilung  des  Intervalls  wird  richtig  bewiesen;  der  Nachweis 
hingegen,  dass  derselbe  von  der  Teilung  unabhängig  ist,  beruht  auf 
einem  Deductionscirkel;  denn  er  stützt  sich  auf  den  Begriff  des  von 
einer  Curve  begrenzten  Fläckeuraums,  der  sich  nur  durch  das  Inte- 
gral definiren  lässt  und  jene  Unabhängigkeit  zur  Voraussetzung  hat. 

Dio  Bearbeitung  der  analytischen  Geometrie  lässt  sich  durch 
algebraische  (bzhw.  in  kleinem  Umfang  durch  rein  analytische)  Ge- 
sichtspunkte leiten,  so  dass  die  Geometrie  mehr  als  Anwendung  der 
Algebra  erscheint.  Charakteristisch  ist  überdies,  dass  die  Coordina- 
ten,  wie  in  der  Ebene  so  im  Raume,  unmittelbar  im  schiefwinkligen 
System  eingeführt  werden,  so  dass  der  Uebergang  zum  rechtwinkligen 
nur  gelegentlich  oder  nach  Erforderniss  geschieht.  Erwägt  man,  wie 
leicht  es  ist,  vom  rechtwinkligen  System,  sobald  eine  besondere  Auf- 
gabe cs  verlangt,  zum  schiefwinkligen  überzugeheu,  so  muss  es  un- 
begreiflich sein,  wie  jemand  die  Complicationen  des  schiefwinkligen 
durch  die  ganze  Theorie  hindurchschleppen  kann,  wenn  er  nicht  etwa 
dieselbe  für  einen  besondern  Zweck  bestimmt.  Die  Illusion,  als  ob 
die  schiefwinklige  Coordinatentheorie  umfassender  sei,  die  rechtwink- 
lige wol  gar  die  gehörige  Allgemeinheit  vermissen  lasse,  ist  wol  nie- 
manden zuzutrauen.  Man  wird  daher  als  nächstem  Grund  zu  der 
Vermutung  geführt,  dass  die  Methode  mehr  das  Bedürfniss  der  neuern 
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synthetischen  Geometrie  und  der  Geometrie  der  Lage  als  das  Studium 
der  Naturwissenschaften  im  Auge  habe.  Doch  die  wenigen  Punkte, 
in  welchen  gegen  Ende  des  3.  Capitels  das  Gebiet  der  erstem  be- 
treten wird,  bestätigen  diese  Deutung  nicht  genügend.  Besser  stimmt 
mit  der  Behandlungs weise  die  Erklärung,  dass  es  dem  Verfasser  bloss 
darum  zu  tun  war  ein  weiteres  Feld  für  Uebung  zu  gewinnen , dass 
er  deshalb  überhaupt  auf  kein  bestimmtes  Ziel  der  theoretischen 
Ausbildung  ausgieng.  Die  Gegenstände  der  7 Capitel  sind  1)  die 
Gleichungen  1.  Grades,  die  gerade  Linie  und  die  geradlinigen  Figu- 
ren; 2)  Transformation  der  Coordiuaten;  3)  die  Linien  2.  Grades; 
4)  einfachste  Anwendungen  der  Differentialrechnung  auf  die  Geome- 
trie, Maxima  und  Minima,  Contacta  verschiedener  Ordnungen,  Krüm- 
mungskreis;  5)  Fundameutalbestimmuugen  der  analytischen  Geometrie 
des  Raumes,  die  Gleichungen  1.  Grades  mit  3 Variabein;  6)  Trans- 
formation der  Coordinaten;  7)  die  Flächen  2.  Grades.  Am  ausführ- 
lichsten sind  die  Kegelschnitte  behandelt.  Im  ganzen  Werke  ist  eine 
gleichmässig  concinne,  klare  und  leichtfassliche  Darstellungsweise  an- 
zuerkennen. H. 


Vermischte  Schriften. 

Nouvelle  Correspondoncc  mathdmatique.  R6dig6  par  Eugene 
Catalan,  Docteur  £s  Sciences,  Professcur  ä l’univertite  de  Liege ; avec 
la  collaboration  de  M.  M.  Mansion,  Laisaut,  Brocard,  Neuberg  et 
Edouard  Lucas.  Tome  sixieme.  Liege  1880.  E.  Decq. 

Der  Inhalt  der  eriten  Hälfte  des  Bandes  an  Abhandlungen  ist 
folgender. 

A.  Ribaucour:  Ueber  die  Curven  und  Flächen,  welche  Kreise, 
bzhw.  Kugeln  einhüllen  (Schluss). 

Neuborg:  Ueber  die  Anzahl  der  Kugeln,  welche  4 gegebene 
Ebenen  berühren. 

H.  Brocard:  Eigenschaft  des  Dreiecks  (Forts,  u.  Schl.). 

Sattel : Anwendung  des  Satzes  von  Rolle  auf  die  Theorie  der 
Osculation. 

P.  Mansion:  Ueber  ein  System  linearer  Gleichungen. 

E.  Catalan:  Ueber  einige  Entwickelungen  von  cosma*  und  sin  mx. 

J.  Neuberg:  Eigenschaft  der  Ellipse. 
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C.  — A.  Laisant:  Verallgemeinerung  einer  Formel  von  Cataian. 
E.  Duhois  (Dijon):  Ueber  das  Theorem  der  Lichtbündel. 

E.  Cesaro:  Ueber  die  Existenz  gewisser  Polyeder. 

H.  Brocard:  Eigenschaft  einer  Reihe  von  Dreiecken. 

E.  Cataian:  Ueber  des  Integral 


C.  Le  Paige:  Ueber  eine  Eigenschaft  der  halbsymmetrischen 
Determinanten  von  gerader  Ordnung. 

E.  Dubois:  Ueber  eine  Familie  cykloidaler  Curven. 

J.  Neuberg:  Elementar  mathematische  Uebungen. 

Wassilieff:  Biographische  Notiz  über  Alexander  Popofl. 

Demartros:  Ueber  die  Flächen  von  circularer  Erzeugnngslinie. 

A.  Cataian:  Ueber  die  Kegelschnitte,  welche  4 Bedingungen 
genügen. 

H.  Brocard:  Bemerkungen  über  verschiedene  Artikel  der  Non- 
volle  Correspondance  (Forts.). 

J.  Neuberg:  Ueber  die  Normalen  der  Ellipse. 

E.  Lucas:  Ueber  die  Erweiterung  des  Satzes  von  Descartes. 

H.  Brocard:  Ueber  die  Häufigkeit  und  die  Gesammtzahl  der 
Primzahlen.  H. 
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XXI. 

Heber  den  Wärmezustand  der  Erde. 


Von 

A.  Hempel. 


Im  letzten  Abschnitt  des  Handbuchs  der  theoretischen  Physik 
von  Thomson  & Tait,  Band  I.  sind  unter  dem  Titel:  „Ueber  die 
saeculare  Abkühlung  der  Erde“  eine  Reihe  von  Resultaten  zusammen- 
gestellt, die,  wenngleich  auf  ziemlich  unsicheren  Grundlagen  aufgebaut, 
immerhin  für  die  Geschichte  der  Erde  als  Weltkörper  von  hohem 
Interesse  sind.  Es  ist  an  der  betreifenden  Stelle  der  Weg,  auf  welchem 
die  Resultate  gewonnen  sind,  nur  sehr  allgemein  augedeutet,  und  es 
mag  sich  deshalb  wohl  rechtfertigen,  wenn  in  Folgendem  versucht 
wird,  mit  Benutzung  der  Th o msou’scheu  Annahmen  den  Wärmc- 
zustand  der  Erde  zu  ermitteln.  Thomson  geht  die  verschiedenen 
Hypothesen  durch,  die  über  die  Erdwärme  aufgestellt  siud,  und  bleibt 
schliesslich  bei  der  von  Lcibuitz  gegebenen  Theorie  stehen,  nach 
welcher  die  Erde  früher  ein  glühender  flüssiger  Körper  gewesen, 
ohne  zu  erklären,  wie  sie  in  diesen  Zustand  gekommen.  Es  würden 
danach  für  die  heute  vorhandene  Wärme  der  Erde  zwei  Quellen  in 
Betracht  zu  ziehen  sein:  die  Bestrahlung  durch  die  Sonne  und  die 
in  der  Erde  von  früher  her  vorhandene  Wärme. 

Eine  Verminderung  der  Sonnenwärme  ist  bisher  nicht  nach- 
gewiesen worden,  und  obgleich  wohl  kaum  zu  bezweifeln,  dass  auch 
dieser  Weltkörper  im  Laufe  der  Zeit  einer  Abkühlung  eutgegengeht, 
so  soll  doch  in  Folgendem  seine  Temperatur  als  constant  angesehen 
werden.  Die  Erwärmung  der  Erde  durch  die  Sonne  muss  von  ihrer 
gegenseitigen  Stellung  abhängig  sein,  und  cs  soll  deshalb  ciue  kurze 
Herleitung  der  Beweguug  der  Erde  um  die  Sonne  gegeben  werden. 

Teil  LXV.  22 
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Aus  den  allgemeinen  Gleichungen  für  die  Bewegung  zweier  Mas- 
sen, die  sich  nach  dem  Newton’schen  Gesetz  anziehen,  folgt:  1)  dass 
die  Bcweguug  des  Schwerpunkts  beider  eine  gleichförmige;  2)  dass 
ihre  Bahnen  in  einer  Ebene  liegen,  die  durch  den  Schwerpunkt  geht; 
3)  dass  ihre  Momente  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt,  das  heisst  die 
Wege  ihrer  Leitstrahlen  constant  sind. 

Nimmt  man  nun  die  Ebene  der  Bahn  als  xy  Ebene,  den  Schwer- 
punkt als  Mittelpunkt  rechtwinkliger  Coordinaten,  so  reducireu  sich 
die  allgemeinen  Bewcgungsgleichungen  für  irgend  eine  der  beiden 
Massen  auf: 


1) 


(fix 

dt“ 


fl  X 

r2  r 


p y 

r*  r 


3)  xdy  — ydx  — cdt , 


wobei  fi  die  Beschleunigung  in  der  Entfernung  1,  r der  Abstand  der 
in  Betracht  gezogenen  Masse  vom  Coordiuatenmittelpuukt,  t die  Zeit 
und  c eine  Constante. 


Aus  den  beiden  ersten  folgt: 


oder  wegen: 


oder 

also 

4) 

Nun  ist 


2dx(fix  -f-  2dycfiy  0 xdx  -j-  ydy 

dfi  =-w  — r- 


x2  -} -y2  = r 2 und  xdx  -f-  ydy  = rdr 

2dx(fix-\-2dy(fiy  n dr 

^2  — 


"ey-"(2') 


2 fi  2fi 


du 2 = r2<Zqp2  -}-  dr2 
also  geht  die  Gleichung  über  in: 

r2dqp2-}-  rfr2  2fi  2 fi 


5) 


dfi 


+v 


Drückt  man  x und  y in  Polarcoordinaten  aus,  so  wird  3): 
6)  r2<iqp  = cdt. 


Es  ist  nun  zu  zeigen,  dass  5)  und  6)  den  Kopler’schen  Gesetzen 
entsprechen.  Eliminirt  mau  t aus  5)  und  ü),  so  wird: 
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c*(r*</qp2-|-cfr8)  _ 2u  2fi 

r4r/qp2  r r0  ' V° 

7)  c*dr*  _2p  2p  c* 

r4r7gp2  r r0  ' ü°  r* 

oder  je  nachdem  </gp  und  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben: 


Daraus  folgt  aber: 


CZ 


ep  — ir  = -f  arccos  ± 


Kv-? 
r r0 


2#i  , #** 


und  indem  man  für  z den  Wert  - wieder  einführt 

r 


22* 
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oder 


cp  — w = -{-arccosi 


c r 


Y r(1  er 


COS(qp  — w)  — Hb 


/A_C 
c r 


]/  2 . P* 


C 


c ,1/  7 -V  , 

— ;=±|/  V“7”+^2.cos(g>— ?o) 


r(*  +^|/V“  ~ + ^-.C0S(9  — ?r))  = C~- 

Indem  man  noch  - unter  das  Wurzelzeichen  bringt,  erhält  man 
als  Bahngleichung  des  Körpers 

8)  r (l  T |/l  - p (“T  - ■‘■»j  ■ oos(<P  - «•))  = l 


Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  dessen  Abstände  von  einem 
festen  Punkte  (Brennpunkt)  und  einer  festen  Graden  (Directrix)  in 
einem  constanten  Vcrhältniss  stehen,  ist  ein  Kegelschnitt.  Bezeichnet 
man  den  Abstand  eines  Curvenpunktes  vom  Brennpunkt  mit  r,  sein 
Vcrhältniss  zu  dem  Abstande  von  der  Directrix  mit  den  Abstand 
des  Brennpunktes  von  der  Directrix  mit  p,  so  ist  die  Gleichung  des 
Kegelschnitts: 

r(l  — ecos(<p — w))  = cjj. 

Also  ist  8 die  Gleichung  eines  Kegelschnitts. 


Es  ist  nun  zu  zeigen,  dass  die  Wurzel  darin  nicht  imaginär  wer- 


2 u 


den  kann,  was  nur  möglich  wäre  für v02^>o. 


Nun  ist: 


oder 


r^dxp  S rtls 


cdt  7?  rds 


c 


ttt» 
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also  für  — p()2 
ro 


o 


?(¥—)< 


2n>2  rV 


Für  das  Maximum  des  Ausdrucks  rechts  in  Bezug  auf  t>2  hat  man: 

2 r 2r2u5J  ft 

— = — s-  oder  v*  =-  - 
fi  fi-  r 


und  für  diesen  Wert  ist 


2r»2  r2v* 

fi  “ fi2  — ’ 


< 


also  ist  das  zweite  Glied  unter  dem  Wurzelzeichen  in  8)  __  1;  die 
Wurzel  reell. 

Die  Bahn  ist  nun  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  jcnachdcm 

e *')  1 1 ; 
das  heisst  jcnachdcm 


2 < 

*>o  ^ — 

> r0 


Setzt  man  darin 
so  wird 
nun  war 
4) 


r0  = x;  Vq 


o 


V*  — V, 


e = 1; 

2 2fi . 


rf 


kommt  also  der  Körper  aus  unendlicher  Entfernung  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit o,  so  wird 


v2  — 


2fi. 


die  Bahn  ist  also  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  jcnachdcm  dio 

Geschwindigkeit  in  einem  Punkto  ^ als  diejenige,  die  er  daselbst 

haben  würde,  wenn  er  aus  unendlicher  Entfernung  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit o dahin  gekommen  wäre. 

Da  es  sich  um  die  Erde  als  Planeten  handelt,  so  ist  die  Bahn 
eine  Ellipse,  und  es  ist  mithin: 

V < 
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Nun  war 


7) 


* ( dr-Y\  c'  — _ 2u  i * 

4 Viqp  / r2  r r0  V°  * 


Für  Maximum  und  Minimum  von  r wird 


also  giebt 


dr 

dtp 


c*  2p  2(i 

r-»-V+70  -t’"  “ 0 


die  beiden  Stücke  der  grossen  Axe.  Es  wird: 


.* 


2fi  r 


2/i 


— vo 


s+27 


= 0; 


— t\>2 


also  die  grosse  Axe 

2^ 


a)  2 a = 


2f* 


— V 


Bezeichnet  mau  den  Abstand  des  Brennpunktes  vom  Mittelpunkt 
mit  m,  so  hat  man  für  den  Endpunkt  der  kleinen  Axe: 


ß) 


n 


= e ; a — me  = pe 


m+p 

und  für  den  Endpunkt  der  grossen  Axe 

— r ~^~v — = e ; (a-4-m)  (1  — e)  = pc  — a — me 

a-\-m-\-p 

a — ac-|-»i — me  = a — me;  m = ac  eingesetzt  in  ß ) 


also 


y)  o(l  — e2)  = pe.  Aus  8)  pe  = — 

f4 


f4  — 


a(l— c2) 


Es  war  aber 


cdt  = r2d(p 


also  c der  doppelte  in  der  Zeiteinheit  durch  den  Leitstrahl  beschrie- 
bene Flächenraum ; bezeichnet  man  die  Umlaufszeit  mit  T,  so  ist: 

• k2abn 

c — ~r~ 


V*  = «2(1 
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2ita*V(i  — c2)  „ 4rc2a4/„  vv 

e*)  ; c-  = j c 1 = -,r2  - (1  — e *) 
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4 7t2«3 


<5)  f*  = ~rpi 

Eliniinirt  mau  <p  aus  den  Gleichungen  5)  und  6),  so  wird: 


<lr\*  c*  2 ix  2 (x 

w)  = -^+t-7:+v<> 


2f» 

r0 


— v-2 


0 1 2 ur 


^ — 


2#i 


s+2^ 


tv 


und  mit  Benutzung  von  «)  und  y) 

2a 


2j* 

r/r\2  rn 


— jr2 — 2ar-f-«2(l  — e2)/ 

p 2 


und  daraus: 


rrtr 


dt  = 4- 


Va2c2 — (r  — a)2 

Setzt  man  nun 

r <=»  «(1  — ccosw) ; dr  = aesinudw;  (r — a)2  = a2e2(l — sin*u) 
so  wird 

a2c2  — (r  — a)2  = o2e2sin2?4 
und  mit  Benutzung  von  «) 

«2e(l — ecosw)  j/~  • sinw  . du 


dt  = -f* 


ac  sin  u 


+ «(1  — e cos  w)  J/  - . 


i4 


i jh  a T* 

und  wegen  6)  - = 


T 


dt  ==>  -f-  ö"(l  — cCOS  u)  du 
Zn 

T , . v 2?r 

— esinu);  .t  = u — esinu 
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wenn  t gerechnet  wird  von  dem  Moment  ab,  wo  u = o,  also  r ein 

Minimum.  ist  der  Winkel,  den  der  Leitstrahl  bei  gleichförmiger 

Winkelgeschwindigkeit  in  der  Zeiteinheit  beschreiben  würde.  Es  kann 
also  t*  für  irgend  eine  Zeit  bestimmt  werden,  und  daraus  wiederum  r. 

In  der  Entwickelung  für  dio  Bcwegnng  der  Erde  um  die  Sonne 
tritt  die  Excentricität  als  eine  constaute  Grösse  auf,  und  sie  müsste 
auch  constant,  sein,  wenn  es  sich  um  diese  beiden  Weltkörper  allein 
handelte;  nun  wird  aber  in  der  Astronomie  gezeigt,  dass  sie  durch 
die  Einwirkung  anderer  Weltkörper  geändert  wird.  Le  Verricr  uuter 
Anderen  hat  Formeln  zur  Berechnung  der  Excentricität  der  Erdbahn 
aufgestellt.  — Auf  Grund  dieser  Formeln  von  50000  zu  50000  Jahren 
berechnet  hat  James  Kroll  (climate  and  time)  eine  graphische  Dar- 
stellung dieser  Excentricitätcn  gegeben,  so  weit  sie  in  3000000  Jahren 
von  1800  aus  rückwärts  gerechnet  stattgefundcu  haben,  und  so  weit 
sie  in  1000000  Jahren  von  18<X)  aus  stattfindeu  werden.  Aus  dieser 
Tafel  ersieht  man,  dass  die  Excentricitätcn,  die  von  einem  Maximum 
zum  anderen  Zeitabschnitte  von  mindestens  100000  Jahren  umfassen, 
höchst  unregelmässige  sind.  Die  Grenzen  aber,  zwischen  denen  die 
Excentricität  sich  ändert,  sind  von  Le  Vcrrier  auf  o und  0,07775 
festgcstellt  worden.  In  neuerer  Zeit  hat  der  Amerikaner  Stockwell 
mit  Berücksichtigung  des  Einflusses  des  Neptun  Berechnungen  an- 
gestellt, nach  welchen  die  Grenzwerte  o und  0,0693888  betragen.  Was 
aber  die  Bahnelemente  angeht,  so  hat  Laplacc  bewiesen,  dass  die 
Aenderung  der  Excentricitätcn  auf  die  mittleren  Bewegungen  und 
dio  grossen  Axen  der  Planetenbahnen  keinen  Einfluss  haben. 

Es  ist  nun  die  Frage  zu  stellen,  ob  durch  die  Veränderung  der 
Excentricität  die  Erwärmung  der  Erde  durch  die  Soune  wesentlich 
beeinflusst  werden  kann. 

Als  Ausgangspunkt  diene  die  Gleichung: 


dt  = (1  — CCOStt) 


1 A3  T 
V fi-du  = 2 ~n 


2^(1  — c cos  u)  du  für  r = a(l — ccosu). 


Während  der  Zeit  dt  fällt  auf  den  Planeten  eine  Wärmemenge, 
dt 

die  proportional  * ; also  für  irgend  eiue  Zeitdauer 


Si-ß. 


— (1  — e COS  m)  du 



a*(l  — c cos  u)'* 
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2 


ss 


•>w  i • u 

cos-  r,  sm2  - 

+4  M 


9 

y «i* 


9 

y 


C0S"~ 

md 

i+tg2!j— ß+ctg-^ 

u 

^2 

1—  <*+(l-j-e)  tg2^ 


2 

(1  — c)  Vau 


9 

dd 

Vau  . (1  — c2) 

2 

y a(i . (1  — e2) 


Nun  ist  der  Abstand  des  Mittelpunktes  der  Ellipse  von  der 
Directrix  = - ; der  Abstand  irgend  eines  Umfangpunktes  von  der 

G 

V 

Directrix,  wenn  r der  zugehörige  Leitstrahl:  = Denkt  man  sich 

6 

nun  über  der  grossen  Axe  als  Durchmesser  einen  Kreis  beschrieben, 
von  dem  Ort  des  Planeten  eine  Grade  normal  zur  grossen  Axo  bis 
zum  Durchschnitt  mit  dem  Kreise  gezogen:  denkt  man  sich  weiter 
diesen  Durchschnittspunkt  mit  dem  Mittelpunkt  verbunden,  und  be- 
zeichnet man  den  Winkel,  den  dieser  Kreisradius  mit  der  grossen 
Axe  nach  der  Seite  des  Perihels  hin  bildet,  mit  «,  so  wird: 

r a , 

- = a cos  u oder  r = «(1  — e cos  u). 

e e 

Rechnet  mau  also  die  Zeit  vom  Durchgang  durch  das  Perihel 


34(5 
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aus,  so  beträgt  die  zugoführte  Wärmemenge  bis  zum  Durchgang  des 
Planeten  durch  den  Endpunkt  der  kleinen  Axe  eine  Grösse,  die  pro- 
portional : 


bis  zum  Durchgang  durch  den  Endpunkt  der  grossen  Axe: 


arc  tg 


71 


bis  zum  Durchgang  durch  den  2.  Endpunkt  der  kleinen  Axe: 


bis  zur  Rückkehr  zum  Anfangspunkt: 

arctg  = n. 

Fällt  die  Sonnenwende  mit  dem  Durchgang  der  Erde  durch  das 
Perihel  zusammen,  so  ist  für  den  Frühlingspunkt  cos  u = e ; also 


die  Wärmeaufnahme  vom  Durchgang  durch  das  Perihel  bis  zum 
Durchgang  durch  den  Frühlingspunkt  ist  also  proportional 


arc  tg 


bis  zum  Endpunkt  der  grossen  Axe  war  sie  proportional  ^ ; es  muss 

also  unter  der  gestellten  Voraussetzung  die  Erde  während  des  kür- 
zeren Halbjahrs  in  der  Sonnennähe  grade  so  viel  Wärme  empfangen 
als  während  des  längeren  Halbjahrs  in  der  Sonnenferne. 


Für  den  ganzen  Umlauf  ist  die  zugeführte  Wärmemenge  propor- 
-~r. ; es  ist  aber  die  kleine  Axe  — V«2(l — c2),  also 


Z7C 


tional:  — 

V ap(l  — e2) 

die  zugeführte  Wärmemenge  umgekehrt  proportional  der  kleinen  Axe. 


Wächst  die  Excentricität  von  o zu  0,07,  so  nimmt  die  kleine  Axe 

im  Verhältniss  von  ^i====_^=  = ab  und  es  wächst  die  auf- 

l/l  — 0,07 2 997 

997 

genommene  Wärmemenge  im  Verhältniss  von  Hinge  also  die 
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Erwärmung  der  Erde  nur  von  der  Sonnenwärme  ab,  und  nimmt  man 
vom  absoluten  Nullpunkt  aus  gerechnet,  die  mittlero  Temperatur 
gleich  273°  Celsius,  wie  es  etwa  dem  heutigen  Zustande  der  Erde 
entspricht,  die  Temperatur  des  Weltalls  aber  = w°,  so  könnte  durch 
die  Aenderung  der  Excentricität  die  Oberflächentemperatur  der  Erde 
noch  nicht  um  1°  C.  erhöht  oder  erniedrigt  werden.  Nimmt  man 
aber  die  Temperatur  des  Weltalls  nach  Pouillet  = — 142°  vom  Ge- 
frierpunkt des  Wassers  aus  gerechnet,  so  könnte  die  Oberflächeu- 
temperatur  der  Erde  um  höchstens  0,4°  C.  variiren. 

Da  aber  erfahrungsmässig  der  Einfluss  der  Oberflächentemperatur 
schon  in  sehr  geringen  Tiefen  verschwindet,  so  kann  daraus  geschlos- 
sen werden,  dass  die  Aenderung  der  Excentricität  keinen  Unterschied 
für  den  Wärmezustand  der  Erde  im  Ganzen  herbeiführt. 

Anders  verhält  es  sich  freilich  mit  dem  Wärmezustand  an  der 
Oberfläche;  wird  hier  die  Temperatur  durchweg  um  1°  niedriger,  so 
müssten  schon  dadurch  allein  manche  Aenderungou  herbeigeführt 
werden;  es  müssten  zum  Beispiel  die  Schnee-  und  Vegatationsgrenzeu 
sich  verschieben.  Ebenso  könnte  durch  Aenderung  der  Excentricität 
die  Verteilung  der  Wärme  an  der  Erdoberfläche  beeinflusst  werden 
und  nach  der  Meinung  von  James  Kroll  (climate  and  time)  soll 
das  in  hohem  Maasse  der  Fall  sein. 

Es  bleibt  also  übrig  zu  untersuchen,  welchen  Einfluss  Verteilung 
und  Bewegung  der  vorhandenen  Wärme  auf  den  Zustand  der  Erde 
ausübt.  Thomson  legt  seinen  Betrachtungen  darüber  die  Formel 


2 V« 

2 V [* 

v ==  vo  H — 7=  / e~e*  d* 
y & '/ 
o 

zu  Grunde. 

Bekanntlich  stellt  nach  Fourier  die  Differentialgleichung 

dv  d2v 

dt  ^ <ix2 

das  physikalische  Gesetz  dar,  nach  welchem  die  Wärmeverteilung  in 
einem  Körper  stattfindet.  Nun  sind  die  täglichen  Schwankungen  der 
Oberflächentemperatur  der  Erde  nur  bis  zur  Tiefe  von  1 Meter  be- 
merkbar, die  jährlichen  Schwankungen  aber,  die  hier  allein  in  Be- 
tracht kommen  könnten,  verschwinden  schon  in  einer  Tiefe  von  16 
bis  18  Metern;  dagegen  kann  der  Radius  der  Erde  als  unendlich 
angesehen  werden.  Nimmt  man  zunächst  uoch  an,  dass  die  mittlere 
Obertiächentemperatur  constaut  ist,  so  mag  die  Erde  als  ein  Körper 
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angesehen  werden,  der  auf  einer  Seite  von  einer  Ebene  begrenzt 
wird,  — der  nach  der  anderen  Seite  sich  bis  ins  Unendliche  er- 
streckt, — für  den  die  Temperatur  an  der  Grenzeboue  coustant  ist 
und  für  den  die  Temperatur  irgend  eines  Punktes  im  Innern  allein 
von  der  Zeit  und  seiner  Entfernung  von  der  Grenzebene  abhängt. 
Es  soll  ferner,  auf  Grund  der  Lcibnitz’schen  Theorie,  augenommen 
werden,  dass  zu  Anfang,  als  die  Erde  noch  ein  glühender  flüssiger 
Körper  war,  die  Temperatur  in  allen  Teilen  dieselbe  und  = r„-J- V 
gewesen  ist. 

In  der  Thomson’schcn  Formel  bezeichnet  v die  Temperatur 
in  irgend  einem  Punkte,  die  Temperatur  an  der  Oberfläche,  V die 
Anfaugstcmperatur,  x die  Tiefe  des  Punktes  unter  der  Oberfläche, 
t die  Zeit,  h die  Wärmeleitung,  das  heisst  diejenige  Wärmemenge, 
welche  durch  den  Querschnitt  1 hindurchfliesst,  wenn  der  Temperatur- 
unterschied pro  Längeneinheit  — 1 und  wenn  als  Maass  diejenige 
Wärmemenge  genommen  wird,  welche  nötig  ist  um  die  Kubikeinhcii 
des  Körpers  um  1°  zu  erwärmen.  Diese  Bezeichnungen  sollen  in 
Folgendem  festgehalten  werden. 

Sucht  man  nun  eine  Function,  die  der  Differentialgleichung  ge- 
nügt, und  die  nebenbei  die  Bedingung  erfüllt:  v — V für  t = o und 
v = o für  x = e,  so  findet  man: 


oder  indem  man  für  das  erste  Integral  setzt 


dl  = 21 /ü.  dz 


und  für  das  zweite 


x-4- 1 

— j - = z : dl  — 2 V kt . dz 

21 /kt 


2 \ 'tu 


2 \rkt 


2 \rk  t 


für  x = o wird  v — o und  für  t — o,  wegen 
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wird  v — V. 


Sucht  mau  andererseits  eine  Function,  die  der  Differential- 
gleichung genügt  und  dabei  die  Bedingungen  erfüllt: 


v = ?’0  für  t — o\  und  v — v0  für  x — o 
so  erhält  mau 


v = 


Danach  ist  % die  mittlere  OberHächeutemperatur  für  jede  Zeit; 
sic  soll  wie  früher  = o angenommen  werden. 


Indem  man  beide  addirt,  wird 


1) 


eine  Function,  die  den  Bedingungen  genügt: 


v = v0  -}-  V für  t = o und  v = v0  für  x — <>. 


Offenbar  stellt  sich  Thomson  vor,  dass  die  glühende  flüssige 
Erde  sich  sehr  schnell  mit  einer  dünnen  Kruste  von  niedriger  und 
constauter  Temperatur  bedeckt  hat,  was  sich  wohl  daraus  rechtfertigt, 
dass  auch  heute  noch  ein  glühendes  Lavafeld  sich  in  wenigen  Tagen 
mit  einer  Schicht  überzieht,  die  es  zugänglich  macht. 

Geht  man  von  der  Formel  aus: 


v 


so  wird: 


(x+A)*  . 
Akt  ' l 

j 


tlv 

dx 


(x-/)* 
4 kt 


+ "Ö 


+ * - 


(x  + P.)7 

Akt 


2 kt 


Setzt  mau  wie  früher: 
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X — A 
kt 


r-f-  A 

21 /kt 


dX  = 2 V kt.  dz 


so  wird: 


dv 


dx  2V  nkt 


CD 

| J*  2 ze~t%dz-\-  J 2ze-‘*dz 


2 V" kt 


x 

2 X kt 


-5*1/-'---+/-*-'! 


2^kt 

V ( - - 

1 - it 


x 

2 V kt 


2l/ tiA’£  l 


Akt 


+ * 


Akt  \ 


also  schliesslich: 


und  daraus: 


dv  V 

2)  = -7 — . c 


*/2?> 


4« 


x 


Ynkt  2Jct 


. c 


Akt 


Sondert  man  aus  der  Grundformel  den  Factor  ab,  der  allein  von 
t abhängig  ist,  — also: 


1 ( _<£-*>* 


Yt 


Akt  _ 


<*+*£  i 

4*/  * 

I 


und  leitet  ihn  nach  t ab,  so  erhält  man : 


1 i _(*-*)*  _ (*+*£ t 

_ » P Akt  P Akt  t 

2(VM  ) 


, L I (?=ALS  - -*&c 

+ ya  4 H*  -e 


4 kt* 


! 


also: 


00 

-JL.-V  A 

2V  jtÄ’  2fXtJ 


dv 

<lt  2^  nie  2i^t, 


(x+;.)5 


</A  \ — e ^ ^ 


\ 


+ 2&  • c 2to  ‘ J 


■gMg.  ■ jMf  n ■ * ■ 

" ■ ia 
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(X-*)1 

4» 


(£+/)’ 

, 4Arif  ( 

j 


macht  mau  die  früheren  Einsetzungen: 


x — A 


2 


ac— j—  A 
2ykt 


z ; 


JA  = 2 Y kt.  dz 


so  wird: 


s - iÄrSv?  1)c“! 


-E*  \ 


2 V « 


X 

L /~l  , 


2 


2 V kt 


Hl-"-*)  =-~Jnf 


2 V kt 

x 

2 V kt 


d (ze~ **) 


2 JW 


also  schliesslich: 


3) 


Jv 


— — . . — g - e 4kt  — k — 

lYn  2YkY  ~ <1** 


Die  aufgestellte  Formel  genügt  also  der  Differentialgleichung  und 
den  gestellten  Bedingungen. 

Bei  Anwendung  der  Formeln  ist  als  Zeiteinheit  ein  Jahr  zu 
nehmen.  V setzt  Thomson  = 7000°  Fahrenheit,  eine  Annahme, 
die  wohl  nicht  zu  hoch  erscheint,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  Schmelz- 
temperatur verschiedener  Metalle  zwischen  3000°  und  4000°  Fahren- 
heit liegt,  dass  die  Temperatur  einer  in  der  Luft  brennenden  Wasser- 
stoff-Flamme 5866°  Fahrenheit,  und  die  einer  Hydrooxygen-Flamme 
125000°  ist  (Tyndal). 


Die  Längeneinheit  ist  bei  Thomson  ein  englischer  Fuss;  den 
Coefficienten  k aber  setzt  er  = 400. 


Zur  Bestimmung  des  k benutzt  Thomson  vieljährigc  Beobach- 
tungen der  periodischen  Temperaturveränderungen  in  verschiedenen 
Tiefen  unter  der  Erdoberfläche.  Die  Methode  dieser  Bestimmung 
ist  von  Everett  angegeben  in  einem  Aufsatze,  der  sich  unmittelbar 
an  den  von  Thomson:  „on  the  periodical  variations  of  Underground 
temperaturc“  Trans  Roy.  Soc.  Edingb.  March.  1800  — auschliesst. 


I 

I 
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Everett  geht  von  der  Formel  aus; 

» = -V> +/*,  sin  ^2ji  l;r  + &’,)  + 1\  sin  (ix.  i -f 

darm  ist  A0  die  mittlere  Jahrestemperatur;  für  irgend  ein  anderes 
b-licd  ist  das  Maximum  oder  Minimum  =-{-/>  oder  — P-  p ist  also 
die  halbe  Amplitude;  E ist  die  Phasenverzögerung.  Die  Reihe  con- 
vergirt  sehr  schnell,  so  dass  nur  die  ersten  Glieder  festgehalten  wer- 
dem  P und  E sind  beide  von  der  Tiefe  abhängig,  in  der  beobachtet 
wird.  Setzt  man  nun  die  im  Laufe  eines  Jahres,  und  für  eine  be- 
stimmte Tiefe  durch  Beobachtung  von  v gefundenen  Werte  in  die* 

ormel  em,  so  kann  man  daraus  A0,  P,  E bestimmen.  Er  weist 
dann  weiter  nacli,  dass 

A En  _ A lg  P»  _ l'/nnc  ; 


x 


Tx  | 


oboi  Ai.  der  Zuwachs  der  Phasenäuderuug,  AlgE„  der  Iogaritli- 
lrnsche  Zuwachs  der  Amplitude,  wenn  man  von  den  Beobachtungen 
in  einer  Tiefe  zu  denen  in  einer  anderen  Tiefo  übergeht,  r der 

Unterschied  der  beiden  Tiefen  und  ~ das  k in  der  Thomson’scheo 
Formel  ist. 

Zur  Auswertung  von  k benutzt  Thomson  Beobachtungen  von 
horbes,  die  während  mehrerer  Jahre  au  drei  verschiedenen  Stand- 
orten ausgeführt  worden  sind.  Es  ergiebt  sich  daraus  k _ 235.1  m 
Sandstein;  = 260,5  im  Sand;  = 690,7  im  Basalt.  Der  Mittelwert 
davon  ist  nahezu  400.  In  den  Beobachtungen  von  Forbes  dient  der 
französische  Fuss  als  Längeneinheit;  da  aber  der  englische  Fuss  nur 
wenig  von  dem  französischen  abweicht,  so  kann  immerhin  dieser  Wert 
für  den  englischen  Fuss  als  Einheit  festgehalten  werden.  Wenn  aber 
Thomson  meint,  dass  das  k wohl  für  alle  Tiefen  und  für  alle  Tem- 
pel aturen  dasselbe  sei,  so  erscheint  das  sehr  gewagt;  indessen  da 
nicht  genügende  Beobachtungen  existireu,  die  eine  nähere  Prüfung 

möglich  machen,  so  soll  -100  als  allgemeiner  Wert  von  k bcibehalten 
werden. 

400  ist  also  die  Wärmemenge,  welche  durch  einen  Quadratfuss 
des  Erdbodens  hindurchtliesst,  wenn  die  Temperaturdifferenz  für  jeden 
Fuss  1»  F.  beträgt  und  wenn  als  Maass  die  Wärmemenge  dient, 
welche  nötig  ist  um  einen  Cubikfuss  Gestein  um  1«  F.  zu  erwärmen. 
Nun  nimmt  nach  Thomson  die  Temperatur  für  jede  50  Fuss  Tiefe 
um  1«  F.  zu  oder  für  je  27  Meter  um  1»  C.,  was  mit  den  gewöhn- 
licben  Annahmen  übereinstimmt;  also  diesseu  in  Wirklichkeit  durch 
jeden  Quadratluss  8 obiger  Wärmeeinheiten. 


I 
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Um  sich  eine  Vorstellung  von  dieser  Wärmemenge  zu  machen 
wird  es  nötig  sein  sie  durch  die  gebräuchlichen  Maassc  auszudrücken. 

In  der  Entwicklung  der  Differentialgleichung  geht  k aus  dem 
Ausdruck  ~~  hervor,  w obei  x die  Wärmemenge,  die  durch  den  Quer- 
schnitt 1 hindurchgeht,  wenn  der  Temperaturunterschied  pro  Längen- 
einheit = 1,  q die  Dichtigkeit,  c die  specifischo  Wärme.  Nimmt  man 
Grade  C.  statt  der  Grade  F.,  so  ändert  sich  der  Wert  von  k nicht, 
da  es  sich  dabei  nur  um  das  Verhältniss  zweier  Wärmemengen  han- 
delt. Schreibt  man  dann  Meter  statt  Fuss  (1  Meter  = 3,28  Fengl), 

2 

. t 

so  wächst  der  Zähler  im  Verhältniss  von  1:3,28,  der  Nenner  von 

3 

1:3,28,  und  da  die  Teinpcraturdifferenz  pro  Längeneinheit  im  Ver- 
hältniss von  1:3,28  abnimmt,  so  erhält  mau  das  neue  &,  indem  man 

o 

das  alte  durch  3,28  dividirt,  das  giebt  k = 37.  Es  fliesst  also  durch 
einen  Quadratmeter  jährlich  37  mal  so  viel  Wärme  als  nötig  um 
1 Kubikmeter  Gestein  um  1°  C.  zu  envärmen.  Nimmt  man  als  Maass 
dio  Wärmemenge,  welche  nötig  ist  um  l Kubikmeter  Wasser  um 
1°  C.  zu  erwärmen,  so  wird: 


Man  erhält  also  das  k für  die  neue  Einheit,  wenn  man  den  frühe- 
ren Wert  mit  qc  multiplicirt. 

Nun  hat  Forbes  die  specifischen  Wärmen  der  drei  Gesteins- 
arten durch  Reguault  bestimmen  lassen  und  Thomson  giebt  in 
seinem  Aufsatze  die  zugehörigen  Producte  aus  specifischer  Wärme 
und  Dichtigkeit  an: 

= 0,5283;  0,3006  ; 0,4623 

der  Mittelwert  daraus  beträgt  0,43;  also  wird  , 


k = 37.0,43  = 16. 


Die  Temperaturdifferenz  beträgt  1°  für  je  27  Meter,  also  fliesst 


16 

durch  einen  Quadratmeter'  ^ mal  so  viel  Wärme  als  nötig  ist  um 

4«  l 


1 Kubikmeter  Wasser  um  1°  C.  zu  erwrärmcn  oder 
= 592  oder  uugefähr  600  Calorien. 


16000 

27 


Calorien 


Es  wird  in  Folgendem  gezeigt,  dass  diese  Wärmemenge  mit  der 
Zeit  abnehmeu  muss,  aber  es  ist  auch  wohl  selbstverständlich,  dass 
mit  fortschreitender  Abkühlung  sie  kleiner  wird,  und  es  ist  in  Folge 
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die  Frage  zu  stellen,  ob  durch  Verminderung  dieser  Wärmemenge 
die  Oberflächentemperatur  merklich  geändert  werden  kann. 

Nach  James  Kroll  (climate  and  time)  empfängt  ein  Quadrat- 
fuss  der  Erdoberfläche  bei  beständig  senkrechter  Incidenz  der  Sonnen- 
strahlen, nach  Abzug  des  Teils,  der  durch  die  Atmosphäre  zurück- 
gehalten wird,  während  eines  Tages  = 12  Stuuden,  eine  Wärmemenge 
äquivalent  2796767  Fusspfund  engl,  oder,  da  ein  Quadratmeter  nahezu 
11  Quadratfuss  engl.,  1 Meterkilogramm  = 9 Fusspfund  pro  Quadrat- 


2796768.11 
meter  


M.  K. 


Die  Wärmemenge,  die  von  der  halben  Erdoberfläche  binnen  12 
Stunden  aufgenommen  wird,  ist  dieselbe  als  diejenige,  welche  in  der- 
selben Zeit  die  Fläche  eines  grössten  Kreises  bei  senkrechter  Incidenz 
erhält.  Da  nun  ein  grösster  Kreis,  die  Erde  als  Kugel  angesehen, 
sich  zur  halben  Oberfläche  verhält  wie  1:2,  so  nimmt  ein  Quadrat- 
meter pro  Tag  durchschnittlich  auf: 


2796768.11.1  2796768.11.1 

9.2  M.  K.  - 9,2.425 


Calorien 


und  pro  Jahr 


2796768.11.1.365  . . . , f . . 

Q 0 Aiys Caloncn  oder  etwa  146 <000  Calorien. 


Davon  betragen  600  Calorien  etwa  244q- 


Da  die  mittlere  Temperatur  der  Erdoberfläche  constant  ist,  so 
muss  sic  gerade  so  viel  Wärme  in  den  Weltraum  ausstrahlen  als  sie 
Wärme  empfängt.  Fällt  ein  Teil  der  aufgenommenen  Wärmemenge 
fort,  so  muss  die  Oberflächentemperatur  bis  zu  einem  neueu  Gleich- 
gewichtszustand sinken.  Setzt  man  die  Ausstrahlung  =■=  a und  pro- 
portional dem  Unterschied  zwischen  der  Temperatur  der  Erdober- 
fläche und  der  des  Weltraums;  die  von  der  Sonne  empfangene  Wärme 
=i  js-,  die  aus  dem  Inneren  der  Erde  zuttiessende  = f und  rechnet 
man  absolut  genommen  die  Temperatur  des  Weltraums  =•  o,  also  die 
der  Erdoberfläche  = 273°  C.,  so  wird: 


a = c.  273  = ä -{—  6. 


Fiele  nun  der  Wärmefluss  aus  dem  Innern  fort,  so  müsste  sich 
die  Temperatur  der  Erdoberfläche  um  x°  erniedrigen;  es  würde 

t\(273  — x)  = h 

also 

273  — x s 
273  = s-fe 


oder 


x — 


+ 


273 
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und  da  e sehr  klein  im  Verhältniss  zu  * 


x = - . 273 
8 

e i 273 

j war  2440’  es  wür^c  also  die  Temperaturerniedrigung  C. 

das  ist  etwa  5 0 betragen. 


Nimmt  man  aber  die  Temperatur  des  Weltraums  nach  Pouillet 
vom  gewöhnlichen  o Punkt  ans  gerechnet  = — 142°,  so  würde  die 

m 142  1 

Temperaturerniedrigung  nur  0 C.  oder  ungefähr  ^ 0 C.  aus- 
machen. 


Der  Unterschied  also,  der  durch  die  fortschreitende  Abkühlung 
der  Erde  in  der  Oberflächentcmperatur  hervorgebracht  werden  kann, 
ist  unter  allen  Umständen  ein  höchst  geringer. 


Es  bleibt  noch  der  innere  Wärmezustand  der  Erde  in  Betracht 
zu  ziehen.  Die  zugehörigen  Formeln  waren 


X 

»yvt 


1) 


2 V f' 


dv 


2)  -7:  = 


V - 


3) 


Ynkt 
dv  V 


Akt 


dt 


ty 7t  zYkt 


X 

6 4« 


Nimmt  man  in  1)  x sehr  klein,  t sehr  gross,  so  kann  man  e~ *' 
ohne  grossen  Fehler  «=  1 setzen-,  cs  wird  also 


2 Vki 


X 

2^  kt 


dz 


V.x 


v — % 


0 

» — 


y nict  x y UM 

Die  Temperatur  nimmt  für  50  Fuss  Tiefe  um  1°  F.  zu. 


23* 
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Für  x = 50  wird  also  v — v0  = 1 ; V war  aber  = 7000,  k ==  4Ü0, 
daher : 


1 _ 7QQo 

6Ö  “ V4ÜÖ7  nt 


oder 


t = 


352.  IQ8 
400. 7t 


1225 

1256 


.10» 


also  nahezu  = 108,  das  heisst  es  sind  seit  dem  Zustand  der  Erde, 
welchen  Thomson  als  Ausgangspunkt  genommen,  108  Jahre  ver- 
gangen. 


dv 

(Ix 


Dasselbe  Resultat  erhält  man  aus  Gleichung  2),  wenn  man  darin 
1 _ 

= setzt,  da  e 4kt  wieder  = 1 wird. 


Aus  2)  ersieht  man,  dass  für  ein  gegebenes  ae,  von  der  Ober- 
fläche aus  gerechnet,  die  zugehörige  Temperaturzunahmc  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  Zeit  umgekehrt  proportional  ist. 


Nimmt  man  x — 1 und  t — 4.104;  16. 104;  4.10<J;  108,  so  er- 
hält mau  als  zugehörige  Temperaturen  in  1 Fuss  Tiefe  1°;  -*•,  r-j fl; 

F.,  das  heisst  4.104  = 40000  Jahre  nach  Begiuu  der  Krusten- 
bildung betrug  die  Temperatur  in  1 Fuss  Tiefe  1°;  u.  s.  w. 


3) 


dv 

dt 


V x - 
tV  n 2 \kt 


stellt  die  Abkühlung  dar.  ze~z*  wird  ein  Maximum,  wenn  die  Ab- 
leitung 

c~z*  — 2z2/}-*'  = c~'*(l  — 2 z2)  = o,  also  wenn  z2  = \ 


Für  kleinere  Werte  von  z2  ist  wegen  1 — 2z2  o die  Ableitung 
7>  «;  also  wächst  der  vorgelegte  Ausdruck  bis  zu  dem  Werte  für 

z2  — s;  von  da  an  nimmt  er  wieder  ab. 


Das  Maximum  der  Abkühlung  findet  also  nicht  au  der  Ober- 
fläche statt,  sondern  in  derjenigen  Tiefe,  für  welche 

x*  \ 

z2  — 77-  — 4; ; also  für  x = 20  V 2/  = 281 
4 kt  2 

Der  Fortschritt  des  Maximums  der  Abkühlung  nach  der  Tiefe 
ist  also  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Zeit. 

Heut  nach  108  Jahren  findet  die  grösste  Abkühlung  in  einer  Tiefe 
von  28. IO4  Fuss  = 280000  Fuss  ~ 89000  Metern  oder  11  Meilen 
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statt.  4.108  Jahre  nach  Anfang,  also  3.108  Jahre  nach  heute,  ist 
die  grösste  Abkühlung  bis  zu  einer  Tiefe  von  22  Meilen  vor- 
gedrungen. 

Es  beträgt  für  1 Jahr  die  heutige  grösste  Abkühlung,  das  heisst 
also  die  Abkühlung  in  einer  Kugelsehaale,  welche  sich  in  einer  Tiefe 
von  11  Meilen  unter  der  Oberfläche  befindet: 

jl.  j_e-(  m _j__  _ — * — o p 

(V*  Y 2 10*.  1,4./®.  2,71828  10*.23  60000 

die  betreffende  Schaale  kühlt  sich  jetzt  in  einem  Jahre  um 


60000 

Was  kann  nun  die  Folgo  einer  solchen  ungleichmässigen  Ab- 
kühlung sein?  Es  ist  anzunehmen,  dass  der  innere  Kern  der  Erde 
heute  noch  flüssig  ist:  denn  wenn  Thomson  meint,  dass  die  Erde 
von  Innen  heraus  erstarrt  sei,  weil  wohl  anzunehmen,  dass  die  Erd- 
massen beim  Erstarren  sich  verdichtet  haben,  und  dass  sie  in  Folge 
dessen  gesunken  seien,  so  übersieht  er,  dass  es  sich  nicht  um  eine, 
sondern  um  eine  Reihe  von  Flüssigkeiten  handelt;  wenn  diese  sich 
nicht  vollständig  durchdrangen  oder,  um  es  anders  auszudrücken, 
wenn  sie  sich  nicht  gegenseitig  auflösten,  so  mussten  sic  sich  je  nach 
dem  spocitischen  Gewichte  in  Schichten  übereinander  lagern,  und  es 
ist  in  dem  Fall  nicht  anzunchmen,  dass  beim  Erstarren  die  Verdich- 
tung gross  genug  gewesen,  um  ein  Untersinken  hervorzubringen. 
Läge  nun  die  Schicht  der  grössten  Abkühlung  innerhalb  der  Flüssig- 
keit, so  könnte  für  den  tiefer  liegenden  Kern  keinerlei  Wirkung  dar- 
aus hervorgehen;  es  müsste  aber  zwischen  dem  flüssigen  Kern  und 
der  festen  Schaale  ein  hohler  Raum  entstehen,  der  um  so  grösser 
wäre,  je  näher  die  grösste  Abkühlung  der  Oberfläche  läge;  die  feste 
Schaale  erschiene  dann  als  eine  Hohlkugel,  die  bei  der  geringen 
Krümmung,  wenn  sic  nicht  schon  eine  hinreichende  Dicke  erlangt 
hätte,  zertrümmert  werden  müsste;  die  einzelnen  Bruchstücke  aber, 
da  sic  auf  einen  engeren  Raum  zusammengedräugt  würden,  müssten 
sich  in  mannigfaltiger  Weise  übereinander  und  gegen  einander  ver- 
schieben. Läge  die  Schaale  der  grössten  Abkühlung  innerhalb  der 
festgewordenen  Massen,  aber  noch  in  der  Nähe  des  flüssigen  Kerns, 
so  müsste,  wegen  Incoinpressibilität  des  flüssigen  Kerns  die  Schaale 
zerreissen,  und  die  Flüssigkeit  durch  die  Spalten  hindurch  gepresst 
werden;  — läge  sie  weit  ab  vom  flüssigen  Kern,  so  brauchte  ein 
Zerreissen  nicht  mehr  einzutreten,  weil  die  tieferen  festen  Schichten 
zusammengedrückt  werden  könnten;  — in  allen  Fällen  aber  müssten 
die  oberen  Schichten  nachsinken.  Es  wäre  vielleicht  möglich  auf 
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diesem  Wege  dio  vulcanischen  Erscheinungen  an  der  Erdoberfläche, 
ihre  Abnahme  mit  der  Zeit,  und  die  ganze  Configuration  der  Erd- 
oberfläche selber  zu  erklären. 

Die  Abkühlung  war  allgemein: 

dv V 

dt 


X* 

— „ ikt 


2 Ynk  * C 

Ist  a der  mittlere  Ausdehnungscoefficient  der  Erdmassen,  so  be- 
trägt von  xx  bis  x2  dio  Ausdehnung  während  eines  Jahres: 

fa  dv-  dx  _ _ f JZL. . 5.  t~  m dx 
J adt-dx-  J 2 Ynk  lt 


aV  1 


. 2 kt 


2Vnk  L C 

= aVVi[e~ 


r<*  -i 


*1 

X1 


Für  x — 85000  M.;  k = 37;  t = 10«  war: 

1 
2 

wird  x doppelt  so  gross,  so  wird 

2 


x1 
4 kt 


xi 
4 kt 


und  so  fort;  also  wird  im  erston  Fall 


c **t  = 


im  anderen 


V2,718.. 


(2,718.  ..)* 

Der  Ausdruck  e 4kt  nimmt  also  mit  wachsendem  x sehr  schnell  ab. 
Setzt  mau  nuu  an  der  unteren  Grenze  z,  = o,  so  wird 

_ z* 

r ® = i 

setzt  man  an  der  oberen  Grenze  x2  «=*  r = dem  Radius  der  Erde, 
so  wird 

e = o 

also  wird  die  Ausdehuung  des  ganzen  Erdradius 

=-avVl 
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Nimmt  man  nun 


1 

iooooo 


was  etwa  der  Ausdehnung  des  Glases  entspricht,  so  betrügt  diese 
Verkürzung 


7000  | / 37  _ . 1 

103000  V *.10»  M ” 42000 


Meter 


oder  da  der  Erdradius  im  Mittel 
kttrzung 

1 

267414000000 


= 63670(3)  M.,  so  beträgt  die  Vcr- 
vom  Erdradius. 


Es  mag  noch  der  Einfluss  erörtert  werden,  welchen  diese  un- 
gleichmässige  Contraction  auf  die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Erde 
ausübt.  Da  äussero  Kräfte  nicht  ins  Spiel  kommen,  so  muss  die 
Winkelgeschwindigkeit  dem  Trägheitsmoment  umgekehrt  proportional 
sein. 


Setzt  mau  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  =1,  so  ist  ihr 
Trägheitsmoment,  wenn  mau  sie  wie  früher  als  Kugel  ansieht, 


Das  Differential  dieses  Ausdrucks  nach  r ist  . r4 . dr ; das  ist 

also  das  Trägheitsmoment  einer  Kugelschaale  vom  Radius  r und  von 
der  Dicke  dr\  mithin  das  einer  Schaale  vom  Radius  (> — x)  und  der 

Dicke  dx:  -jr-  . (r  — xydx 


4 n(i — x)*dx 


2 

jjtr—x)* 


darin  ist  der  erste  Factor  die  Masse,  die  bei  einer  Contraction  un- 
verändert bleibt;  der  zweite  aber,  da  die  Contraction 


geht  über  in 


Es  geht  also  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Erde  im  Laufe  eines 
Jahres  über  in 


47i(r  — x)2dx 


0 

und  mau  erhält  somit  die  Gleichung 


— ciV 
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- - r5gp  = qp1  / 47t(? «)2  • ^ ( r — 21  — ö K |/  " c 4*M 

0 

wobei  qp  die  Winkelgeschwindigkeit  zu  Anfang  des  Jahres,  qp1  die  zu 
Ende  des  Jahres  ist. 

Das  Trägheitsmoment  zu  Endo  des  Jahres  ist  also: 

— £C)4  — 2a E j/—  (r  — x)3e  4*<  a*  F2 ~ (r — x)2e  4W]  di 
o J 

= j^r  — 2 a f|/~  | r3Y nkt  — r2.Gkt  r .QktY  nkt — 8A;2*2  j 

-)-  a2  V2  ~ | g 2 7t kt  — r . 2 kt -f ’^Y nkt  j 

Dabei  ist 

A * _ 

J e tot  dx  = Y nkt 


gesetzt;  es  ist  zwar  früher  gezeigt,  dass  c 4W  mit  wachsendem  x sehr 
schnell  abnimmt,  so  dass  zum  Beispiel  für  x = 860000  Meter 


-=r.  1 


ikt  _ 


,50 


r 

wird;  indessen  da  unter  anderen  r3  j e 4itdx  vorkommt,  und 

*o 

r>6.106,  so  könnte  das  Verfahren  bedenklich  erscheinen,  um  so 
mehr  als  das  Intervall  von  r bis  » = x . Es  möge  deshalb 


/»_!’  Ti  _ ^ /?  _ x* 

3 / c tot  (ix  = ?*3  / c tot  fjx  — c 4W<ta 


gesetzt  werden. 


r -- 

Es  bleibt  dann  nur  zu  zeigen,  dass  r3  / e tot  ([x  vcrschwiudend 

r 

klein  ist.  Setzt  man 


so  wird 


— 3 ; — 2Ykt.  dz 

2Y  kt 


Digitized 


Hernpel:  Ueber  den  Wärmezustand  der  Erde. 


30 1 


03 


f" 


r3  | e 4kl  dx  = 2 ykt.r3  j e~e*dz  <C  2 Vlct.r'6  — — — f zc~z*  dz 

2 yät' 


CO 

1 r 

r re 


2 V« 


< 4^r2 


; zc~z*  da 


< 2Jfor* 


— e-’1 


2 V"  A7 


< 2ktr*c  Akt 


2 V«  2-^JÜ 

Nimmt  mau  der  oberflächlichen  Schätzung  wegen  r = 6 . 106,  so  wird 

r2  36. 1012  IO4 

also 


4&  4.37. 1Ö8 


2500 


2&r2e  4*‘  = 2663.  lO12-^;  löge  = 0,4343;  löge25»0  = 1085,7. . . 

/"  2664. 1012 

<C  — 1qiö83~?  und  das  erscheint 

r 

wohl  genügend  klein,  um  es  vernachlässigen  zu  können. 


Das  gefundene  Trägheitsmoment  setzt  sich  zusammen  aus  dem 
Trägheitsmoment  zu  Anfang  des  Jahres  und  aus  der  Abnahme  während 
dos  Jahres.  Wertet  man  die  Abnahme  aus,  wobei  für  r 6366740, 
für  die  anderen  Coustanteu  aber  die  früheren  Werte  zu  nehmen  sind, 
so  findet  man,  dass  diese  Abnahme  im  Verhältniss  zum  ursprüug- 

61  62 

liehen  Trägheitsmoment  > UQd  <C  jqü* 

Da  das  Trägheitsmoment  der  Winkelgeschwindigkeit,  — die 
Winkelgeschwindigkeit  aber  der  Taglängo  umgekehrt  proportional, 
so  ergiebt  sich,  dass  die  Taglänge  in  einem  Jahre  der  Gegenwart 

0 

um  weniger  als  Secunden,  und  in  3000  Jahren,  welcher  Zeitraum 

etwa  der  Geschichte  der  Menschheit  entspricht,  um  weniger  als 
18 

|q5  Secunden  abgeuommen  hat.  Es  erhellt  daraus,  wio  sehr  mau 

berechtigt  ist  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  der  Erde  als  constant 
anzusehen,  obgleich  doch  nie  bezweifelt  werden  konnte,  dass  sie  im 
Laufe  der  Zeit  wachsen  muss. 
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Schliesslich  sei  es  erlaubt  zu  bemerken,  dass  die  gefundenen 
Resultate  keinen  Anspruch  auf  Unumstösslichkeit  machen  sollen,  oder 
auch,  bei  der  Unsicherheit  der  Grundlagen  machen  können.  Immer- 
hin genügen  sie,  trotz  aller  Unsicherheit,  um  zu  zeigen,  dass  so  lauge 
die  Sonne  uns  unveränderlich  ihre  Alles  belebenden  Strahlen  zu- 
sendet, auch  der  Oberflächenzustand  der  Erde  im  Ganzen  als  unver- 
änderlich anzusehen  ist. 
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XXII. 

Rationale  sphärische  Dreiecke. 


Von 

Herrn  Dr.  Franz  Bessell, 

Professor  an  der  Kgl.  Hochschule  in  Hannover. 


1.  Wenn  man  sich  erlaubt  einen  Winkel  rational  zu  nennen, 
sobald  sein  Sinus  und  Cosinus  es  sind,  so  darf  man  auch  sagen,  ein 
Winkel  sei  rational  gleichzeitig  mit  dem  Tangens  soiner  Hälfte. 
Auch  wird  es  zu  Missverständnissen  kaum  Anlass  gebon  könueu, 
wenn  man  einen  solchen  Hälften-Tangens  mit  demselben  Buchstaben 
bezeichnet,  wie  den  Winkel  selbst. 

2.  Ein  sphärisches  Dreieck  heisst  rational,  wenn  seine  sämmt- 
lichen  Seiten  und  Winkel  es  sind.  Um  dergleichen  zu  finden,  ge- 
stalten wir  die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  so  um,  dass 
wir  sämmtliche  darin  auftretenden  trigonometrischen  Functionen  durch 
die  entsprechenden  Hälften-Tangenten  ersetzen. 

3.  Bezeichnen  wir  demnach  nicht  nur  die  Seiten  und  Winkel 
eines  Dreiecks,  sondern  auch  deren  Hälften-Tangenten  mit  «,  Z>,  c, 
Ay  By  C\  so  erhalten  wir  zunächst  für  die  Napierschcn  Gleichungen 
folgende  vier: 

A(B+C)(1  — bc)  = {l  — BC)(l+bc) 

A(B—C)(b  + c ) = (1  + BC)(b—c) 
a(l—bc)(l+BC)  = (, b + c)(l—BC ) 
a(l+bc)(B—C)  = (1 h—c)(B+C ) 

Da  jede  derselben  5 Elemente  enthält  und  in  Bezug  auf  jedes  Ele- 
ment liuearisch  ist,  so  folgt  sofort,  dass  ein  sphärisches  Dreieck 
rational  ist,  sobald  irgend  4 Elemente  desselben  es  sind. 
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4.  Um  daher  beliebige  rationale  Dreiecke  zu  finden,  hat  man 
nur  nötig,  irgend  eine  der  4 sogenannten  Fundamental-Gleichuugen. 
als  welche  jedesmal  4 Elemente  mit  einander  verbinden,  in  rationa- 
len Zahlen  aufzulösen.  Bevor  wir  jedoch  darauf  in  allgemeinerer 
Weise  cingehen,  mögen  einige  Special-Fälle  betrachtet  werden,  zu 
deren  Erledigung  das  bisher  Mitgeteilte  ausreicht. 

5.  Für  gleichschenklige  Dreiecke  hat  mau,  wenn  wir  etwa  a = b 
und  demnach  A = B nehmen, 

2«  1 — AA  , _ 1 -4-aa  1 — AA 

c = z und  c = i — öl — 

1 — aa  1 -f-  AA  1 — aa  JA 


6.  Für  Dreiecke,  in  welchen  2 Seiteu  und  folgewcise  auch 
2 Winkel  sich  zu  180°  ergänzen,  kommt,  indem  wir  ab  = 1 und 
AB  «=  1 setzen, 

1 — aa  l-\-AA  * „ 1 — ««  2/1 

c = 2a  * r-~ÄÄ  UUd  C = 1-faa  ' Y+ZÄ 


7.  Für  Dreiecke,  in  welchen  der  sogenannte  Modulus  (das 
Siuus-Verhältniss)  gleich  1 ist,  findet  sich,  bei  A = a und  B = b. 


a -j—  b 
1 -{-  ah 


und  C = 


1 + ab 
a -\-b 


— Nebenbei  bemerkt  construirt  man  Dreiecke  des  Modulus  1 auf  der 
Kugel  sehr  leicht  dadurch,  dass  man  iu  einem  beliebigen  Zweiecke 
die  Entfernung  der  Mitten  seiner  beiden  Seiten  zwischen  diesen 
irgend  wie  in  der  Weise  verschiebt,  dass  die  Endpunkte  des  ver- 
schobenen Bogens  auf  den  Zwciecks-Seiten  liegen  bleiben.  Auch 
kanu  mau  mit  demselben  Bogen  eben  so  zwischen  den  Schenkeln 
des  andern  Zweiecks  verfahren,  welches  das  erstere  zur  Halbkugel 
ergänzt.  — 


8.  Wenden  wir  uns  zur  allgemeinen  Aufgabe.  — Die  4 Funda- 
mental-Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie,  in  der  oben  augedeu- 
teten Weiso  umgestaltet  sind  folgende: 

{aa-\-l)(BB-\-\)Ab  = (AA+l)(bb+l)aB 

aa{  l-j-ücc)(l-f~A/l)  -j-  2aabc(l — AA)  — (!>b-\-cc)  (1  -f-/l  /I ) — 2bc(i  — AA) 
AA{BB+CC)(l+aa)  + 2AABC{l-aa)  = {\+ B BCC){l-\-a«) 

— 2BC(l—aa) 

ab)ACC  = («— 6)(l+a£)/l  + a(l+M)(l— AA)C. 


9.  Eine  wirklich  vollständige  d.  i.  sämmtliche  möglichen  Fälle 
ohne  Ausnahme  abgebende  Lösung  iu  rationalen  Zahlen  ist  zwar  zur 
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Zeit  wohl  für  keine  der  vorliegenden  4 Diophantischen  Gleichungen 
zu  erreichen,  aber  als  Surrogat  dafür  leicht  zu  finden  ist  eine  ganz 
stattliche  Reihe  von  sogenannten  particularen  allgemeinen  Lösungen. 
Dies  sind  solche,  deren  jede  eine  unendliche  Menge  Einzel-Fälle 
(jedoch  keineswegs  alle  möglichen)  in  sich  schliesst,  insofern  nämlich 
als  die  Auflösungs-Formeln  willkürliche  Zahlen  enthalten. 

10.  Betreffs  der  ersten  der  4 Gleichungen  in  Nr.  8 (der  Reprä- 
sentantin der  Gleichung  der  Sinus-Verhältnisse)  habe  ich  nur  eine 
einzige,  aber  dafür  auch  sehr  bequem  gestaltete  particulare  Lösung 
entdecken  können.  Darin  bleiben  2 Seiten  (oder  auch,  wenn  man 
will,  2 Winkel,  ganz  beliebig.  Seien  dies  etwa  a und  h.  Alsdann 
darf  man  setzen : 

_ 2a(b2 — 1)  _ (q»+l)(6»-l) 

A ~ (o*-l)(**+l)  2b(a*  — l) 

woraus  sich  weiter  mittels  der  Gleichungen  in  Nr.  3 ergiebt: 

a — b 4a6-f  (a*-f  l)(A*-f 1)  (b  — a)(\+ab) 

C ~ \-\~ab  4aÄ~(o*+i)(A*+l)  UUd  6 ~~  (&*  — l)(a2—  1) 
Numerisches  Beispiel: 

a = b l>  = b c = A = b ü = “ H- 

Wollte  man  statt  der  Seiten  die  Winkel  A und  B als  gegeben  an- 
sehn, so  braucht  mau  nur  die  grossen  Buchstaben  mit  den  ent- 
sprechenden kleinen  zu  vertauschen  und  zugleich  jede  dieser  4 Zah- 
len durch  ihre  Rcciproke  zu  ersetzen.  — Uebrigons  bemerkt  man 
leicht,  dass  diese  Formeln  zu  keinem  eigentlich  brauchbaren  Resul- 
tate führen,  wenn  man  eines  der  willkürlichen  Elemente  90°  sein 
lässt. 

11.  Eine  reichere  Ausbeute  als  die  erste  gewähren  die  mittleren 
beiden  Gleichungen  der  Nr.  H;  doch  genügt  es  eine  davon  zu  be- 
trachten, aus  demselben  Grunde  wie  der  so  eben  unter  Nr.  10  an- 
gedeutete.  Wir  wählen  dazu  die  erste  und  schreiben  dieselbe  in 
folgender  Form: 

9 Ir  — 2 bc  cos  A -}-  c- 

oder,  indem  wir  noch  etwas  mehr  kürzend  cosA  — k setzen,  so: 

b2  — 2bck  -|-  c2 
a “ l +2bck+b*c2 

12.  Eine  vollständige  allgemeine  Lösung  dieser  Gleichung  würde 
etwa  verlangen,  dass  man  bei  gegebenem 
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_1  — AA 
k ~ 14  -4.1 

die  Zahlen  l>  und  c so  bestimme,  dass  der  dem  aa  gleichgestellte 
Bruch  ein  Quadrat  sei.  Wir  beschränken  hier  diese  Forderung  da- 
hin, dass  sowohl  der  Zähler  als  der  Neuner  jenes  Bruchs,  jeder  für 
sich  genommen  ein  Quadrat  werde.  Dazu  ist  nötig,  dass  mau  habe 
sowohl 

h = (m2  — n2)w,  c — — 2n(m-\~kn)u 

bc  — (ja2  — v2)v,  1 — — 2v(fi  — kv)v 

wo  nun  m,  7*,  u und  ja,  v,  v rationale  Zahlen  bedeuten  sollen,  und 
zwar  n und  v vollkommen  willkürliche,  während  die  Paare  m , n und 
ja,  v so  zu  wählen  sind,  dass  werde 

?t2(m  -f- fcn)n(m2 — ?i2)  = t»2(fi  — kv)v(  ja2 — v2). 


13.  Die  Lösung  dieser  Diophan tischen  Gleichung  ist  die  Haupt- 
sache; und  zwar  darf  man  sich  dabei  auf  ganze  Zahlen  beschränken 
Wir  fassen  diese  Aufgabe  auf  als  einen  speciellon  Fall  folgende  all- 
gemeinere : 

u2(a1m+|?1w)(a2ra  + /V)(a3w  + /VO(a4w  + 0^)  = ^(yif*  “Miv) 

X (y^+VX/aP+^Xy^+W 

und  setzen  irgend  3 der  linksseitigen  Factorcn  am -{-)?;/  einzeln  ge- 
nommen irgend  einem  von  dreien  der  rechtsseitigen  yju-j-dv  propor- 
tional, etwa 

ai™+ßin  = V)*  a2m-\-ß2n  = <jf(y2ja  -f-  <J2v), 

a3m -fjS37i  » r(y.}lu-}-<53v) 


wodurch  sich  die  gegebene  Gleichung  auf  die  einfache  lineare  Form 

n^qria^m-^ß^n)  = y2(y4fi  -f-  ä4v) 


reducirt,  die  nunmehr  in  Verbindung  mit  irgend  zweien  der  eben 
geschriebenen  hinreicht,  um  sowohl  das  Paar  m,  n als  das  Paar  p.  v 
zu  bestimmen.  Dabei  sind  die  3 Proportionalitäts-Factoren  p , q,  r 
au  einander  gebunden  durch  die  2 Relationen: 


«ißiYiP 

aißiöiP 

= 0 und 

'asßsYsr 

azßAr 

und  daher  ist  ihr  Vcrhältniss  folgendes: 


p : q:r 


f 

«202!\  . ) ys^a!  . 

«sA.\ . fjyAl . 

XyA 

a3&»;)  t yAl 

«i ft:)  ’ liy«^.  ‘ 

«A\ 

“sßii  f 


Digitized  by  Google 


lies  seil:  Rationale  sphärische  Dreiecke. 


367 


Beispiel.  Nimmt  man  in  der  vorliegenden  Gleichung  (Nr.  12, 
am  Eude)  als  die  3 linksseitigen  Factoren  diese  wt+Art,  « , m-\-n 
und  als  die  rechtsseitigen  ft — Av,  v,  ft  + v und  zwar  auch  in  der 
hier  stehenden  Ordnung,  setzt  somit 

m-\-kn  = p(jx  — Av),  n = qv , m + ?i  = r(ft  + v) 

so  können  dieso  3 Proportionalitäten  gleichzeitig  nur  bestehen,  wenn 

p:q:r  = (1  — k) : (1  + A)  : (1  — k) 

Setzt  man  daher 

7>  = (1  — A)A,  q = (1 +A)A,  r = (l  — AJA 

wo  X einen  neuen  willkürlichen  Proportionalitätsfactor  bedeutet,  so 
kommt 

w2A3(l  — A)2(l  + A)(m — n)  = v2(ft — v) 

Da  aber 

n — v(l  +A)A  und  m-j-n  = (ft+ v)(l  — AJA 

also 

m — n — [ft(  1 — k)  — v(l  + 3AJ]  A 

ist,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  des  Paars  ft,  v 
die  lineare  Gleichung 

m2A4(1  — A)2(l  -f-  A)  {,u(l  — k)  — v(  1 + 3A)}  = v»(fi  — v) 

Setzen  wir  also  etwa  direct  d.  i.  ohne  Heranziehung  eines  neuen 
Factors 

ft  =»  n*A4(l  — A)*(l+A)(l  + 3AJ  — v*  und  v = w2A4(l  — A)3(l+A)-v2 

so  ergieht  sich  weiter 

m = w2A®(l  — A) 3(  1 +•  A) 2 — v2A(  1 — 3A)  und 
n = u*A5(l  — A)3(l  + A)2  — w*A(l+A) 

Num  e risch  sei 

k = 3,  A — 5,  u = },  v = 1 

so  kömmt 

ft  = 27,  v = 3,  m = 36,  n — 24 
Und  in  der  Tat  ist 

+ . (36  + V) . 24 . 60 . 12  = 1 . (27  — $) . 3 . 30 . 24 


14.  Hat  man  ein  Paar  geeigneter  Zahlenpaare  m , n und  ft,  v 
gefunden,  so  sind  die  daraus  resultirenden  Dreiecks-Seiten 


to2 — «2  n ft2  — v2  v 
2v(ft  — kv)  v 2n(m+An)  u 


368  Bestell: 

n(m-\-kn)  n ft2 — v2  v 
v(fx — kv)  v m2  — n2  u 

m 2 -|-  2 kmn  -|-  n 2 u 
ft2  — 2kpv  -j-  v2  ‘ v 

Sollte  ein  h oder  c negativ  ausfallen,  so  kann  man  solches  durch 
seine  entgegengesetzte  Reciproko  ersetzen,  was  einer  Verminderung 
des  betreffenden  Rogens  um  180°  gleich  kommt.  Die  beiden  noch 
übrigen  Elemente  II  und  C bestimmt  mau  entweder  aus  den  Napier- 
scheu  Analogien: 

_ . (ibe  — _ nbc  — a-\-b-V-c 

B — A . — ■ , ■ und  C = A . — , , 

nbc  -f-  a — b-f-c  nbc  -}-  a o — c 

oder  wohl  eben  so  bequem  uud  wegen  der  damit  verbundenen  Con- 
trole  besser  aus: 


- -«*1» 

* 
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B2  = 


(«  — c)2  — b2(  1 -{-  ac)2 
b2(  1 — ac)2  — ( a 4“<?j2 


und 


2 (a-b)2-c2(l+abr- 

' ’ n2(l-ab)2—(a-{-b)2 


Numerisch  benutzen  wir  das  am  Schluss  von  Nr.  13  hingcstellte 
Beispiel,  in  welchem  überdies  selbstverständlich  der  gemeinschaftliche 
Factor  3 der  4 Zahlen  m,  /*,  p,  v zu  unterdrücken  ist.  Man  findet 
dann 

«=Wi  * = H,  c-4;  A = l B=  f|, 


15.  Weil  sich  die  4 Factoren  jeder  Seite  der  Gleichung  am 
Schluss  von  Nr.  12  oder  vielmehr  derjenigen  am  Anfang  von  Nr.  13 
auf  4 verschiedene  Weisen  zu  dreien  zusammenstellen  und  überdies 
jede  solche  Zusammenstellung  auch  noch  eine  Perrautation  ihrer 
3 Elemente  gestattet,  so  lässt  sich  die  vorliegende  Diophantiscbe 
Aufgabe  im  Allgemeinen  auf  4X1X6  also  96  verschiedene  Weisen 
lösen.  Einige  derselben  mögen  hier  noch  Platz  finden. 

Die  einfachste  ist  wohl  die  aus  den  3 Positionen 
n — v , m -f-  n = ft  — f—  v,  7»  — 7i  — ft  — v 
hervorgehende,  welche  führt  zu  den  Werte-Paaren 

m — ft  — k(u2  -{-  w2)  und  n =>  v = o2  — u2 

Aber  sie  leidet  an  demselben  Uebelstande,  wie  der  am  Schlnss  von 
Nr.  10  an  den  dortigen  Formeln  gerügte,  nämlich  keine  Anwendung 
auf  rechtwinklige  Dreiecke  zu  gestatten ; denn  wenn  man  A = 1, 
also  k = 0 setzt,  so  wird  b — o c , also  der  Bogen  b — 180°. 
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16.  Von  dem  Uebelstande  frei  sind  unter  andern  folgende  Fälle: 

I.  m-\-kn  = fi-}-v,  m — n — fi  — kv,  n — v,  woraus 

m = ?t2-f-(2  — Ar)»*,  ja  — (2  — lc)u2- }-r2, 
n — v2  — u2,  v — i>2  — w2. 

II . m -{-  kn  = (x  — v,  m -f-  n = ji  — kv , « = v, 

/7t  = 7t“ -j-(2 -j- A:)«>2,  fi  = (2-j-/r)w2-|“7’2» 
n = 7t2 7?2,  v = 7t2 7?2. 


III.  77t-f-  A'/i  = — f-  v,  wa  — |—  /t  — fi  — An/,  «(/,:  — 1)  = 1/(1:-}- 1), 

m=w2(2_3Ä;_|_2Z:2-^)-7t2(l-f-^)2  a=r2(l—  k)*— tt*(2+3/.+2F+A-3)> 
n = V2(JC*  — 1 ) — n\  1 -f-  lc) 3,  v = /:2(  1 — /.•) 2 -j-  «2(  1 — H) . 


IV.  2(t/i-{-  Am)  = fi-f-e,  2(ro+«)  = ft  — V,  //(/*-— 1)  = V, 

77»  = M2— 4r2(l  + I:  — 3**  + *3),  a = tti(3  _|. /-)  _„«*(*_  l)2, 

« = 7t2  _ 8?>2(A-  — I ),  v = u2(k  — 1 ) — 8?’2(/j  — 1 )2 


V.  m -}-  kn  — v,  2(//i-}-«)  = a -}-  i',  2/t(l — /.:)  = fi  — v, 

m = 4?>2(2  - 3Ar  + A?s)  + /i2,  ft  = $vVc(k- l)2  + n2(3  — k), 
n = v2  — 4n2(k  — l)2,  v — 8?:2(Ar — 1)*-}-  «2(1  + &). 

VI.  m-\-n  — ft  — kv , /Ti — /i  — fi  — v,  27t  = v(l  — A:), 

7/1  = v2(6  -}-  2k)  -}-  n2k(  I — k2),  fi  = 7t2(l  — k -}-  k3  — k:i)  -}-  4/;2, 
n = 2v3(k  — 1)  -fn2(A:  — l)2,  v = 2»t2(l  — k)  -4v* 


VII.  m -j-  n — — ft  — {—  v,  m — n=  — fi  — {—  kv,  2n  = v(l  — /,*), 
m — 2?/2(3  + k)  — n3(k  — 1 )%  fi  = /t2(l  -f  k — 3A*2  -f-  P)  — 4?>2, 

n = 2v\\  — Ar)  -f  ?t 2(  1 — lc )3,  V = 2/t2(l  — k)  + 47>2. 


VIII.  m-\-n  = fi  — }—  v,  77t  — 7/  — 2v,  2n  = fi — v , 
nt  = 7,2(3  -f-  k)  — 2 len3,  ft  — 2 kn2  -}-  (3  — k)u3, 

77.  = v2(k — 1)  -}-2jt2,  v = 2v2 — (1  -f-Ar)?t2. 


IX.  77i  — 71  = 2v,  in  — 7i  = — fi  — v,  2n  — ft  — j—  v, 
m — a,2(3  — k)  -f-  2 ku2,  fi  = 2kn2  — (3  -{-  A:)/t2, 

n = y2(A:  -|_  i)  — 2?t2,  v = 2v2  — (1  — 1c)n2. 


X.  m — }—  kn  = — (A;-f-  1)(A;  — l)2(fi-j-  v),  m — n — 4 (A:  — l)(fi  — vl:), 

m — 77  — 2(^-}-l)2(fi — v ), 

m=t?2( — \-\-4k-^-k2) — 32u2(A:2 — l)5,  fi=tJ2+8u*(A:2—  1)3(1+4A;-A-2), 
» = — v2(3  p),  v = 8it2(A;2  — 1)3(3  + A:2). 


T«il  LXY. 


24 


370 


B e s x el l : Rationale  sphärische  Dreiecke. 


17.  Eine  kleine  Sammlung  von  rationalen  sphärischen  Drei- 
ecken, wovon  einige  noch  auf  anderweitigen  Wegen,  als  hier  mit- 
geteilt, gefunden  sind. 
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18.  Zum 

Schluss  darf  ich 

wohl  noch  erwähnen, 

dass  im  61 

Bande  des  Grunertschen  Archivs  pag.  86  ff.  Herr  Hoppe  zwei  Wege 
angegeben  hat,  wie  man  aus  einem  gegebenen  rationalen  Dreiecke 
neue  in  unbegrenzter  Anzahl  ableiten  kann,  und  auch  die  betreffen- 
den Formeln  hier  wiederholen.  Unterscheidet  mau  die  Elemente  der 
abzuloitenden  Dreiecke  von  einander  und  von  denen  des  Originals 
durch  beigofügte  ludices,  so  bat  man  zu  setzen 

1 (JE,  ^ B, 


und 


a — h 1 + AB 
ci—  \ + ab'\  — AB'  C* 


a — b A-\-B 
a + b'  f—ÄB' 


<h  = 


a — A 1-f  Bh 
C*  “ a-\-  A ‘ b — B * 


C9  = 


a — A 
1 -\-aÄ 


b-\~  B 
V—B ‘ 


Jeder  von  beiden  Recbnungsweisen  entspricht  eine  einfache  geome- 
trische Construction.  Um  solche  möglichst  kurz  beschreiben  zu 
können,  bedienen  wir  uns  folgender  Redeweise.  Wir  sagen  von  einer 
begrenzten  Linie,  sie  wandele  zwischen  zwei  unbegrenzten  Linien, 
wenn  sie  mit  je  einem  Endpunkte  in  einer  der  beiden  letztem  sich 
befindet  und  nun  sich  abwechselnd  um  den  einen  und  den  andern 
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Endpunkt  sich  (bei  unveränderter  Grösse  und  Gestalt)  dreht,  so  lange 
bis  der  bewegte  Endpunkt  wieder  in  seine  Linie  trifft.  Wären  z.  B. 
die  beiden  Wege  ein  Paar  Parallelen  und  die  wandelnde  eine  gerade 
Strecke,  so  entstünde  auf  diese  Weise  eine  Reihe  von  zusammen- 
hängenden gleichschenkligen  Dreiecken,  wovon  je  2 benachbarte 
immer  einen  Schenkel  gemein  haben,  während  ihre  Basen  abwechselnd 
auf  der  einen  uud  der  andern  Parallele  liegen.  — Hiernach  kann 
mau  die  erste  der  erwähnten  zwei  Constructionen  folgcuderina9sen 
in  Worte  kleiden:  „Wenn  man  eine  Seite  eines  rationalen  Dreiecks 
zwischen  den  Schenkeln  ihres  Gegenwinkels  wandeln  lässt,  so  bildet 
sie  mit  diesen  iu  allen  ihren  möglichen  Lagen  wiederum  rationale 
Dreiecke  und  zwar  besitzen  alle  diese  Dreiecke  einen  und  denselben 
Modulus.“  Auch  die  einzelnen  dabei  entstehenden  gleichschenkligen 
Dreiecke  sind  rational.  — Die  zweite  Constructiou  geht  aus  der  bc- 
schriebeuen  hervor,  wenn  man  anstatt  einer  Seite  von  einem  ihrer 
Endpunkte  aus  den  an  ihrem  andern  Endpunkte  gelegenen  Winkel 
oder  vielmehr  dessen  Bogcn-Maass  wandeln  lässt. 

19.  Selbstverständlich  gilt  letztgenannter  Satz  auch  für  ebene 
rationale  Dreiecke;  so  wie  auch  die  Anfangs  (Nr.  3,  8,  11)  gegebenen 
Formeln  für  solche  gelten,  wenn  man  darin  a,  A,  c unendlich  klein 
werden  lässt.  Am  einfachsten  erledigt  sich  übrigens  die  Aufgabe, 
rationale  ebene  Dreiecke  herzustellen,  durch  die  Bemerkung,  dass  es 
genügt  irgend  zwei  Winkel  A,  B eines  ebeneu  Dreiecks  rational  zu 
machen,  damit  der  dritte  es  auch  sei,  nämlich 


C 


1 — AB 
A-\-  B 


A p p e n d i x. 

1.  Wenn  man  zwischen  den  Schenkeln  eines  ebenen  Winkels 
vom  Scheitelpunkte  aus  eine  beliebige  gerade  Strecke  wandeln  lässt 

180° 

und  der  Winkel  ist  ein  aliquoter  Teil  der  Halb-Ebene,  etwa  qp=  — — , 

so  trifft  beim  n ten  Schnitte  der  zur  Zeit  bewegliche  Endpunkt  der 
Strecke  in  den  Scheitelpunkt  zurück.  Man  erkennt  dies  sofort  dar- 
aus, dass  die  an  der  waudclnden  Strecke  gelegenen  Winkel  sämmtlich 
Vielfache  von  q und  zwar  der  Reihe  nach  das  1,  2,  3 fache  etc.  sind. 

Hierin  steckt  nicht  nur  ein  einfacher  Beweis  des  Satzes,  dass 
die  Summe  des  Cosinus  der  Vielfachen  solcher  Winkel  Null  ist, 
sondern  diese  Summe  zerfällt  auch  von  selbst  in  zwei  Teile,  von 


24* 
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denen  jeder  für  sich  Null  ist.  Der  eine  liegt  auf  dein  einen,  der 
andre  auf  dem  andern  Schenkel. 


Ausserdem  lässt  sich  dies  Verfahren,  auch  vvenu  der  Winkel 
kein  aliquoter  Teil  der  Ebene  ist,  allenfalls  zur  Messung  desselben 
verwenden,  indem  man  dann  zu  wandeln  aufhört  bei  einem  Schnitte, 
der  möglichst  nahezu  in  den  Scheitelpunkt  führt.  Hierbei  ist  darauf 
zu  achten,  wie  viele  Male  die  wandelnde  Strecke  den  Scheitelpunkt 
passirt.  Geschieht  dies  m.  Male  und  ist  der  nahe  zu  Null  führende 
Schnitt  der  nte,  so  ist  der  Winkel  nahezu  =w.l80u:u.  — Diese 
Operation  ist  insofern  interessant,  als  dabei  die  Winkel-Schenkel 
quasi  als  Kreis- Peripherie  behandelt  werden. 


2.  Bildet  mau  eine  Reihe  von  Zahlen  nach  dem  Gesetz,  dass 
jede  dritte  (c)  aus  den  beiden  vorhergehenden  («,  b)  hervorgeht  in 

«-{-  b 


Gemässheit  der  Formel  c = " » so  constituiren  je  3 auf  einander 

1 -J-  (W 

folgende  derselben  ein  rationales  sphärisches  Dreieck  des  Modulus  1. 


Nimmt  man  insbesondere  die  ersten  beiden  Glieder  der  Reihe 
einander  gleich  (a  = b),  so  wird  die  Reihe: 

(«+l)a  — (a— 1)*  («+l)3+(o— l)3  (o-f-l)5-f  (a-1)5 

a ’ (a-fl)2-f(a— 1)*'  (a-j-l)3 — (o—l)3’  (a-f  l)6  — (a— l)5' 

(«- 1-1)8  — («— l)8 
(a+l)«-f(a-l)8 


etc.  Die  Exponenten  sind  die  Glieder  der  Reihe  des  goldenen  Schnitts 
1,  2,  3,  5,  8,  13  etc.  und  die  Zeichen  sind  im  Zähler  für  uugeradc 
Wertender  Exponenten,  — für  gerade.  Umgekehrt  ist’s  im  Nenner. 
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xxm. 

Heber  dreifach  gekrümmte  Curven  und  deren 

Parallelen. 


Von 

R.  Hoppe. 


Auf  rein  analytischem  Grunde  lassen  sich  die  Anfangsgründe  der 
Curveutheorie,  namentlich  die  Construction  der  den  Lauf  der  Curven 
bestimmenden  linearen  Gebilde  und  die  Variation  der  ihre  Lage  be- 
stimmenden Grössen  auf  beliebig  vielfache  Mannichfaltigkeit  erweitern. 
Die  Gesetze  des  Fortschritts  sind  so  einfach,  dass  durch  sie  die  Be- 
ziehung der  Raumcurven  zu  den  ebenen  Curven  eine  instructive  Be- 
leuchtung empfängt,  indem  dieser  Uebergang  sich  als  Anfang  einer 
leicht  zu  üborsohenden  unbegrenzten  Reihe  darstellt. 

In  Betreff  der  Nomenclatur  erwähne  ich,  dass  ich,  wie  in  meinem 
frühem  Aufsatz  T.  LXIV.  p.  189,  ein  Gebilde  linear  nenne,  wenn  die 
Variation  der  Coordinaten  der  in  ihm  enthaltenen  Punkte  nur  durch 
lineare  Relationen  beschränkt  ist,  dass  ich  hingegen  die  Bezeichnung 
„eben“  in  diesem  allgemeinen  Sinne  als  collidirend  verwerfe.  Ebenso 
halte  ich  auch  den  Gebrauch  des  Wortes  „Raum“  in  seinem  empiri- 
schen specicllen  Sinne  aufrecht,  lasse  demnach  weder  krumme  noch 
mehr  als  dreifach  ausgedehnte  Räume  gelten.  Um  gleichwol  für  die 
Begriffserweitcruugcn  kurze  Ausdrücke  zu  gewinnen,  wende  ich  die 
nicht  misszuverstchenden  Wörter  „«dehnung“  und  „u dehnig“  an. 
Hiernach  heisst  Ebene  eine  lineare  Zwcidehnung,  Raum  eine  lineare 
Dreidehnung. 
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Die  Curventhcoric  erweitere  ich  hier  nur  auf  eine  vierfache 
Mannichfaltigkcit;  die  Anwendbarkeit  des  gleichen  Verfahrens  auf 
mehr  Dimensionen  wird  wol  zur  Genüge  erhellen. 


§.  1.  Die  Curve,  ihre  bestimmenden  Grössen  und  Gebilde. 

Es  sei  ein  rechtwinkliges  Coordinateusystem  der  x.x1x^x3  ange- 
nommen. Grossenteils  kann  ein  Buchstab  x alle  4 Zeichen  repräsen- 
tiren.  Wir  wenden  daher  die  Indices  1,  2,  3,  bei  x.  und  andern 
Buchstaben,  welche  auf  die  4 Axon  Bezug  haben,  nur  an,  wenn  die 
Unterscheidung  notwendig  ist,  schreiben  auch  stets  ZN  für  A7-}-A’,+ 
iV.  + AV 

Zwei  consecutive  Curvcnpunkte  (x)  und  -f-  bestimmen  durch 
die  finale  Richtung  ihrer  Verbindung  eine  Gerade,  die  Tangente, 
mit  den  Richtungscosinus  /. 

Zwei  consecutive  Tangenten  f und  /-J-o/  bestimmen  durch  die 
finale  Stellung  einer  durch  erstere  parallel  der  letztem  gelegten  Ebene 
eine  Ebene,  die  Sch miegungs ebene. 

Zwei  consecutive  Schmiegungsebenen  bestimmen  gleicherweise 
einen  Raum,  den  Schmiegungsraum. 

In  der  Schmiegungsebene  steht  normal  zur  Tangente  die  Haupt- 
normale, im  Schmiegungsraume  normal  zur  Schmiegungsebene  die 
B i n o r m a 1 e , auf  dem  Schmiegungsraume  normal  die  T r i u o r in  a 1 e. 

Die  consecutiven  Tangenten  bilden  einen  Winkel  8r,  die  conse- 
cutiven  Trinormalen  einen  Winkel  Sx,  und  r und  x heissen  der  er- 
ste und  dritte  Krümmungswinkel.  Accente  sollen  die  Diffe- 
rentiation nach  t bezeichnen. 

Es  sind  nun  die  Richtungen  der  4 orthogonalen  Geraden,  Tan- 
gente, Haupt-,  Bi-  und  Trinormalc  nebst  ihren  Variationen  zu  be- 
stimmen. Bezeichnet 

8»  « V Zdx* 

das  Curvcnelement,  so  ist  der  Richtungscosinus  der  Tangente 


Die  daraus  hervorgehendc  Gleichung 


differentiirt  giebt: 


Zf*  = 1 
Zfdf  = 0 
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daher  ist  die  Gerade,  deren  Richtungscosinus  den  df  proportionirt 
sind,  normal  zur  Tangente.  Ausserdem  liegt  sie  in  der  Schmiegungs- 
ebene; denn,  sind  deren  Gleichungen: 

2A(  x)  = 0 ; 2B($—x)  = 0 

so  ist 

2Af  = 0 ; 2 Bf  = 0 ; 2A(f- {-  df)  = 0 ; 2B(  f+df)  = 0 

woraus : 

2Adf  = 0;  2Bdf  = 0 


Folglich  ist  diese  Gerade  nach  Definition  die  Hauptnormale. 
Nun  ist 

dz 

0t2  = 4sin2-j  = 2 — 2cosdr  = 

= 2f2+  z(f+df)2-22f(f+df)  = 2dp 


folglich 


und  die  f sind  die  Richtungscosinus  der  Hauptnormale.  Die  der 
Binonnale  mögen  die  der  Trinormale  h sein. 

Die  Biuormale  liegt  in  dem  von  3 cousecutiven  Tangenten  be- 
stimmten Raume,  dessen  Gleichung  also  ist 


daher  ist 


ff  fl  — * 


= 0 


ff‘f"  9 


= 0 


oder 

9 = */+**/'+  vf" 


(1) 


wo  A,  j ia,  V unabhängig  von  der  Co ordinatenaxCD Stellung  sind.  Mit 
Anwendung  auf  alle  4 Axen  erhält  man: 

0 = Efg  - k2ff+p2f*  + v2ff 

oder  wegen 

Eff  = 0 ; 2 f'2  = 1 ; 2ff"=  0 

(i  = 0,  und  Gl.  (1)  giobt: 

„ _ (2) 

Ferner  ist 


also  nach  dem  Vorigen 
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^ </  — A/* 

— i = zr- — - = 

V 

oder  A = v,  und  Gl.  (2)  wird 


A 

v 


Hiernach  variirt  ein  Punkt  auf  der  Ilauptnormale  momeutau  in  der 
Ebene  zwischen  der  Tangente  und  Binormale,  die  Hauptnormale  ver- 
bleibt also  innerhalb  des  Schmiegungsrauras.  Aus  der  Theorie  der 
llaumcurvcu  ist  aber  bekannt,  dass 

f = g*‘ ’-f  (3) 


und  & der  Torsiouswinkel  ist;  diesen  nennen  wir  hier  den  zweiten 
Krümmungs winkel.  Dieselbe  Gleichung  (3),  die  wir  auf  dem 
Schmiegungsraum  anwenden  dürfen,  gilt  also  auch  hier,  und  v ist 

CT 

“ d&' 

Die  Variationen  von  g uud  /<  ergeben  sich  nun  einfach.  Zerlegt 
nach  den  4 orthogonalen  Richtungen  müssen  sie  die  Form  haben: 

g = «/  - \-ßf  ' +yg  (4) 

h'  = G>) 

Hieraus  ergiebt  sich: 

0 = Zgg'  = y;  0 = Zhh'  =•  <5j 

Zf</  = 2(fgY—  2f'g  = 0=o 
Zf  Id  = Z(fhY-  Zfh  = Ü = o, 

Zff  = Z(f'g)1-  Zfg  = - Z(g&' — f)g  = 

Zf' Id  = Z(f‘h)'-  Zfh  = - Z(g&' — f)h  = 0 = ßt 

Jetzt  hat  sich  Gl.  (5)  reducirt  auf 


Da  nun 
ist,  so  folgt: 


h'=  y\g 

e*2  = zdn* 


y*  = x'2;  yx  = Hk  x' 


Wir  wählen  das  untere  Zeichen;  dann  wird 

Id  = — QYd 

uud  infogo  dessen 

Zh<f~  Z(gh)f-  Zgld  = x' 
so  dass  Gl.  (4)  sich  reducirt  auf 

g‘  = hrt-f'W 


- «5 


(6) 


(7) 


(S) 
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Die  Diffcrentialformeln  für  die  Richtungscosinus  der  begleitenden  Axon 
lauten  also : 

Bf  = f'Bz 
Bf'  = gc&  — fdr 
dg  = hBx  — f'Bd’ 

Bh  — — gBx 

4 

Der  regelmässige  Fortschritt  fällt  hier  in  die  Augen;  cs  zeigt  sich, 
dass  das  gewählte  Vorzeichen  von  Bx  zur  Formgleichheit  notwendig 
ist.  Ueberdies  ist  die  Reihenfolge  der  begleitenden  Axen,  dio  wir 
deshalb  mit  (1)  (2)  (3)  (4)  numeriren,  und  die  der  Krümmungswinkcl 
t,  x festzuhalten. 

Unter  den  6 Hauptcbenen , welche  die  4 begleitenden  Axen  ver- 
binden, zeichnen  sich  die  beiden  (1,  2)  und  (3,  4)  dadurch  aus,  dass 
sie  momentan  um  je  eine  Gerade  rotiren,  während  die  4 übrigen  nur 
einen  Punkt  mit  der  Consecutiven  gemoin  haben.  Die  Schmiegungs- 
ebene 

(1,  2)  Zg^-x)  = 0;  £h{l-x)  = 0 

nämlich  liegt  mit  ihrer  Cousecutiveu 

2(g+hBx-f'B&){S-x)  = 0;  £{h  - gBx)  ($  - *)  = 0 (10) 

im  Schmiegungsraume 

£h(£-x)  = 0 (11) 

und  schneidet  sie  in  der  Geraden 

-£/'(£ — x)  = 0;  2g(l  — x)  = 0;  -£/j(|  — x)  = 0 

d.  i.  in  der  Tangente.  Sie  bildet  daher  mit  ihr  einen  Winkel,  den- 
selben wie  dio  Normalen  beider  Ebenen  im  Schmiegungsraumc.  Die 
Normale  der  Urebene  (1,  2)  ist  bekannt  als  Biuormale,  nicht  aber 

die  der  Consecutiven  (10).  Hier  ist  erst  die  allgemeine  Aufgabo  zu 

lösen:  eiu  Lot  auf  eine  gegebene  Ebene  analytisch  zu  bestimmen. 

Die  gegebene  Ebene  sei 

ZAx  = 0;  2Bx  — 0 (12) 

Alle  Räume,  in  welchen  sie  liegt,  umfasst  dio  Gloichung: 

2(\A  + pB)x  = 0 (13) 

Die  Normale  eines  Raumes  ist  auch  Normale  aller  in  ihm  enthaltenen 
Ebenen,  und  umgekehrt  ist  jede  Normale  einer  Ebene  auch  Normale 
irgend  eines  Raumes,  in  welchem  die  Ebene  liegt.  Folglich  umfasst 
die  Normale  des  Raumes  (13)  für  variirendc  A,  p genau  alle  Normalen 
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der  Ebene  (12).  Ihre  Richtungscosinus  sind  proportional  l.-l-j-uR, 
und  wenn  man  die  Variation  von  1,  p durch  die  Relation 

2{\A  + pB)*  = 1 (14) 

beschränkt,  so  sind  die  Richtungscosinus  der  gesuchten  Normalen  der 
Ebene  (12) 

= A A-\-pB  (15) 

wo  A,  p von  1 Willkürlichen  abhaugen. 

In  Anwendung  auf  die  Ebene  (10),  wo 

A — g-\-hdx — f'd&;  B — h — t jdx 
zu  setzen  ist,  erfüllen  die  A und  B die  Gleichungen: 

£A2=  1;  £B2  — 1 ; 2AB  = 0 
so. dass  Gl.  (14)  übergeht  in 

A2-f|**  = l 

und  man  setzen  kann 

A — cos  re-  p — sin  n 

daher  werden  die  Richtungscosinus  einer  beliebigen  Normale 

= {g-\-h  fbc  — frd&)  cos  7t  — |—  (A — rjr?x)sin  7t 

Damit  dieselbe  im  Schmiegungsraume  (11)  liegt,  ist  die  Bedingung: 

0 — £h\(g-\-  hdx — f'd&)  cos  Tr  — |—  (A — <70x)sin  n\ 

— 0x  cos  7c  + sin  = sin  (7t-\~dx) 

woraus : 

7t  — — dx;  cos  n = 1 ; sin  n =»  — dx 

Demuach  sind  die  Richtungscosinus  der  Normale  der  eonsecutiven 
Schmicgungsebcue  im  Schmiegungsraume 

= g-\-hüx  — /'()#  — (A  — gdx)dx  — g — f'd& 

und  der  unendlich  kleine  Winkel  zwischen  den  zwei  eonsecutiven 
Schmicgungsebeuen 

= ■)/  2\(g-f'to)-oV  = ±8* 

Analog  verhält  cs  sich  mit  der  die  Bi-  und  Trinormale  verbin- 
denden Ebene 

(3,  4)  2f(S  - x)  = 0 ; - x)  = 0 

welche  mit  einer  durch  den  Punkt  ( x ) gelegten  Parallelen  ilicr  Con- 
secutiven 
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2(S+fd  t)(|-*)  = 0;  2(f'+gd&-fd  *)(|-*)«-0  (16) 
im  Normalraume 

Zf(i—x)  = 0 

liegt  und  sie  in  der  Geraden 

2f{%— x)  = 0 ; Zf'ß  — a-)  = 0;  Zg{£—x)  = 0 

d.  i.  in  der  Trinormale  schneidet.  Die  Ebene  (3,  4)  hat  im  Normal- 
raume, wie  voraus  bekannt,  die  Hauptuormale  zur  Normale.  Für  die 
Normale  ihrer  Consocutiven  (16)  findet  mau  ebenso  wie  oben  die 
Richtungscosinus 

= — /*0T)cos7r  (17) 

Im  Normalraume  wird 

0 = sin  7t  — dx  cos  n = siu  (n  — dr) 
also  n = 0r.  Der  Ausdruck  (17)  reducirt  sich  auf 

Daher  ist  dO  der  Contiugenzwinkel. 

Für  jede  Ebene  in  einer  linearer  Vierdehnung  giebt  es,  wie  leieht 
erhellt,  eine  einzige,  durch  einen  ihrer  Punkte  O gehende  Ebene  von 
der  reciproken  Eigenschaft,  dass  jede  durch  O gehende  Gerade  der 
einen  auf  jeder  durch  O gehenden  Geraden  der  andern  senkrecht 
steht.  Jede  von  beiden  Ebenen  ist  nämlich  der  Ort  der  durch  O 
gehenden  Normalen  der  andern.  Zwei  solche  Ebenen  wollon  wir 
central-normal  nennen. 


Offenbar  sind  die  2 soeben  betrachteten  Hauptebenen  (1,  2)  und 
(3,  4)  central-normal  zu  einander.  Es  hat  sich  gezeigt,  dass  sie  den 
gemeinsamen  Drehuugswinkel  # haben.  Hiermit  ist  die  geometrische 
Bcdeutuug  des  zweiten  Krümmungswinkels  gefunden. 

Um  ihn  analytisch  zu  bestimmen,  seien  a und  g die  Drehuugs- 
winkel der  Haupt-  und  Binormale.  Dann  ist 

do*=2df'*  = d r-  + d&2  \ 

dg2  = 2 dg*  = ad»-f-a>c>  J (18' 

Da  nun 

St2  = Zdf2]  dx2  — Zdh2  (19) 

ist,  so  erhält  man  die  doppelte  Bestimmung: 

d&2  = 2(df'2  — df2)  = 2(dgi  — dhi)  (20) 

woraus  beiläufig  die  Relation 
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2(df*  + dg-)  = 2(df>  + Bh*)  (21) 

Jetzt  kaun  man,  weun  die  Coordinatcu  x in  einem  Parameter 
gegeben  sind,  mit  Hülfe  der  Gl.  (9)  alle  16  Richtungscosiuns  der  4 
begleitenden  Axen  leicht  suecessive  berechnen;  denn  es  ist 

0«  = V £'<jx* ; 

f-% 

39=V2(3/'<- Sn ; g = — t/- 

a*  = y za/* - 0/'»+ <y) ; * = 


§.  2.  Parallele  Curven. 

Einer  Curve  s ist  eine  andre  s°  parallel,  wenn  sie  in  den  ent- 
sprechenden Punkten  (x),  (x°)  gemeinsamen  Normalraum  hat.  Daraus 
folgt  von  selbst  die  Gleichheit  der  Tangeutialrichtung  und  der  eon- 
staute normale  Abstand. 

Sind  nun  <,  />,  «/,  r die  Coordinatcn  des  Puuktes  (x°)  relativ  zu 
den  begleitenden  Axen  der  Curve  #,  so  ist 

«°  — + t f -f-  qg  -j-  rh 

Soll  dieser  Punkt  im  Normalraum  von  * liegen,  so  muss  t = 0 sein, 
also 

= * + pf,Jr  qg + rh  (23) 

Jetzt  ist  dieser  Normalraum  zugleich  der  von  6°,  wenn  /°  =/  gesetzt 
wird.  Differentiirt  man  hiernach  die  letzte  Gleichung,  so  kommt: 

fda()  — f(dn — pdx)-\-f'(dp — qd&)-\-g(dq-\-pd& — röx)-j-Ä(3r-f~2Öx) 

Sofern  diese  Gleichung  für  jede  beliebige  Axe  gilt,  muss  einzeln  sein: 

d$0  = du — j)d  x (24) 

0 — Cp  — q d&  \ 

0 = dq-j-pd0‘ — rCK  ? (25) 

0 — Cr  -f-  q ex  > 

Die  3 letzten  Gleichungen  sind  diejenigen,  welche  die  Richtungs- 
cosinus p,  q,  r der  Tangente,  üauptnormale  und  Binormale  einer 
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ltaumcurve  bestimmen,  deren  Krümmungs-  und  Torsionswinkel  0 und 
x sind.  Eliminirt  man  q und  r , so  erhält  man  eine  Differential- 
gleichung 3.  Ordnung 


, (.  , ö*2\  h>  _ °*x  (&P  , \_n 
8^3  i-  y-r  \dö*~1~pJ  ~~  u 


(26) 


deren  Integral,  wenn  p,  p1}  ps  Particularlösungen  bezeichnen,  von 
der  Form  ist 

«P  + *iPi+ a*P*  (27) 

Die  Constanten  o,  «, , haben  keinen  Einfluss  auf  die  Gestalt  der 
Curve,  bestimmen  vielmehr  nur  ihre  Lage  im  Raume. 


Multiplicirt  mau  die  3 Gl.  (25)  einzeln  mit 
sie,  so  kommt: 

p Bp  -f-  q Bq  -j-  r Br  =*  0 

und  nach  Integration: 


!>*  + «*- \~r*  = 


r,  <u 


r und  addirt 


(28) 


Sollen  nun  ?>,  q,  r die  obengenannte  geometrische 
so  muss 


/>*-{- 2* = 1 


Bedeutung  haben, 
(29) 


sein.  Wir  substituiren  daher,  zur  Erhaltung  der  Allgemeinheit  cp, 
cq , er  für  p,  2?  **.  Dann  gehen  die  Gl.  (23)  (24)  (28)  über  in 

x°  = x-\-c{pf'-\-  qg  -f-  rh)  (30) 

8«0  = Bts — cpBr  (31) 

und  in  Gl.  (29),  während  die  Gl.  (25)  (26)  fortbestchcn. 


Setzt  man  in  den  Gl.  (25)  den  Ausdruck  (27)  für  p,  so  gehen 
2,  r bzhw.  über  in 

«2+a12i-b«s<Z2  \ 

ar  -{-  öjrj  -j-  a2r2  ) ' 

Da  die  3 Axen,  auf  welche  sich  die  Richtungscosinus  p,  />,,  p 2 be- 
ziehen, willkürlich  sind,  so  kann  man  sic  orthogonal  wählen.  Dann 
erhält  man  das  orthogonale  System: 


V V i P 2 

<1  <h  <h 
r rt  r2 

und  zur  Erfüllung  der  Gl.  (29)  die  Bedingung: 

a2-f-a18-j-a82  = 1 (33) 

Jetzt  stellen  die  Grössen  (27)  (32)  die  Richtungscosinus  von  Tangente, 
Hauptnormale  und  Binormale  einer  durch  den  Krümmungs-  und 
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Torsionswiukel  # und  x bestimmten  Raumcurve  gegen  eine  beliebige 
Axc  dar. 

In  den  Gleichungen  der  Parallele,  welche  nun  lauten 

seien  * und  c constant;  dann  findet  man: 

£(x° — x Y «=  ^{a^Zipf'-^-qg-^-rh)--^  . . . 

- \-%aax2(pf'-\-<19-)rrh)(j>1fr-\-<ilg-\-r1h)-\ - . . . } 

= c2  { a*  (p*  + <1*  + r~)  + «i  *(  Pi “ + Qi 2 + ri 2)  + V(  P*  + <h*  -f  r*‘) 

+ 2 aa1(pp1+qql  +rr,)+  . . . } 

Hiermit  verbunden  die  sichtlich  erfüllte  Gleichung 

£f(x°  — x)  = 0 

bestimmt  eine  Kugelfläche  vom  Radius  c im  Normalraume  als  nor- 
malen Querschnitt  des  Systems  von  Parallelen,  welches  durch  cou- 
stantes  c bedingt  ist.  Dies  System  ist  daun  die  Grenze  eines  vier- 
dehnigen  Canals  von  constautem,  kugelförmig  rundem  Querschnitt. 
Man  kann  diesen  Canal  entstanden  denken  durch  Biegung  eines  vier- 
dehuigen  Quasi-Cylinders,  d.  h.  des  Ortes  einer  Kugel,  deren  Mittel- 
punkt längs  der  Normale  ihres  Raumes  läuft. 

Wir  wollen  indes  das  Variationsgebiet  der  «,  oj,  a2  noch  weiter 
beschränken,  so  nämlich  dass  jener  Canal  sich  auf  einen  körperlichen 
Canal  mit  kreisförmigem  Querschnitt  reducirt,  wie  er  durch  Biegung 
eines  wirklichen  geraden  Cylinders  entsteht. 

Diese  Aufgabe  wird  am  einfachsten,  und  doch  in  voller  Allgemein- 
heit gelöst,  indem  man 

a2  = 0 

setzt.  Da  alsdann 

«*  -f-aj“  = 1 

wird,  so  kann  man 

a — cos  tp ; b = sin  cp 

setzen,  und  erhält: 

x°  = x-\-c[(pf'-\-qg-\-rh)coa(p-\-(p1f,-\rqi(j-\-r1b)s‘mq>\  (34) 

Erstens  nämlich  wird  dadurch  die  Aufgabe  gelöst,  d.  h.  der 
Querschnitt  ist  ein  Kreis.  Denn  betrachtet  man  * als  constant,  mit- 
hin ir0  als  allein  abhängig  von  c und  <?,  so  zeigt  sich  x°  dargestellt 
als  lineare  Function  zweier  Unabhängigen 


ccosqo,  c sin  tp 
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folglich  liegt  der  Querschnitt  in  einer  Ebene,  die,  indem  sie  die  Kugel 

c = const. 

in  eiuem  grössten  Kreise  schneidet,  eben  diesen  zum  Querschnitt  des 
Canalcs  macht. 

Zweitens  ist  die  Ebene  — 0 ganz  unbestimmt  und  kann  in 
jeder  Stellung  gedacht  werden,  weil  man  für  «,  «„  beliebige  Ortho- 
gonalsubstitutionen machen  kann,  folglich  vertritt  jede  Speciallösung 
sämmtliche  mögliche  Lösungen. 

Gl.  (34)  stellt  jetzt,  wenn  h uud  <p  variireu,  c hingegen  constant 
bleibt,  die  Oberfläche  eines  gebogenen  Cylinders  dar,  wenn  statt, 
dessen  c von  0 bis  zu  dieser  Constanten  variirt,  den  gebogenen  Cy- 
linder  selbst.  Denken  wir  diesen  als  eine  Schnur  bestehend  aus  un- 
endlich vielen  Fäden,  die  parallel  neben  einander  gehen,  so  reprä- 
sentirt  jedes  Wertsystem  c,  cp  einen  Faden.  Betrachtet  man  zwei 
cousecusive  Fäden  <jr,  (p-\-c<p  für  gemeinsames  c , so  ist  deren  con- 
stanter  Abstand 


und  zwar  tiudet  man  aus  (34) 

dq>  5=58  6>i—  (/>/'+ W + r/Osi»<^  + (?,i/,,+  (/i.,/  + riÄ) cos <p{ 

Die  Quadratsumme  der  Klammer  und  ihrer  Analogen  ist  ebenso  — 1, 
wie  es  in  der  obigen  Berechnung  von  £(x{) — ar)*  sich  ergab.  Folg- 
lich wird 

dl  = edep 

uud  c(p  drüekt  den  Bogen  des  conccntrischeu  Kreises  vom  Radius  c 
im  Querschnitt  der  Schnur  aus.  Hiernach  sind  e,  cp  die  Polarcoor- 
dinaten  eiues  beliebigen  Punkts  im  Querschnitt. 

Substituirt  man  <p  — ex  für  qp,  wo  e constant,  so  entspricht  ein 
eonstantes  cp  einem  Faden,  der  auf  jenem  couceutrischon  Kreise  pro- 
portional dem  Bogen  der  Mittellinie  fortrückt,  mithin  die  Schnur  als 
Spirale  umwindet.  Demnach  ist 

*°  = x-^c^pf  4-  qg  -j-  rli)  COS  (qP  — Zs)  -f  (Pi/'-f-tflS'-f-  VO  sin  (<P  ~ **)} 

Die  Gleichung  einer  gedrehten  Schnur,  deren  Fäden  durch  die  Bie- 
gung aus  Schraubenlinien  hervorgeheu,  wenn  sie  wie  vorher  durch 
cp  = const.  bestimmt  werden. 

In  einem  besondern  Falle  nimmt  der  Ausdruck  der  Canalfläche 
vom  kreisförmigen  Querschnitt  in  der  linearen  Vierdehnung  dieselbe 
Form  au  wie  im  Raume.  Ist,  nämlich 
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« constant  = tgß 

woraus  hervorgebt 

# = pcos0;  x = p sin  ß 
so  reducirt  sich  Gl.  (26)  auf 

d3p  . dp 
S(s  + Bg  = 0 

und  hat  das  vollständige  Integral: 

p — a cos  p-f-  «j  sin  p-f -a2 
Hieraus  ergiebt  sich  nach  (25): 

„ dp  — asiup-}-  «i  cos  p 


0ßCOS  ß 


cosß 


r = pcotß-j-  ß = - (« cos  p -f- «,  sin  p)  tg /J  + ai cot  ß 

oder  nach  Substitution  von  n cosß,  at cosß , a2 sinß  für  a,  a„  a*: 

7>  = (a  cos  p + «i  sin  p)  cos  ß -}-  a2  sin  ß 
q — — « siu  P + rt,  cos  P 
r = — («  cos  p -f-  öj  siu  p)  sin  0 -f-  a?  cos  ß 

wodurch  die  Bedingungen  (29)  (33)  erfüllt  sind.  Setzt  man  jetzt  wie 
oben 

a — cos  (p  \ a,  = sin  <p  ; a*  =»  0 

so  wird 

P = cos(p  — <p)cosß  q *=  — sin(p  — <jp);  r = — cos(p  — qp)sm£l 
und  die  Gleichung  der  Canal  fläche  wird 

✓ 

* 0 = x-\-c\(f 'cosß—  hsmß)  cos(p  — (p)  — g sin(p  — <jp)} 

Im  Raume  wird  ß = 0,  p = #,  wobei  die  Form  dieselbe  bleibt 
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XXIV. 

Einige  Eigenschaften  von  Kugelbiischeln  und 

Kugelschaaren. 


Von 

Herrn  Norbert  Herz 

in  Wien. 


Wenn  die  Gleichungen  zweier  Kugeln 

<*— «i)*+(* -/?,)*+  =0  \ 

(x — «2)2+(y  — ßi)2  +(*~  y*)2  — rs*=  Kt  = 0 i ^ 

sind,  so  werden  sich  diese  beiden  Kugeln  in  einem  Kreise  schneiden, 
dessen  Ebene  die  Gleichung  Kx  — A*  = 0 hat  Man  nennt  diese  Ebene 
die  Chordalebeue  oder  Radicalebene,  den  Kreis  den  Chordalkreis  der 
beiden  Kugeln. 

Durch  die  Gleichung 

A,-f-AAÄ  = K).  = 0 (2) 

ist  eine  Kugel  bestimmt,  die  durch  den  Chordalkreis  von  A,  und  A2 
geht;  denn  für  die  Punkte,  für  welche  A,  = 0,  A2  — 0 erfüllt  wird, 
wird  auch  A,  - {-  A A2  = 0.  Bei  veränderlichem  A giebt  die  Gleichung 
(2)  unendlich  viele  Kugeln,  deren  Gesainmtheit  einen  Kugelbüschel  B 
bilden,  für  welchen  A„  A2  Grundkugeln  sind.  Die  Chordalebeue  ist 
auch  ein  Element  derselben,  indem  für  dieselbe  A = 1 wird. 

Jede  Kugel  des  Büschels  hat  die  Eigenschaft,  dass  das  Verhält- 
niss  der  Längen  der  durch  einen  beliebigen  Punkt  derselben  an  zwei 
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andere  Kugeln  des  Büschels  gelegten  Tangenten  eine  constante  Grösse 
hat,  die  aber  für  Punkte  verschiedener  Kugeln  und  für  je  zwei  an- 
dere Kugelu  des  Büschels  eine  andere  wird.  Denn  der  Wert 

(a-j  — (2/1  — (»i  — 7i)2— V = 

ist  das  Quadrat  einer  aus  dem  Punkte  x1y1z1  an  A\  gelegten  Tau- 
gente,  d.  h.  die  Potenz  des  Punktes  z,  in  Bezug  auf  die  Kugel 
K\  und  da  für  jeden  Punkt  von  Ky. 

AY-H^y  = ü 

also 


ist,  so  ist  der  obige  Satz  für  die  Gruudkugeln  bewiesen,  also  auch 
allgemein,  da  im  Büschel  je  zwei  Kugelu  zu  Grundkugeln  angenommen 
werden  können. 

K ’ 

Da  für  die  Chordalebeue  A = — 1,  so  ist  , = 1,  d.  h.  die 

Aj) 

Längen  der  von  einem  Punkte  der  Chordalebeue  an  alle  Kugeln  eines 
Büschels  gelegten  Tangenten  sind  gleich ; ihre  Berührungspunkte  liegen 
auf  einer  Kugel,  der  Tangentenkugel,  deren  Mittelpunkt  der  in  der 
Chordalebeue  liegende  gemeinschaftliche  Punkt  aller  Tangenten  ist;  weil 
aber  die  Radien  der  einen  Kugel  Tangenten  der  andern  sind  , w 
schneiden  sich  die  beiden  orthogoual,  weshalb  die  Tangeutenkugel 
auch  Orthogonalkugel  heissen  kann. 


Löst  man  die  Gleichung  (2)  auf,  so  ergiebt  sich: 

,*  4-  ,,2  + -2  _ 2 — * X - 2 ,,  _ 2 2i±iö  - 

x *1~  y -r  - “ 1 -f  A 1 -f-  A y 1 -f-  A “ 

, «12  4-  4-  n 2 - *-,  * + *(«»*4-  ß*2 + yJ - r»2)  _ n 

“T  " 1 -j-  A “ “ “ 

Hieraus  ergeben  sich  die  Coordiuaten  des  Mittelpunktes  der  Kugel  Ky 

Yi  + xYt 


aX  " 1-f  A ’ 1 + A ’ y/ ~ 1-fA 

Für  den  Halbmesser  derselben  findet  mau : 


(3) 


>7  2 


oder : 


('-$?■)  + tt+f )’+  (*V$r)‘ 

_ («124-  ßi2 4-  Yi 2-‘ r*)  4- A(q,2 -f-  ft» 4- )Y 

1-M 

2 _ ri !+ 2 4-  r22  — g2]4-*S2 
rA  ~ ' U4-*)2 


-rs2) 


(4) 
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wenn  c 2 = (c^  — a2)2-\-(ßj  — /?s)2  + (yi  — ys)x  die  Centrale  der  beiden 
Kugeln  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (3)  sieht  man,  dass  die  Mittelpunkte  aller 
Kugeln  eines  Büschels  auf  einer  Geraden  liegen,  und  dass  k das  ne- 
gative Teilverhältniss  des  Mittelpunktes  der  Kugel  K\  in  Bezug  auf 
die  Mittelpunkte  der  Gruudkugelu  ist. 

Aus  (4)  sieht  man  ferner,  dass  der  Radius  der  Kugeln  auch  ver- 
schwinden kann;  dies  geschieht,  wenn 

r1*-f-A(r18-}-r82  — £*)-}-  k2r^  = 0 

und 

* = |(ß2  — ri*  — V)  ± V (c2  — rj2  — Tj,2)2  — 1 

oder 

(5) 

k = ~ |(c2— rj2— rss^+yfc-J-Ti  + r^^+r,— r2)(c— rj+rgKc— rj— r2)| 

Für  diese  Werte  von  k gehen  also  die  beiden  Kugeln  im  Punkte  über; 
diese  heissen  Greuzpunkte  des  Büschels.  Selbstverständlich  gehen 
auch  alle  Tangentenkugeln  durch  die  Grenzpunkte. 

Aus  (5)  findet  man  leicht,  dass  die  Grenzpunkte  reell  oder  ima- 
ginär sind,  je  nachdem  sich  die  Kugeln  des  Büschels  schneiden  oder 
nicht.  Nimmt  mau  ausser  den  beiden  Kugeln  Kv  K%  noch  eine  dritte: 

*3  = <*  - (y  - M*  H h (•-*)*  - V = o 

an,  so  werden  dadurch  zwei  weitere  Büschel  Bi  und  zugehörige 
Grenzpunkte  bestimmt.  Die  3 Chordalebenen  der  drei  Kugeln  müssen 
sich  in  einer  Geraden  schneiden,  die  auf  der  Centralebene  der  drei 
Kugeln  senkrecht  steht,  da  sich  ja  die  3 Kugeln  in  zwei  Punkten,  den 
Chordalpunkten  schneiden,  deren  Verbindungslinie  obige  Gerade  ist, 
welche  Chordale  oder  Radicalaxe  der  drei  Kugeln  heisst.  Uebrigens 
folgt  dies  auch  aus  den  Gleichungen,  indem 

Kt-K 8 ==  (Kt  - A*)  + ( A*  - A3) 


Die  von  den  Punkten  der  Radicalaxe  an  alle  Kugeln  gelegten 
Tangenten  sind  gleich,  da  sie  es  für  je  2 sind;  die  aus  denselben 
gelegten  Tangentenkugeln  müssen  folglich  durch  sämmtliche  6 Greuz- 
punkte gehen,  welche  daher  iu  einem  Kreise  liegen,  dessen  Mittel- 
punkt der  Durchstosspunkt  der  Radicalaxe  mit  der  Centralebene  ist. 

Durch  3 Büschel  ist  aber  noch  eine  ganze  Reihe  von  Büscheln 
bestimmt,  für  welche  nur  die  Bedingung  besteht,  dass  die  Chordal- 
kreise  durch  die  2 Schnittpunkte  der  drei  Kugeln  gehen.  Die  Ge- 


25* 


• rn  - — — — — 

"•f 


388  Herz:  Einige.  Eigenschaften  von  A ugelbiischeln  und  Kugehchaartn. 

sammtheit  derselben  kann  eine  Kugelschaar  heissen.  Die  Gleichung 
einer  Kugel  derselben  ist 

weil  sie  durch  den  Schnittpunkt  von  A',  = 0,  — 0,  ä3  = 0 gehen 

muss. 

Da  alle  Büschel  einer  Schaar  dieselbe  Radicalaxe  haben,  so  muss 
jede  Tangentialkugel  zu  BB1Bi  auch  Tangentialkugel  zu  jedem  an- 
deren Büschel  sein,  woraus  folgt,  dass  die  Grenzpunkte  aller  Büschel 
dieser  Schaar  in  einem  Kreise  liegen,  welcher  der  Greuzpunktskreis 
heissen  kann. 

Man  ersieht  auch  hieraus,  dass  der  Greuzpuuktskreis  Cbordal- 
kreis  für  ein  Büschel  ist,  dessen  Mittelpunkte  in  der  Radicalaxe 
sind,  und  für  welchen  die  Chordalpunkte  der  Schaar  Grenzpunkte  sind. 

Man  kann  nun  ein  Kugelbüschel  und  eine  Kugelschaar,  für  welche 
die  oben  leicht  ersichtliche  Reciprocität  besteht,  als  zugeordnet  be- 
trachten. Der  Chordalkreis  eines  Büschels  ist  also  Grenzpunktskreis 
der  zugeordneten  Schaar;  des  ersteren  Radicalebeue,  Centrallinie  und 
Grenzpunkte  sind  für  die  letztere  Centralebene,  Radicalaxe  und  Chor- 
dalpunkte. 

Hat  mau  4 Kugeln  im  Raume 

Kx  = 0,  Är*  = 0,  Ä»  = 0,  Kk  = 0 

so  erhält  mau  für  dieselben  4 Centralebenen,  welche  eine  dreiseitige 
Pyramide,  das  Centraltetraedcr  bilden.  Die  6 Radicalcbenen  von  je 
zweien  der  Kugeln  schneiden  sich  in  demselben  Punkte , denn  ihre 
Gleichungen  sind : 

Kx  — A'j,  =*  0 Ä’,  — A!^  — 0 AT,  — Ar4  = 0 

K2—  ä'3  = 0 A'a  — A'4  — 0 /f3  — £4  = 0 

Da  nun  Kx  — K4  = (A'j  — AT2)  + (Ar2  — £3)  -}-  (£3  — K4)  ist,  also 
die  Radicalebeue  (14)  durch  den  Schnitt  der  drei  (12),  (23),  (34) 
geht,  während  die  Ebenen  (13)  und  (24)  mit  den  Ebenen  (12),  (23) 
resp.  (23),  (34)  gemeinschaftliche  Schnittlinien  haben,  so  gehen  alle 
6 Radicalcbenen  und  somit  auch  alle  4 Radicalaxeu  durch  denselben 
Punkt,  welcher  das  Radicalcenlrum  der  4 Kugeln  heisst.  Die  den  6 
Büscheln,  deren  Mittelpunkte  in  den  Kanten  oder  die  den  4 Schaaren, 
deren  Mittelpunkte  in  den  Flächen  des  Centraltetraeders  liegen,  zu- 
geordneten Schaaren  resp.  Büschel,  deren  Mittelpunkte  in  den  6 Ra- 
diealebenen  bzlnv.  in  den  4 Radicalaxeu  liegen,  haben  daher  eine 
gemeinschaftliche  Kugel , deren  Centrum  das  Radicalcentrum  der  4 


jmmiV 


Herz:  Einige  Eigenschaften  von  Kugelbüscheln  und  Kugelschaaren 


380 


Kugeln  ist,  und  auf  welcher  auch  sümratlicbe  Grenzpunktskreise  lie- 
gen, was  übrigens  schon  daraus  folgt,  dass  ihre  Mittelpunkte  die 
Orthogonalprojectionen  des  Radicalcentrums  auf  die  Seiten  des  Cen- 
tral tetraeders  sind. 


Proj  ecti  vischc  und  perspecti  vis  che  Kugelbüschel. 


In  einem  Kugelbüschel  kann  man  das  Teilverhiiltniss  des  Mittel- 
punktes einer  Kugel  auch  als  das  Teilverhiiltniss  der  Kugel  in  Bezug 
auf  die  Grundkugclu  ansehen;  dasselbe  hat  für  die  Kugel  K).  den  Wert 
— A;  das  Doppelverhältniss  von  2 Kugeln  Kx  und  Kxf  in  Bezug  auf 

die  beiden  Gruudkugeln  ist  dann  d = r-,  und  das  Doppelverhältniss 

von  4 beliebigen  Kugeln  des  Büschels: 


d — (A1Aj>A;sA4) 


^3 

^3 


h 

Ä*2 


*4 


Die  Kugclu  liegen  harmonisch,  wenn  ihr  Doppelverhältniss  —1  ist-, 
demnach  sind  2 Kugeln  harmonisch  zu  don  Grundkugeln,  wenn  ihre 
Gleichungen 

Kt  -f  A K»  = 0,  Kx  - XKt  = 0 sind. 


Zwei  Kugelbüschel  sind  projectivisch,  wenn  jeder  Kugel  des  einen 
Büschels  nur  eine  Kugel  des  anderen  entspricht.  Wenn  daher 


tfj-f  AÄ*  = 0 

ki  4*  #***  = o 

die  Gleichungen  der  beiden  Büschel  sind,  so  muss  für  die  Projeetivitüt 
zwischen  A und  ft  die  Beziehung  bestehen: 

(l  Afl  — }—  hX  — {—  Cft  — |-  fl  = 0 (1) 

Sollen  die  Grundkugeln  sich  gegenseitig  entsprechen,  so  muss  für 
A = ü auch  fx  — 0,  also  d = 0 und  für  A = cc  auch  ft  — cc,  also 
a = 0 sein;  dann  reducirt  sich  die  Gleichung  (1)  auf  die  folgende: 

hX  4-c/u.  = 0 oder  AX-\-(x  — 0 (2) 


und  die  Gleichungen  der  beiden  Büschel  werden: 


Kx  -j-Atfo  = 0 

Ar,  — AXks  = 0 

Zwei  Kugelbäschel  sollen  perspcctivisch  sein,  wenn  sie  eine  Kugel 
entsprechend  gemein  haben;  daun  müssen  sich  natürlich  die  Träger 
der  Mittelpunktreihen  schneiden;  für  diesen  Fall  wird  in  die  Glei- 
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chungen  der  beiden  Büschel  nur  Kt  = kx  = 0 als  Gleichung  der 
perspectivisch  gemeinsamen  Kugel  zu  setzen  sein. 

Man  kann  auch  von  projectivischeu  Kugelschaaren  sprechen,  in- 
dem jeder  Kugel  der  einen  Schaar  eine  der  anderen  entspricht.  Ihre 
Gleichungen  werden: 

K,  + kKt  + tiKs  = 0 
kx  — Ak  i fcs  — Ba  ks  — 0 


Die  Chordalebene  von  je  2 sich  entsprechenden  Kugeln  zweier  pro- 
jectivischer  Büschel 

K^XKi  = 0 
kt  — = 0 

haben  die  Gleichung: 


oder 


Kx+XK% 
1 + k 


kx  — Akk 
1—Äk 


( Kt  - kx ) -f  A[(Ä2  -k^-AiK,-  *,)]  - Ak*(K2  - k2) 


0 (3) 


Die  säramtlichen  Chordalebenen  umhüllen  eine  Fläche,  deren  Gleichung 


[(Kt-kJ-AiKi-kJY  + AAiKt-kJiK^kJ  = 0 (4) 

ist.  Für  perspectivisch e Büschel  ist  Kx  = kx  zu  setzen , daher  wird 
dio  Gleichung  irgend  einer  Chordalebene,  indem  in  der  Gleichung  (3; 
Kx  — kx  wegfällt: 


{K2  — Kx)  — A(kx  — k2)  - Ak(K*  — Je?)  = 0 (5) 


Hieraus  folgen  die  Sätze: 

Die  Chordalebenen  von  sich  entsprechenden  Kugeln  projectiviscker 
Büschel  umhüllen  eine  Fläche  2ter  Ordnung. 


Alle  Chordalebenen  von  sich  entsprechenden  Kugeln  perspectivi- 
scher  Büschel  bilden  ein  Ebenenbüschel,  dessen  Axe  die  Radicalaxe 
der  drei  Kugeln  kx  = Kx  = 0,  K2  = 0,  k2  = 0 ist,  und  das  mit  der 
Mittelpunktsreihe  der  beiden  Kugelbüschol  projectivisch  ist 

Daraus  folgt  ferner,  dass  auch  je  zwei  beliebige,  sich  entspre- 
chende Kugeln  der  Büschel  mit  der  gemeinsamen  Kugel  derselben 
dieselbe  Radicalaxe  haben. 


Anmerkung  1.  Haben  die  Kugeln  Kv  = 0,  A-,  = 0 denselben  Mit- 
telpunkt, aber  verschiedene  Radien,  d.  h.  sind  die  Mittclpunktsreihen 
perspectivisch,  nicht  aber  die  Kugelbüschel,  so  wird  Kx — kx  = Ä12 — r,* 
und  die  Umhüllende  der  Chordalebenen  wird  dann  wieder  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung. 
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Anmerkung  2.  Für  die  Ebene  gelten  ganz  analoge  Sätze:  Dio 
Ckordalen  zweier  projectivischer  Kreisbüschel  umhüllen  eine  Kegel- 
schuittslinie ; sind  die  Büschel  pcrspectiviscb,  so  bilden  die  Chordalen 
einen  zu  den  Mittelpunktsreihen  projectivischen  Strahlenbüschel; 
haben  aber  die  Kreise,  deren  Mittelpunkte  ooincidiren,  verschiedene 
Halbmesser,  so  ist  die  Umhüllende  der  Chordalen  ein  Kegelschnitt. 

Die  von  dem  Radical centrum  Ji  von  4 Kugeln  JT„  ÜT2,  K3,  Kx 
auf  die  Seiten  des  Centraltetraeders  gefällten  Perpendikel  sind  dio 
Axen  der  den  zu  den  4 Seiten  gehörigen  Sehaaren  zugeordneten  Bü- 
schel. Bestimmt  man  auf  diesen  Normalen  pcrspectiscbe  Punktreihen 
als  Mittelpunkte  von  Orthogonalkugeln  mit  dem  gemeinschaftlichen 
Punkte  R.  so  bilden  dio  Chordalebcnen  je  zweier  Büschel  im  ganzen 
6 mit  einander  projectivische  Ebenenbüschel,  deren  Träger  die  Kanten 
eines  Tetraeders  bilden  und  nichts  anderes  als  die  Radicalaxen  je 
zweier  Kugeln  mit  der  gemeinschaftlichen  Orthogonalkugel  sind.  Seien 
Rzu  Rx2.  Är3,  RxA  die  Normalen  zu  den  Ebcneu  K9K3K4,  KiK3Ki, 
und  A',ArsA3  und  von  den  perspcctivischen  Reihen  m„  m», 
7«3,  m4  vier  sich  entsprechende  Punkte  als  Mittelpunkte  der  Kugeln 
kt,  k3,  &4,  so  sind  die  Kanten  des  obigen  Tetraeders  die  Radical- 
axen von  kfaR,  fcjÄr3/r,  l\kxR,  k?k3R,  k2kxR , kJexR  und  wie  man  sich 
leicht  überzeugt,  keine  anderen  Linien,  als  die  Kanten  des  Central- 
tetraeders, weil  z.  B.  die  Chordalebcnen  von  A-,  R und  k2R  die  beiden 
Seiten  K<tK3Kl  und  K1KiKi  des  Ceutraltetraeders  sind,  die  Radicalaxe 
daher  die  Kante  K3KX  derselben  sein  muss.  Je  zwei  der  entstehen- 
den Ebeuenbüschel  erzeugen  nun  eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung, 
uud  zwar  entstehen  hier  12  Kegel,  die  ihre  Scheitel  in  den  Ecken 
des  Centraltetraeders  haben,  und  3 hyperbolische  Paraboloide  oder 
einfache  elliptische  Hyperboloide. 

Perspectivische  Punktreihen  auf  den  Normalen  entstehen  bei- 
spielsweise als  gleichzeitige  Schnitte  derselben  aus  R beschriebenen 
Kugel  auf  allen  Normalen,  und  man  erhält  daher  den  folgenden  Satz : 

Die  Chordalebcnen  je  zweier  von  allen  jenen  Kugeln,  welche  den 
aus  je  3 von  vier  gegebenen  Kugeln  gebildeten  Schaareu  zugeordneten 
Büscheln  angehören,  und  deren  Mittelpunkte  auf  einer  aus  dem  Ra- 
dicalcentrum  der  4 gegebenen  Kugeln  beschriebenen  Kugel  liegen, 
gehen  durch  jene  Kante  des  Ceutraltetraeders,  welche  deu  Ebenen 
der  den  beiden  Kugeln  zugeordneten  Schaaren  gemeinschaftlich  ist. 
Die  Schnittlinie  je  zweier  der  entstehenden  6 Chordalebcnen  beschreiben 
bei  stetiger  Veränderung  des  Radius  der  aus  dem  Radicalcentrum  be- 
schriebenen, die  Mittelpunkte  bestimmenden  Kugel  12  Kegel  zweiter 
Ordnung  von  denen  je  3 eine  Ecke  des  Centraltctraeders  zur  gemein- 
schaftlichen Spitze  haben,  und  3 audere  Regelflächen  zweiter  Ordnung. 
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Sind  projectiviache  Kugelbüschel  vorgelegt,  so  wird  man  Groppen 
von  je  drei  einander  entsprechenden  Kugeln  haben,  zu  welchen  je  3 
Chordalebenen  gehören;  die  Aufeinanderfolge  dieser  Ebenen  giebt 
nach  dem  früheren  3 Flächen  zweiter  Ordnung.  Jede  gemeinschaft- 
liche Tangentialebene  derselben  ist  Chordalcbene  für  eine  Kugel  A, 
des  ersten  Büschels  und  die  zugehörige  A2  des  zweiten,  ebenso  zu 
zwei  Kugeln  B2,  i?3  des  zweiten  und  dritten  und  C3,  Cx  des  ersten 
und  dritten  Büschels.  Da  es  nun  8 gemeinschaftliche  Tangential- 
ebenen giebt,  so  giebt  es  auch  in  jedem  der  drei  Büschel  8 Gruppen 
von  je  2 Kugeln,  deren  Chordalebenen  mit  den  ihnen  entsprechenden 
Kugeln  in  je  einem  der  beiden  anderen  Büschel  zusammcnfallen.  Eine 
solche  Gruppe  ist  hier  im  ersten  Büschel  A,*?,,  denn  die  Chordal- 
cbenen  von  AXA%  und  CXC3  fallen  zusammen;  im  zweiten  und  dritten 
Büschel  sind  solche  Gruppen  A2B2  und  BzCt.  Die  Radicalaxen  der 
Kugeln  Au  A2  und  der  ihnen  im  3ten  Büschel  entsprechen  A3,  so  wie 
der  einander  entsprechenden  Kugeln  BtBsB3  und  C\C2CZ  liegen  in 
der  gemeinschaftlichen  Tangentialebene;  es  giebt  folglich  auch  in  je- 
dem von  drei  projectivischen  Kugelbüscheln  8 Gruppen  von  je  3 Ku- 
geln, deren  Radicalaxen  mit  den  beiden  ihnen  entsprechenden  Kugeln^ 
welche  sich  in  den  anderen  Büscheln  ebenso  gruppiren,  zu  je  dreien 

in  einer  Ebene  liegen. 

• 

Sind  zwei  Kugelbüschel  durch  die  Gleichungen 

Kx-\-XK2  = 0 
Kx — A\K2  = 0 

gegeben,  so  sind  die  Chordalebenen  von  je  entsprechenden  Kugeln 
mit  einer  festen  üf3  = 0: 

(K9-Kt)+X(Ks-Kt)  = Q 
(Ka-Kt')-AK(Ka-  K2)  *-  0 

Die  Radicalaxe  der  drei  Kugeln  A;,  Kx>  und  Ka  beschreibt  demnach 
eine  Fläche,  deren  Gleichung 

(Ks-K,)  -o 
(Äi-Äj'),,  -A(Kt-Kt')  ; 

ist,  und  welche  somit  eine  Regclflächc  zweiter  Ordnung  sein  wird, 
im  allgemeinen  also  ein  hyperbolisches  Paraboloid  oder  einfaches 
elliptisches  Hyperboloid,  welches  nur  dann  in  einen  Kegel  übergeht, 
wenn  die  beiden  Radicalaxen  der  festen  Kugel  mit  den  beiden  Bü- 
scheln sich  schneiden,  welcher  Schnittpunkt  dann  die  Spitze  des  Kegels 
zweiter  Ordnung  ist;  die  obige  Fläche  wird  ein  Cylinder  sein,  wenn 
die  Radicalaxen  parallel  sind. 
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Das  Radical centrum  von  4 Kugeln,  von  denen  zwei  /r3=0,  Ä”4— 0 
fest  sind,  und  die  beiden  anderen  zwei  projectivischen  Büscheln  an- 
geboren, beschreiben  daher  stets  eine  Curve  zweiter  Ordnung,  uämlich 
den  Schnitt  der  obigen  Regelflache  mit  der  Chordalebene  K6 — A4  = 0. 

Nun  werden  aber  die  beiden  zu  Ks  und  Kk  gehörigen  Radical- 
axen  je  eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung  beschreiben;  da  aber  von 
ihrem  Schnitte,  dem  geometrischen  Orte  des  Radicalccntrums  der  4 
Kugeln  eine  ebene  Curve  der  zweiten  Ordnung  schon  gefunden  ist, 
so  muss  zu  demselben  entweder  noch  eine  zweite  ebene  Curve  ge- 
hören, oder  die  beiden  Flächen  müssen  sich  in  der  vorhin  gefundenen 
Curve  berühren.  Sei  ein  Punkt  der  zweiten  Curve  r,  so  lasson  sich 
durch  ihn  in  den  beiden  Regelflächen  je  2 Gerade  ziehen,  von  denen 
je  eine  derjenigen  Geradenschaar  angehört,  aus  welcher  die  Fläche 
als  Gesammtheit  der  Radicalaxen  entstanden  gedacht  ist;  sind  die 
beiden  Chordalaxen  gx'  so  werden  sie  die  Chordalebene  A^— A4=0 
in  zwei  Punkten  schneiden,  welche  beide  Radicalcentra  der  4 

Kugeln  AT3,  A4,  Aa  uud  K):  sein  müssten.  Dies  ist  unmöglich,  und 
cs  muss  daher  entweder  P in  die  in  der  Ebene  Ks — Ar4  = 0 gelegene 
Curve  C fallen,  wodurch  diese  doppelt  gezählt  wird,  oder  es  müssen 
Pit  Pi  zusammen-  und  in  C hineinfallen ; dann  haben  die  beiden  Regel- 
flächen eine  Erzeugende  gemeinschaftlich  und  folglich  noch  eine  zweite. 
Dass  dies  aber  hjer  nicht  möglich  ist,  ersieht  man  auf  folgende  Weise : 
Pp  ist  Chordalaxe  der  Kugeln  A3,  Aa,  A>  und  ebenso  A4,  K\  Aa*. 
Die  4 Kugeln  A3,  A4,  A%  Aa-  haben  demnach  ein  unbestimmtes  Ra- 
dicalcentrum,  ihre  Mittelpunkte  liegen  in  derselben  Ebene;  wenn  nun 
wol  in  2 projectivischen  Reihen  R uud  R'  (den  Mittelpunktsreiheu) 
zwei  Paare  sich  entsprechender  Punkte  liegen,  die  mit  2 anderen 
Punkten  (P8P4)  in  einer  Ebene  liegen  [das  Erzeuguiss  der  beiden 
Reihen,  eine  Regelflächc  zweiter  Ordnung,  giebt  mit  P8P4  zwei  Schnitt- 
punkte; die  durch  denselben  gehenden  zur  einen  Geradenschaar  ge- 
hörigen Erzeugenden  bestimmen  die  betreffenden  Punktepaare  auf 
Pj/?2],  so  werden  die  4 Chordalaxen  parallel,  im  allgemeinen  aber 
nicht  zusammenfallen.  Man  erhält  daher  den  Satz: 

Die  Regelfiächen  zweiter  Ordnung,  welche  die  Chordalaxen  zweier 
beweglicher  Kugeln  von  projectivischen  Büscheln  mit  je  einer  von  2 
festen  Kugeln  beschreiben,  berühren  sich  in  einer  Curve  zweiter  Ord- 
nung, welche  in  der  Chordalebene  der  boiden  festen  Kugeln  liegt,  und 
der  geometrische  Ort  des  Radicalccntrums  der  vier  Kugeln  ist. 


Wien  im  Februar  1880. 
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XXV. 

Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 


Von 

Alfred  Siebel. 

Fortaetcong  Ton  N.  VIII.  in  T.  LXI. 


Artikel  VII.  (§  35-§  46.)  * 

Bestimmung  der  reellen  Wurzoln,  wobei  das  F\x) 
in  § 2 von  der  Form  b*-11  ist. 


(1) 


§ 35. 

Construetion  der  Wurzeln. 

Die  reellen  Wurzeln  unserer  algebraischen  Gleichung 
7iten  Grades  /( x)  = 0 lassen  sich  als  Abscissen  der  Durch- 
schnitte zweier  Curven 


y = F\x) 
y = 


bx~h 

F\x)  - kf{x) 


wo  i>0  construiren. 


Die  erste  Curve  ist  convex  für  jedes  x , da 

F"(x)  = ( Inh > 0. 

Wir  wollen  die  Constauteu  so  bestimmen,  dass  dies  auch  mit 
der  zweiten  der  Fall  ist. 
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F"(x)  = (toi)*  (l  + (h i)  ~ + (toi)»  + ...) 

*/'<*)  = * (rw+/"'w  -j— +/,Fw 

giebt  subtrahirt: 

S"(*)  = (to  i)»  - fc/"(A)  + ((toi)»  — */"(*)  ) ~ + ... 

+ (<'n4>"  - + <*•»)■+«  ^yr+->0 

für  jedes  « ^ A wenn 

(lnb)*—kf"(h)  > 0,  (JmA)3  — £/"'(A)  >0,  ...  {lnb)H — kfn(h)  > 0. 
Sei 

/■(*-{- c)  = C0X«-f  . . . Cn-viXm  +...<?„ 


a 


m 


km  fm(c ) 


a 


Wl 


WO 


(2) 


W*Cn-m 

« > 0, 


ferner 


so  ist: 


(3) 


kn,m  das  absolut  kleinste  unter  den  (pos.  ueg.)  Gliedern 
der  Reihe 

von  der  Form  k , = ± Csas  (s  = ?) 


für  *><?:  F"(x)  > 0 und  2r"(«)  > 0 mithin  jede  der 
beiden  Curven  convex,  wenn 

h =*  c 

Inb  = a >>  0,  d.  h.  6 = e°  > 1 

fc  absol.  < oder  = kn, 2. 


Die  Bezeicbnungun  haben  wir  so  gewählt,  dass  die  Aehnlichkeit 
zwischen  deu  vorliegenden  Formeln  und  denen  dem  Fall  Ffa)  = 
\{x  — h)r  entsprechenden  zu  Tage  tritt,  und  werden  dies  auch  in  der 
Folge  tun. 
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Siebe  I:  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 


§ 36. 

Trennung  der  Wurzeln  in  pos.  Sinne. 


I.  Sei  xx  beliebig  gegeben  und  denke  man  sich  die  Curve 

y = F\x)  = ,»<•(* -c) 


(1)  wo  a > 0 und  c x, 

construirt,  ferner  den  Punkt  mit  den  Coordinaten  xx  und  yx  = 
Sfo)  = F\xx)-kf(xx) 

wo  k absol.  < oder  = = kf  je  nachdem  /Xx,)^0 

sodass 

kf(xx)  > 0. 


Von  ziehe  man  auf  der  pos.  Seite  der  Ordinate  die  Tangente 
'$7’  an  die  Curve  und  bezeichne  die  Abscisse  des  Berührungspunkte 
T mit 

x. 


Es  ist 


d.  h. 


F\x)-^xx)^{x-xx)F'{x) 


k/\xx) 

gof*,— c) 


eP(*-Xx)  (a(x  — xx)  — 1 + ca^i~xl) 


Statt  a(x  — Xj)  führen  wir  die  Unbekannte 


ein  und  erhalten 


z 


X — X»  — » 

1 a 

rp(z)  = 1 + (2  — l)e*  = p,  3>0 


kf(x ,) 
V ~ <*!(*, -C) 


(>  0) 


a >>  0,  c <«•  x„  k wie  in  (2). 


II.  Nach  Artikel  II.  § 6.  ergeben  sich  die  zur  Trennung  aus- 
reichenden Kriterien: 

1)  Genügt  s der  Bedingung  yiz)  pO°g  M>is)  so  ü0# 

im  Intervall  (x,x)  höchstens  eine  Wurzel  von  f[x)  = 0. 
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2)  Ist  iv  eine  einfache  Wurzel  und  befindet  sich  a*,  hinreichend 
nahe  auf  der  negativen  Seite  derselben,  so  fällt  x auf  die  positive  — 
mit  anderen  Worten:  Ist  xx  ein  unterer  Näherungswert,  so  ist  x eine 
obere  Grenze  von  w,  vorausgesetzt,  dass  xl>(z) — p hinreichend  klein. 
(Vcrgl.  Art.  III.  § 10.) 

Nach  § 8.  III.  2)  und  § 9.  I.  (5)  ergiebt  sich,  dass  es  genügt 
P < 1,  2 = y p zu  nehmen  *). 


§ 37. 

Der  Verlauf  der  Functionen  t \>z  und  logt \>z  (§  36.  II.) 
für  z 0 erhellt  aus 


1)  Tpz  = 222+n3z3"^2T434~f~  * • • > 0 (=  Ö für  z — 0) 

ift'z  = ze* 1  > 0 ( „ „ „ ) 

t \>"z  = (z-j-l)c*  > 0 


2)  log  ipz  ^ ()  für  z ^ 1 
= — x „ z = 0 


log  tgz 
dz 

rf2l0g  U>z 
dz 2 


1 1 l>'z 

~r>  0 


ln  10  t l>z 

„ (1  -\-z—e2)el  < 0 


(=  0 für  z = 0) 


Zugleich  erkennen  wir,  dass  und  wie  man  die  Bedingung  für  z 
in  § 36.  II.  leicht  mittelst  einer  Tabelle  über  t \)z  oder  besser  logtj’z 
erfüllen  kann. 


*)  Anmerkung.  Kriterien  für  die  Trennung  in  negativem  Sinne: 

1)  Ist  c ^ .r,  so  liegt  zwischen  x,  und  dem  grössten  der  Werte  c und 


Vp  _ 

x . keine  odor  eine  Wurzel  w. 

a 

4/n 

2)  Ist  c ^ w \ x,,  so  x,  — eine  untere  Grenze  von  w falls  x,  — w 

a 1 

hinreichend  klein,  wo  p wie  in  I.  (3)  und  ^ 1. 
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St  ehe  l:  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 

Htilfstabelle. 


z 

— log  t \>Z 

z 

— logt^z 

z 

-Hogt^z 

0,010 

4,298 

0,10 

2,272 

1,0 

0,000 

15 

3,945 

15 

1,905 

1,5 

0,511 

20 

3,693 

20 

1,641 

2,0 

0,924 

25 

3,498 

25 

1,432 

2,5 

1,285 

30 

3,338 

30 

1,259 

3,0 

1,615 

35 

3,203 

35 

1,110 

3,5 

1,923 

40 

3,085 

40 

0,979 

4 

2,217 

45 

2,982 

45 

0,862 

5 

2,774 

50 

2,889 

50 

0,755 

6 

3,305 

55 

2,804 

55 

0,658 

7 

3,818 

60 

2,727 

60 

0,567 

8 

4,319 

65 

2,656 

65 

0,482 

9 

4,812 

70 

2,590 

70 

0,402 

10 

5,297 

75 

2,529 

75 

0,327 

11 

5,777 

80 

2,472 

80 

0,256 

12 

6,253 

85 

2,417 

85 

0,188 

13 

6,725 

90 

2,366 

90 

0,123 

14 

7,194 

0,095 

2,318 

0,95 

0,060 

15 

7,661 

Anmerkung.  Ist  z 1 so  ist 


und  es  befriedigt 


2 < *Z  < Z* 


Z*  . Z» 


+ q <C  l»  <C  n + 


obige  Bedingung  i \>z  < p . 


§ 38. 

Wahl  von  c und  a. 


(1)  Sei 


so  wird  in  § 36.  I.  einfacher 


c = 


p ==  kfx | =HhCso8.Cf,  = t i>z  (siehe  § 35.  (2)) 


daher 


as 


ipz 

± Cs  cn 


t*  8 

X = *1  4*  T~  • Y±  Cscn 


(2) 
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Bei  bestimmten 

* = z 

hat  x seinen  grössten  Wert,  wenn  dies  mit 


der  Fall  ist. 

Differentiirt  giebt 

F'{z)  = **'z)  = a,(z)’ 
WO 

Gs(z)  = srpz  — z2ez 

Die  beiden  ersten  Derivirten  hiervon  sind 

Gs'(z)  = —e*(z*  — (s-2)z) 

Gs"(z)  = - e*(s2  — (#  — 4)z  — (*  — 2)) 


Aus  Vorstehendem  resultirt: 
1)  Ist  s = 2,  so  ist 


Gs(z)  ^ 0 wenn  z ^ 0 

<?«"(*)  <0  „ „ „ 

F,'(»)  <0  „ z>0. 

Daher  nimmt  Fs(c)  von  z = 0 bis  z = oc  ab 

(F2(0)  = 2,  ^(oo)-O) 

2)  Ist  8 > 2,  so  ist 

Gs’(z)>0  für  2<*— 2 

< > 

o."W  „ „ „ 

(Dies  ist  die  Abscisse  des  Wendepunktes  der  Curve  y = <xa(s 
liegt  zwischen  « — 3 und  » — 2). 

Gs(z)  = 0 hat  nur  eine  pos.  Wurzel 

m 

zs 

und  zwar  zwischen  s — 2 und  1 (siehe  das  Weitere  § 40). 


2 

) und 
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Sichel:  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 


in 


Fs'  (2)  > 0 für  5 < zs 

< > 


nt 


folglich  wächst  F*(z)  von  » — 0 bis  z — zs 


und  nimmt  ab 


» 


m 

Zs 


>1 


(3) 


(FB  (0)  = 0,  Fs(ao)  = (*  — 2)!s). 


I Sei,  je  nachdem  /(*,)  (=  c«)  ^ 0 


im  Intervall 


< 

Ä*f2  = ± CW 

(oH  Os') 

fi  = ns  entspreche  z = z.s 


«s 

in 

Zs 


11 


>1 


Zs 

m 

a = rts- 


Jenes  grösste,  vorteilhafteste  * sei  bezeichnet  durch 


v 

Xs 


die  zugehörigen  a und  2 seien 

» » 
a*  und  z», 

die  überhaupt  vorteilhaftesten  «,  2,  x 


M V V 

«1  *i  *• 


Dann  ist 


m 


zs  = dem  mittleren  der  Werte  z«,  ««',  zs 


(4) 


n rtSi  as  1 Us 


( * _ 

} “8  11  11  >1 

f a2  = «o 

Die  Intervalle  («s  «s')  bestimmen  wir  wie  in  Art.  IV.  § 14,  das 


<1 


indem  wir  Nachstehendes  beachten. 


§ 39. 

I.  Zunächst  ist  zur  Bestimmung  von  a im  Art..  IV. 
§ 16.  Folgendes  nachzutragen. 
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Unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnungen  sei  die  Reihe 
der  bei  wachsendem  a aufeinanderfolgenden  Ausdrücke  für 

k = kH, 2 ke  : 

kr— in  • • • kr— ff  . . . kr — g,  kr—t  . . . kr—u  ...  kr  f 

wo  nach  § 14 

o>  > > > >n 

Die  Intervalle,  in  welchen  e = r — # ...  bezeichnen  wir  wie 

m 

früher  mit  (as  «*')  ...  und  setzen  statt  as,r  zur  Abkürzung 

m 

as 

Zur  Verallgemeinerung  der  Formeln  sei 

m 

a0  = 0 
m 

(lr — 2 *=  “|~  30 
» 

ag...t 


Mit 


worde  das  o unter  allen  a zwischen  aq  und  at  bezeichnet. 
Ist  zunächst 

s <1  r — 2 und  t > 0 
r — s = r — t = q 

as'  = at  = «s,<  = o, 


SO  ist 


a — 


l/fiTT, 


WO 


>lp.r  - 


m 

a« 


a<  “ A^r  V £z 

p0 


An.r^  — 


0 


r(r  — 1)  (z — l)*sr“"2  ’ q,r  —r(r— !)(*!— l)1!21r“2 


m m 

z = 2g, r , = 3<,r. 


TeU  LIV. 


26 
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Sei 


so  folgt 


Sic.bel:  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 


a a 

m m T> 

Os  at 


GP(q-p)  = 


(;)' 


r qiq-p) 


wo 


daher 


wo 


3s 


(p)  Cq.pAp.r?^ 

r _ (;)' 

(p)PC,.pA,,r«<-P) 

Cn-qP  Cn*-? 

^ q>P  — „ q 

Cn  -pv 


OP  3s  . n 

— = - , sei  =13 

x'l  Zt  ’ 


^(z— 1)V“2,  zt  = — l)5v~2- 


Wegen 


r— 1 r — 2 r—\  r 2 

__  < a < — - und  — <*,  < -- 

ist  eine  obere  Grenze  von  i? 

,'^q(p-  2)2 


*< 


p(</—  l)* 


<i, 


da  2 p q. 

(1) 

Hieraus  folgt 

1)  <r  > 1 bedingt  r > 1 


os 

r<  < »■ 


d.  h. 


(2) 


m 


m 


m 


Ist  Os  < o8',  so  at  <d  o/  mithin  a,4  < au  . . . 

P B 

ö<  ==  o/ Om  — Om  ... 

B B 

Os...M  — Os 
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2)  r < 1 bedingt  a < 1 


d.  h. 


(3) 


mm  m 

Ist  at  >>  at  SO  as  ]>  a8  somit  ...  ag^>  ag' 


a8  — rt8 


ag  ==  ag 


v w 

&g...t  =* 


während 


(4) 


m v * 

1)  falls  as  ^ > a8'  : as...«  — a*...»« 


m 


2)  „ at  <^at  : ag...t  — $ 

Diese  Formeln  gelten  auch  für 

u = 0,  <7  = m. 

Dieselben  besagen: 

^ i a ist  ein  ganz  bestimmtes  a 

( den  Fall  § 16.  (2)a  ausgeschlossen  (kn,2  = k2  für  jedes  a ). 
Man  findet 

m v m 

1)  wenn  at  <1  as  <C,a»  : a =»  a8 

m m 

2)  „ a«  > a«,*  > : „ = a9,t  (§  16.  Bspl.  II.) 

r 

II.  Zur  Bestimmung  von  a in  § 38. 

Seien 

Ijf  • • « kg  • • . kt  f kt  ...  kfi  ...  km 
dt 

die  Ausdrücke , welche  kn, 2 = kf  bei  wachsendem  a der  Reihe  nach 
annimmt. 

Wegen  § 14.  ist 

> > > > >0 

r...  <7  . . . = » S>  t . . . _ u . . . _ m _ 2. 


(6) 


Die  Bedeutung  von 
sei  wie  ad  I.,  ferner 


» 

ag...t 

m 

«2  = 0. 


26' 
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Siebei:  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 


Ist  t > 2 
so  ist 


as  = at  = as,t  = a 

s—t 

1 /s\  Cn—s 

a = V i\  ■ cni; 


m 

as 


~\T,\ 


Cn-*  » 

yz8 

Cf, 


m 

at 


f Cn 


m 

tyzt 


Dio  Verhältnisse 


ergeben  sich  aus 


wo 


Daher 


(1) 


a a 

a = - und  t = - 


m 

as 


m 

at 


«.(.-o  = *i‘.  c'-‘ 


t!s  m 
(ty zs)s~l 

Tt(8-t)—tl!,  Cs'* 


Cs,t 


eis  m 

(ritzt)8-* 


Cn-J-Cn*-1 


Cn-ts 


m 

0*  _ . 1 
tpzs 

wie  ad  I.,  u ^ m,  7 _ r 


(6) 


a ist  in  jedem  Fall  ein  ganz  bestimmtes  <*. 


§ 40. 


Die  positive  Wurzel 


m 

3s 


(siehe  § 38.)  von 

<?(z)  = # — e*(z2 S3-j~Ä)  = z2e* 

“ (1  “ 1)*4+  fl  (1  - l)*s+l)  ( 


-l)=*+ 
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wo  s > 2,  liegt  zwischen  * — 2 nnd  s — 1,  und  ist  in  diesem  Intervall 

G'(z)  < 0 und  G"(z)  < 0. 


Nach  Euler  finden  wir  die  nähere  obere  Grenze  von  j: 

G(s  — 1)  e»_1 — 8 

8~1~g'{8—\)  = Ä— 1— (>— l)«*-1* 


(i) 


Dieselbe  ist  grösser  als 


s(s — 2) 
8 1 


und  es  entsteht  die  Frage,  ob  auch  j'  stets  >>  $. 
Es  ist 

G(,')=.(l-(T^)<0 

wenn 

(*  — 1)2(«— i)  < e«(s-2) 

oder  * — 1 *=  t gesetzt 

t2t  < et*-i 


um  so  mehr,  wenn 


< y e 


Dies  ist  der  Fall  für  t > 3,  während  t = 2 und  t — 3 die  vor- 
letzte Ungleichheit  erfüllen. 

Folglich  ist  auch  eine  obere  Grenze  von  j. 


Die  grösste  Wurzel  von 

Z 2 — $2-[-Ä 


d.  i. 

(2) 


s-^Ysfa — 4) 
& = 2 * 


> * — 2 


ist  eine  untere  Grenze,  da  Ö(g,)  = « >>  0. 
Beides  zusammengezogen : 

m 

(3)  $ = zs  liegt  zwischen  5,  und 


m 

Htilfstabelle  über  zs 


m 

m 

8 

«S 

8 

Zs 

3 1,36 

4 j 2,56 


6 4,75 

7 5,80 

1 
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Siebe  l:  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 


§ 41. 

I.  Beispiele  zur  Trennung. 

Bspl.  I.  (§  16.  Bspl.  Ia.) 

/(z)  «=  z4  - 80z3+1998z2—  14937z -{-5000  = 0, 
die  kleinste  Wurzel  zu  trennen. 

Für  zj  — c = 0 ist  A«i)  — 5000  >0,  k = kn, 2 

, «4  , _ 

4 411  ’ * “ 211998 

ä4  = ätj,  für  « = a2  = j/ “ 0,0775 

iS.  P4  < 

k =U2  ” a>“* 

0 

a = «2,  i//z  = fcs.5000  = 0,0075,  z = 0,116 


z = — ==  1,496. 


a 


Zwischen  0 und  z liegt  folglich  höchstens  eine  Wurzel,  und  da 
fU)  <C  0,  so  in  (0,1)  eine,  in  (1 ; 1,496)  keine.  Dies  ist  nahezu  das- 
selbe Resultat  wie  in  § 16. 


Bspl.  II.  (§  16.  Bspl.  Ib.) 

Die  zweitkleinste  Wurzel  der  Gleichung 

(0)  f(x)  = 0 (wie  in  Bspl.  I.) 

zu  trennen  und  zwar  von  der  unteren  Grenze  Zj  = 1 aus. 

Die  nach  1 transformirte  Gleichung  lautet 

(1)  z4  — 76z3-{-1764z2— 11177z  — 8018  = 0 

a3 

/fai)  = — 8018  <0,  k «=  fc3  — — 2 für  jedes  a 
8018  « m m c° 

tyz  = a3,  a — a «=*  a3  entsprechend  z = z3  = 1,4,  d.  i. 

.■» 

a = \f  3018  * 2,62  °*  0,54 

z = 1 -{-  — = c°  3,6 

' o 

» 

während  sich  nach  § 16.  z = 4,75  ergab. 
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Wir  fanden  in  § 16.  weiter,  dass  die  Gleichung  (0)  zwischen 

5 und  11,236 

' 12  „ 15,75 

höchstens  je  eine  Wurzel  besitzt. 

Die  sich  analog  nach  dem  vorliegenden  Modus  ergebenden  Inter- 
valle sind 

(5;  9,38) 

(12;  14,8) 

also  wieder  kleiner  wie  in  § 16. 


Bspl.  III.  (§  16.  Bspl.  I«.) 
f[x)  = x*  -f-  48jc3  -f-  462a:2  — 1753«  -j- 104  = 0 
Ein  Intervall  (0,  x)  mit  höchstens  einer  Wurzel  zu  bilden. 

= c = 0,  f(x i)  = 104  > 0,  k = kn, 2 


er 


v 

4 — 4!  ’ 


h‘n  = 


a9 


3148 


k — a 
8 21462 


1 


kA  = k 3 für  e*  = «4,8  = 12  = 0,0833 


aA 


k*  04,2  j/yy  eSS*  0, 


1609 


also  wegen  § 14.  Hülfssatz  I. 
sodass  sich  k wie  folgt  darstellt: 


«3 


04,8 


24 

03,2  = yy  = 0,311 


O «=  0 


k = 


1 

12 


24 

77 


00 


k. 


m 3 m 

Weiter  ist  og  = c°y  7 > 03,2  > o2  = 0. 
Daher  nach  § 39.  II.  (6)2 


o = 03,2 


24 

77 


i/>z  = k% . 104  = 0,0109,  z = 0,14 

® z 

* = a;  ==  - = 0,45, 

« 

d.  i.  wieder  annähernd  dasselbe  Resultat  wie  in  § 16. 
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Siebei:  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 

Bspl.  IV.  (§  16.  Bspl.  II.) 
f(x)  = a;6  — 6ac5  —f—  9as4  — 5xs — 15ac*— 0 . a: -j—  5 = 0. 

Ein  Intervall  (0  x)  zu  berechnen,  das  nicht  mehr  als  eine  Wurzel 
in  sich  schliesst. 

Mau  findet 

10  m 

«4  -3  — «5,4  <04  = 5,59  < a4'  =-foo , 

folglich  nach  § 39.  II.  (6)a : 

a = 5,59 

und  ist  daher  die  Feststellung  der  Intervalle,  in  welchen  k = k6  und 
& = sowie  die  Untersuchung  dieser,  d.  h.  die  Ermitttclung  von 

a5  und  a6  erspart. 

m 

2 = *4  =■  2,6 

x = * = - = 0,465, 
a 

» 

kleiner  als  das  in  § 16.  gefundene  x = 0,492. 


Bspl.  V.  (§  16.  Bspl.  III.) 


f(x)  = xu  — 2xn  — }~a510“|-3a59-|-5a56  — 3as4  -f-  a;*  — {—  0 . ac  — 1 Ä 0 


* wie  vor  zu  bestimmen. 
Es  ergiebt  sich 


12 


a14'  = ai4.2  o* 
m 

«i4  > a+>  daher 


*==*==  0,36, 

> l in  § 16.  — 0,245. 

0 

II.  Vorstehende  Beispiele  zeigen,  dass  das  x nach  § 38. 

V » 

E x nach  § 16. 


sein  kann  und  wollen  wir  im  Folgenden  versuchen,  einfache  Merk- 
male für  das  Eintreten  des  einen  und  des  anderen  Falles  aufzustellen. 
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Sie  bei: 


Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 


Die  Bedingungen,  mit  denen  wir  uns  zu  beschäftigen  haben,  sind 


v 


S — *i 


<1. 

> 


Die  lateinischen  Buchstaben  bei  dem  vorliegenden  „Modus  II.“ 
mögen  durch  die  entsprechenden  deutschen  ersetzt  werden;  da  wo 
Verwechselungen  mit  den  gleichlautenden  Bezeichnungen  bei  dem 
früheren  „Modus  I.“  stattfinden  können.  Hiernach  ergiebt  sich  die 

m 

Bedeutung  von  a,  $,  £,  0/  ...  Statt  zs  . . . werde  kürzer  . . . j « gesetzt, 

m 

32  = 0,  o,  — 0. 


§ 


42. 


Sei  wie  früher  die  nach  c Transformirte  von  /(*)  = 0 
/(as-j-c)  = ...  aj-f-Cn. 


Diejenigen  Glieder  unter 

CQX»,  Ci«**“1  ...  CM— 2X* 

welche  dasselbe  Vorzeichen  wie  cn  haben,  seien 

(1)  Ctt— r .*r  ...  Cn-q.xV  ...  Cn-fS*, 

so  dass 

der  Fall,  dass,  wie  in  § 41.  Bspl.  II. 

die  Anzahl  der  Glieder  in  (1)  = 1 
lässt  sich  leicht  erledigen. 


Es  ist  nämlich 


t 


wo 

Daher 


S— *1 


Cn-r 


v 


r — 1 


* 

für  jedes  j > 0,  mithin  auch  für  $ = $,  d.  h. 
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§ 43. 


Die  Anzahl  der  Glieder  in  § 42.  (1)  sei  = 2. 

I.  Aus  Art  IV,  § 13.  folgt: 

, Zwischen  xx  — c und  x liegt  höchstens  eine  Wurzel 


II.  Aus  § 36.  resultirt: 

eine  Wurzel, 


ferner  aus  § 39.  II.: 

I.,  ...  wie  in  § 41.  II. 


(1) 


ferner  aus  § 16.  (siehe  § 39.  I.) 


1 ^ 
sei  = - C 


a 


WO 


(2) 


a = a0  wenn  C^>  a 


(3) 


m 


— a»,r  i,  <C 


(1) 


(2) 


> ß (wegen  § 39.  II.  (1)), 
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so  ist 


o m 

a — at  wenn  C < ß 


(3) 


m 

= Qr 


> y 

= a,  „ ß<C<y 
III.  Darstellung  von  v (§  41.  II.) 


11 


(1) 

wo 


V 


E—  *i 


= aQ . 


2—  1 


a = «,  a = Q. 


man 
a = 


Die  Ausdrücke,  welche  die  rechte  Seite  in  (1)  annimmt,  wenn 

»11  »2l  v3 


«o 

m 


•n  mm  > 

a9,r  und  a *=  a*,  ar,  a*  setzt,  seien  i u4,  v5,  ve 
v stellt  sich  wegen  I.  (3)  und  II  (3)  wie  folgt  dar: 

1)  t = 2 

Da  er  =»  0,  ß = 0,  so  ist 


2)  t > 2 


v = { falls  C^y. 

I »2 


Fall 

| Aufeinanderfolge  von  a,  0,  y C 

• 

I. 

0 « ß y qo 

C 

»6 

r;  

»3 

c 

»1 

c 

»2 

II. 

0 ß a y x 

C 

»6 

C 

c 

»1 

c 

V» 

UI. 

0 ß y a oo 

C 

»6 

C 

»4 

C 

»5 

C 

»2 

3»  “S  • 
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Mau  findet 

8 2 1 

*■  =v7\--r 


wo 


<?r{z) 


-vcy. 


n = ^ 


V3  l äm  r \r/9 


wo 


m 


Jm 

(>  2) 


Wrn 


| * , qpr(z)  wie  vor. 


*4  = 


wo 


m 


m 


k = t \(zs,r  — lyAts  = (r  — 2)  ...  (r  — 


W wie  vor. 


(...r-l)4-2 


m 

2f,l 


r— 2 


m 


«6 


tr 

Yrinr'^0”' 

sei  - j/(|) 

t 

V<!  Mt  _ yE 
ht 

WO 


m 


E=(r  — 2)  ...  (r  — *-{-!)  . e** 

m ro1 

z,./'2  i‘ 

Bei  gegebenen  t und  r,  unabhängig  veränderlichen  Coefficienten 
c0,  Cx  ...  cn  kann  man  sich  die  vx  ...  «6  als  Functionen  von 

r—t 


\/cn-r* 

= CM  \/  

f Cn — tr 


ausgedrückt  denken,  mithin  setzen 

* = F(C), 

unter  V eine  stetige,  endliche  Function  verstanden. 
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Die  in  Bezug  auf  rechtwinklige  Achsen  hierdurch  dargestellte 
Curve  setzt  sich  aus  Bögen  von  vier  der  Curven 

*,  - VX{C)  ...  *6  = V6(C) 

zusammen. 


§ 44. 


wo 


I.  Untersuchung  der  Bedingungen  vt  >>  1 ...  «6  > 1. 

< < 

Es  ist 

vx  > 1 je  nachdem  Ft{z)  > 0 

< < 

Fx{z)  = T^(A(«  — 1))  — ftr 

^i(i  ”1“  y)  — -4*y*+«Asys-f*  • • • * * • 

Für  p <C.r  ist  Ap  — ( p — 1 )p.p  (1  — i*r-p)  0 

nicht  =r — s 


11  > r 


» ™ — ( P 1 )llp 


>0 


11  11 


= 0. 


kr 


l — y>!’  **r  r!' 

Fx(z)  = 0 hat  a)  keine  Wurzel  > 1 

b)  eine  solcho  zt' 

c)  2 „ z,#  und 

ad  a)  ist  vt  >>  1 für  jedes  z,  mithin  für  jedes  C 


(1) 


„ b) 
11  ö) 


< 1, 
> 


*<v 

> 


11  11 


<1  11  *l'<«o"  11 


11 


C<<V 

< 


wo 


'1  s 


>.  . . 

>ct 

<Pr(*l) 

Oj  == 

Hl 
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Fall  a)  findet  z.  B.  statt,  wenn  « = 1 ; * = 2,  r > 4;  « = 3,  r 7; 
s — 4,  r 14. 

b)  wenn  « = r — 2 und  > 1,  d.  h.  t *=  2 und  r > 3. 

Für  r = 4 und  r = 5 erhält  man  — 2,12  bezügl.  = 2,87. 

c)  wenn  1 und  < r — 2,  d.  h.  f > 2 und  r >>  <-f- 1. 

Ist  z.  B.  t 3,  r «*»  6 so  = 1,83,  Zj"  — 3,25 

7 1, ..  3, .. 

4 7 2,  ..  3, .. 

8 2, ..  4, .. 

v2  > 1 wenn  Fs(z)  > 0 

< < 

= (rm)Am(z  — 1)"‘  — <Pr(z),  WO  m = r 

F2(l  + y)  = (Ar— (r^-l))yr  — ^ (r  — 2)yr-1  — ^g)(r— 3)yr-2..— (g)** 

+ 

i I W"  1N,  e*m 

Am  = tn ! — = (m—  1)1  __r 

Jmm“2 

Ft(z)  = 0 hat  Eine  Wurzel  V > 1 und  es  ist 
(2)  ®*<1  wenn  C < cy  = ?f— -- 

> > vv 

Ist  z.  B.  r = 3 so  Z2'  = 1,8 
4 „ 2,8 

t>3  > 1 falls  Fs(z)  > 0 

< < 

„ wie  F2(z),  m = t 

- F3(l+y)  = (r-l)y 9 

+ Q(r - 2)»->  + (-A.+(t-,l))y' - + (2)^. 

F$(z)  = 0 hat  höchstens  2 Wurzeln  > 1. 

Sind  dieselben  und  a3",  die  entsprechenden  C:  C3'  und  C3",  so 
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> 1 wenn  C3'  < C < C3" 

<;  „ C ^ C8'  oder  C y Cs”. 

Ist  speciell  * = 3,  so  A<  = 5,73 

*J(«) (r— iy+r.»'->+  Q5,73.(«-I)*-X. 

Diese  Gleichung  hat,  falls  r < 18  zwei  Wurzeln  > 1,  getrennt  durch 
2 

l-j~r _ y Ist  z.  B.  r = 4,  5,  6,  so  ist  z$'  = 1,44;  1,2;  1,2  und 

z3"=  5,53;  2,9;  1,8. 


m 


(4) 


o4  > 1 wenn  F4(j)  > 0 

= — jS  1 wie  in  § 43. 

0 hat  a)  keine  oder  b)  2 pos.  Wurzeln  z4'  und  z4". 
ad  a)  ist  vi  > 1 

b)  <1  weun  C\f  < C < C4" 


sonst  n.  1 


wo 


Fall  a)  findet  z.  B.  statt,  wenn  t = 3 und  r = 4,  5,  6,  15. 
Ob  Fall  b)  möglich  ist,  sei  dahingestellt. 


(5) 


i>5  > 1 wenn  C > D 

< , < 

(D  ist  nur  abhängig  von  r und  t). 


(6) 


v6  > 1 falls  E > 1. 

< < 

( E wie  D constant). 


II.  Die  Bedingungen  v > 1 in  besonderen  Fällen. 
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a)  t — 2. 

Ist  r = 3,  so  ist  Vt(C)  > 1 für  jedes  C,  also  auch  für  C = y 
d.  i.  7,>(y)  > 0,  folglich  = 78(C)  > 1 für  6' > y,  sodass  »>  1, 

8 8 
* > £• 


Ist  r = 4;  5;  6 so  ist  t>  > 1 wenn  logC7  > log  <?,'  = 0,79  — 1 ; 
1,003;  1,58. 


Im  Folgenden  haben  wir  es  mit  Fall  I.*)  in  § 43.  III.  zu  tun: 
C = 0 a ß y oo 

» = »6  «3  »1  V2 

Es  möge 

Ci  Cii  Ciu  Civ 

jedes  C in  den  sich  folgenden  Intervallen  von  C repräsentiren,  sodass 
0 < Ci  < a u.  8.  w. 

b)  t > 2,  r = i+1. 

Es  ist  1)  ^ = FjCC)  > 0,  mithin  2)  V(ß)  > 0,  3)  7(y)  > 0 
und  4)  V(Cm)  > 0. 

Aus  3)  und  I.  folgt  5)  V(Ciy)  > 0. 

Ferner  ist  wegen  E > 0:  6)  V(a)  > 0 und  7)  V(Cj)  > 0. 

Aus  2),  6)  und  I):  8)  V{Cu)  > 0. 

„ 7),  8),  4),  5):  t>  = F(C)>  1.  J > *. 

Ebenso  in  den  Fällen  t = 3,  r = 5 und  t = 4,  r = 6. 

c)  t = 3,  r = 6. 

Mau  findet  log  C’,' = 0,52,  logCj"«  2,27,  log  6’*' = 2,31,  log|S  = 
0,08  — 1,  log  y = 1,37. 

Daher 

ß<CJ'<y<,Ci " 
und 

y ^ C/. 

7(0)  = F(a)  = V E > 1,  V(ß)>lf  7(y)<  1,  K(oo)>l. 


*)  Ob  die  Fälle  II.  und  III.  eintreten  können,  lassen  wir  dahingestellt 


sein. 


Siebt.  I:  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 


417 


1)  V = V(C)  = 1 für  C,'  und  C2' 

2)  < wenn  L\'  < C < C\' 

3)  > „ C < t\'  oder  > Cj . 

ad  1),  2),  3)  l < l 

> 

In  dieser  Weise  lässt  sicli  leicht  für  beliebige  t und 
r ein  für  alle  Mal  feststellen,  ob  Modus  I.  oder  II. 
grössere  Intervalle  liefert. 


§ 45. 


I. 

uud  cu 


Die  Anzahl  der  Glieder  in  §42.(1)  sei  beliebig,  ferner  *>2, 
hinreichend  klein,  und  zwar: 

t 


m 

(at  = Ü <)«,-*, r 


1 

m 

qpr(zr-t.,) 


<at' 


m 

Qt  < dt  = 


(q'/  = oc) 


v m o m 

a — (b  ü = 0/. 

Es  folgt  hieraus: 

(1)  v = v6  — y E 1 je  nachdem  E > 1 (§  43.  III.) 

< < 

Bsple. : 1)  t = 3,  r = 5.  2)  t — 3,  r = 6. 

E > 1 daher  v > 1,  * > f (§44.  II.) 

Anwendung.  Ist  /(&>)  = 0,  /"(w)  > 0, 

/"(<»)  > 0 

>0  teils  >.  <0  >0 

so  gilt  (1)  für  jedes  c = xlt  welches  hinreichend  nahe  auf  der  nega 
tiven  Seite  der  Wurzel  to  liegt. 

Ebenso  wenn 


f'(a)  < 0,  /"(«)  <0  . . ./'(*>)  > 0 f(u)n=n)  > o. 


<o 


teils  >,  <0 


Teil  LXV. 
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II.  Jede  Gliederzahl  sei  >2,  jedoch  nehme  bei  Modns  II. 
k — k„, 2 und  die  Ausdrücke  kr  und  kt  an.  (Bspl.  V.  in  § 41.  I.): 
d.  h.  es  sei  für  jedes  der  q in  § 42. 

(1)  Aq  > Q 

wo 

Cn-f-tCn-r*-1  „ qV'1 

Aq—  cn_qr-t  > w 

Die  analogen  Bedingungen  bei  Modus  I.  sind  zusammengefasst  in 


(2) 

Da 


so  hat  (1)  die  Bedingungen  (2)  zur  Folge,  sodass  bei  Modus  I.  eben- 
falls nur  k — kr  und  k = kt  in  Betracht  kommen. 


Dervorliegende  Fall  ist  somitauf  den  in  §43.  zurück- 
geführt. 


§ 46. 

Wendet  man  § 3.,  Krit.  III.  speciell  auf  die  Curven  F(x)=e^z—C\ 

db 

%(x)  = F(x)—kf(x)  an,  wo  a > 0,  k «=»  (oder  <*)  kM. 2 falls 
f{xx)  <0  (siehe  § 35.  (2)),  so  erhält  mau  folgende  Kriterien 
zur  Annäherung  an  die  Wurzeln: 

1)  in  pos.  Sinne. 

Ist  xl  ^ c,  z > 0 und  G(z)  = e*  — “J~  1 so 

liegt  zwischen  xx  und  x =»  +-(>8^)  keine  Wurzel  von  f(x)  = 0. 

2)  in  neg.  Sinne. 

Ist  xt  > c,  z < 0 und  G(z)  < 0,  so  hat  f(x)  = 0 zwischen 


xt  und  x 


*8  “=  *1  + "«  *1) 


keine  Wurzel,  je  nachdem  ar2  0. 
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Specielle  Lösungeu  sind: 
ad 

ad  2)  *,  = *,+  |fg , 

wo  k wie  oben,  und  zugleich  kf'(xt)  < F'(*,)  (d.  i.  *$'(*,)  > 0). 


Dio  bisherigen  Kriterien  lassen  sich  auch  auf  transcendento 
Gleichungen  ausdehnen,  wir  kommen  hierauf  näher  zurück. 


2** 


Digitized  by  Google 


420 
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XXVI. 

Neuer  Ellipsograph. 


Von 

Herrn  D.  Sidersky,  stud.  pkil.  in  Berlin. 


Das  Instrument  hat  den  Zweck,  eine  Ellipse  entweder  nach 
gegebenen  Achsenlängen,  oder  wenn  eine  Achse  und  ein  Brennpunkt 
gegeben  sind,  zu  construiren. 

Dasselbe  beruht  auf  folgender  kinematischen  Betrachtung: 

Man  nehme  zwei  einander  gleiche  Linien  AB  = CD  (Fig.  1.) 
und  verbinde  sie  mit  einander  durch  zwei  andere  (längere  als  die 
ersten)  einander  kreuzende  Linien  AD  = BC , so  wird  man  leicht 
bemerken,  dass,  wenn  mau  eine  der  kürzeren  Linien,  z.  B.  AB,  fest- 
hält und  die  zweite,  nämlich  CD,  in  Bewegung  bringt,  das  Viereck 
AB  CD  immer  ein  gleichschenkliges  Trapez  bildet,  dessen  Schenkel 
AB  und  CD,  und  dessen  Diagonalen  AD  und  BC  sind.  Bezeichnet 
man  den  Durchschnittspunkt  der  Diagonalen  mit  E,  so  wird  AE  = CE 
und  BE  = DE  sein ; weshalb 

AE-\-  BE  = AE -{-DE  * AD, 

d.  h.  die  Summe  der  Entfernungen  des  Punktes  E von  A und  B ist 
immer  constaut  und  zwar  gleich  einer  der  Diagonalen  AD  = BC. 
Also  ist  der  geometrische  Ort  dos  Punktes  E eine  Ellipse,  deren 
X- Achse  — AD  = BC,  und  deren  Brennpunkte  A und  B sind. 

Der  Ellipsograph  besteht  aus  vier  platten  Stäben,  welche  paar- 
weise gleich  sind,  von  denen  AB  = CD  die  kürzeren,  und  AD  = BC 
die  längeren  sind.  Die  Breite  aber,  sowie  die  Stärke  siud  bei  allen 
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gleich , und  zwar  die  Stärke  = £ der  Breite.  An  einer  der  Ecken 
hat  jeder  Stab  eine  kleine  Charnieröffnung , und  zwar:  AB  und  BC 
in  B , AD  und  CD  in  D.  In  oiner  geringen  Entfernung  von  dieser 
Ocffnung,  wie  in  Fig.  2.  dargestellt  ist,  hat  jeder  Stab  einen  langen 
prismatischen  Schlitz,  dessen  Breite  = £ der  Breite  des  Stabes  ist, 
so,  dass  durch  die  Kanten  des  Schlitzes  die  Breite  des  Stabes  in 
gleiche  Teile  geteilt  ist.  Dieser  prismatische  Schlitz  verlängert  sich 
bis  zu  einem  kleinen  Abstande  von  der  Ecke  des  Stabes.  Die  Stäbe 
AB  und  BC  (Fig.  3.)  sind  mittelst  eines  nach  Fig.  5.  eingerichteten 
Charniers  in  B verbunden.  Ebenso  sind  AD  und  CD  durch  ein 
solches  Charnier,  über  dessen  Eigenschaften  noch  weiter  gesprochen 
wird,  in  D verbunden.  Die  Verbindung  der  Stäbe  AB  und  AD  in 
A,  sowie  die  Verbindung  der  Stäbe  BC  und  CD  in  C,  ist  aber  auf 
eine  andere  Art  eingerichtet,  nämlich  durch  dazu  geeignete  Vorrich- 
tungen. Letztere  bestehen,  wie  Fig.  4.  anzeigt,  aus  zwei  auf  ein- 
ander liegenden  Kuben  a und  a„  die  in  den  prismatischen  Schlitzen 
der  Stäbe  genau  eiupassen,  aber  auch  herumgeschoben  werden  können. 
Auf  der  oberen  Ebene  des  obcnliegenden,  sowie  auf  der  unteren  Ebene 
des  untenliegenden  Kubus  ist  eine  dünne  Platte  befestigt  deren  Breite 
dem  Kubus  gleich  ist;  die  Länge  aber  ist  der  Breite  des  Stabes  gleich 
uud  hat  au  einem  der  Enden  eine  rechtwinklig  ausgebogeue,  quadrat- 
förmige Verlängerung,  in  welcher  eine  kleine  Schraube  c sitzt.  Jeder 
Kubus  liegt  in  dem  Schlitze  jedes  Stabes  und  die  auf  ihm  befestigte 
Platte  bedeckt  ein  wenig  die  Breite  und  die  Stärke  des  Stabes  (von 
einer  Seite).  Mittelst  der  Schraube  c kann  der  Kubus  a an  einer 
beliebigen  Stelle  des  Schlitzes  befestigt  werden.  Die  beiden  Kuben 
a und  a, , von  welchen  a im  Schlitze  des  Stabes  AD,  und  a 5 im 
Schlitze  des  Stabes  AB  herumgeschoben  wird,  sind  miteinander  durch 
ein  einfaches  Charnier  verbunden,  wodurch  AB  und  AD  um  den 
durch  diese  Vorrichtung  fcstgestellten  Punkt  A sich  frei  herumdrehen 
können.  Ebenso  sind  BC  und  CD  durch  ein  in  ihren  Schlitzen 
herumgeführtes  Charnier  verbunden.  Also  kann  man  die  Länge  der 
Entfernungen  AB , CD,  AD  und  DC,  ganz  beliebig  bestimmen. 

Die  Lage  der  Stäbe  ist  folgende:  AB  und  BC  liegen  auf  AB 
und  unter  CD,  und  kreuzen  einander;  und  zwar  liegt  AD  unter  BC. 
Im  Kreuzungspunkte  E der  Schlitze  der  Stäbe  AD  und  BC  sitzt 
eine,  aus  zwei  auf  einanderstehenden,  in  die  Schlitze  genau  passen- 
den, durch  ein  Charnier  mit  einander  verbundenen  Cylindern  be- 
stehende Vorrichtung  (Fig.  6.),  bei  welcher  von  oben,  d.  h.  über  dem 
in  BC  gehenden  Cyliuder,  ein  Griff,  und  von  unten,  nämlich  unter 
dem  in  AD  gehenden  Cyliuder  eine  Stelle  für  Bleistift,  Reissfeder  etc. 
angebracht  sind.  Das  fcstsitzende  Charnier  /i,  uud  das  in  den  Schlitzen 
der  Stäbe  AB  und  AD  herumführende  Charnier  A,  besitzen  von  unten 
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zwei  Stifte  (oder  Nadeln),  welche  dazu  dienen,  das  Instrument  auf 
dem  Papier  festzuhalten. 

Um  die  Ellipse  nach  den  gegebenen  Achsen  zu  zeichnen,  macht 
man  AD  = BC  — der  grossen  Achse,  und  AB  = CD  — dem  Ab- 
stande der  beiden  Brennpunkte  der  betreffenden  Ellipse  (was  leicht 
zu  finden  ist,  wenn  die  Achsen  bekannt  sind).  Dann  setzt  man  die 
Stifte  A und  B in  die  Brennpunkte  ein  und  bringt  den  Punkt  E in 
Bewegung,  wodurch  der  untensitzende  Bleistift  (oder  Reissfeder)  die 
Ellipse  beschreibt. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass,  wenn  E in  die  Endpunkte  der 
grossen  Achse  fallen  soll,  die  Punkte  A,  B , C,  D und  E in  einer 
gradcn  Linie  liegen  müssen,  d.  h.  je  zwei  Stäbe  müssen  dio  andern 
zwei  vollständig  bedecken.  Das  kann  aber  nur  in  einem  Falle  ge- 
schchn,  nämlich,  wenn  A seine  Stellung  zwischen  B und  C nimmt, 
d.  h.  wenn  E in  den  bei  A befindlichen  Endpunkt  fällt.  Im  zweiten 
Falle,  d.  h.  wenn  B zwischen  A und  D kommen  soll,  kann  der  Stab 
AD  wegen  des  Charniers  B nicht  genau  unter  BC  hinuntergehen 
und  die  Ellipse  wird  nicht  mit  einem  Male  beschrieben  werden  kön- 
nen. Um  dieser  Unbequemlichkeit  auszuweichen  sind  für  B und  D 
geeignete  Charniere  nach  Fig.  5.  eingerichtet;  d.  h.  jedes  Charnier 
ist  vou  beiden  Seiten  kurbelartig;  die  äusseren  Teile  des  Stiftes 
nämlich,  die  in  den  Oeffnungen  der  Stäbe  sitzen,  liegen  in  einer 
graden  Linie,  der  mittelste  Teil  aber  ist  durch  zwei  Querlinien  mit 
den  äusseren  verbunden,  so  dass  AD  zwischen  die  Querlinien  kom- 
mend, vollständig  genau  auf  AB  und  unter  BC  liegen  kann.  Die 
Länge  der  Querlinien  ist  etwas  grösser  als  die  Hälfte  der  Breite  der 
Stäbe  uud  die  Charniere  sind  so  eingerichtet,  dass  sic  bei  leichtem 
Druck  in  Bewegung  kommen. 
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1. 

Bemerkungen  betreffend  die  Auflösung  eines  Knotens 
in  vierter  Dimension. 

Im  LXXXII.  Bande  der  Sitzungsberichte  der  k.  böhmischen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  erschien  kürzlich  ein  Artikel  von  H.  Duröge: 
„Ueber  die  Hoppe’sche  Knotencurve.“  Sie  schliesst  sich  an  meinen 
Artikel,  T.  LXIV.  des  Archivs  S.  224.  „Gleichung  der  Curve  eines 
Bandes  mit  unauflösbarem  Knoten  nebst  Auflösung  in  4.  Dimension“, 
an  und  untersucht  mehrere  Fragen,  auf  die  jener  nicht  eingegangen 
war.  Namentlich  ist  darin  der  Nachweis  geführt,  dass  die  Curve  bei 
Uebergang  in  den  Kreis  im  Dreidimensionenraum  einmal  und  nur 
einmal  einen  Doppelpunkt  bilden  muss,  und  dieser  analytisch  dar- 
gestellt. Wird  hierdnreh  die  Untersuchung  wesentlich  vervollständigt, 
so  scheint  mir  dagegen  der  vorhergehende  Nachweis,  dass  der  allen 
4 Coordinaten  beigegebeue  Factor  /(<),  welcher  zur  Erhaltung  der 
unveränderten  Länge  der  Curve  diont,  nicht  unendlich  gross  wird, 
eher  entbehrlich.  Der  gedachte  Fall  würde  der  einer  Curve  sein, 
die  in  einen  Punkt  degenorirt,  was  schon  ohnedies  unzulässig  ist, 
und  sichtlich  nie  cintritt,  weil  für  keinen  Wert  von  /.  alle  Coordina- 
ton  unabhängig  von  n werden. 

Sehr  erwünscht  musste  es  mir  sein,  dass  der  Verfasser,  und 
zwar  gleich  anfangs,  einen  Fehler  zur  Anzeige  bringt.  Die  4.  Coor- 
dinate  ist  nämlich  angegeben  w = wsint/XO-  Da  dieser  Ausdruck 
während  des  Uebergangs  nie  auf  seinen  Anfangswert  zurückkommt, 
so  ist  die  Curve  ebenso  lange  nicht  geschlossen. 
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Der  Fehler  ist  am  einfachsten  dadurch  zu  berichtigen,  dass  man 
setzt : 


v > = sin  *4  sin  tf(t) 


Da  jedoch  alsdann  die  Coordinate  im  Intervall  der  n jeden  Wert 
zweimal  annimmt,  so  wird  der  Nachweis  erforderlich,  dass  den  2 Wer- 
ten von  u kein  Doppelpunkt  entspricht,  d.  h.  dass  nicht  gleichzeitig 
x,  y , z ihre  Werte  behalten,  wenn  man  — cosw  für  cos?*  substituirt 
Die  2 Werte  von  x haben  die  Differenz 


cosu(3-j-cosri/W 

die  nur  für  u — R oder  u — 3R  verschwindet.  Für  beide  aber 
fallen  die  2 Werte  von  u selbst  zusammen,  so  dass  keiu  Doppel- 
punkt entsteht. 

Ferner  ist  ein  Eiuwand  zu  untersuchen,  der  mir  mündlich  zu- 
gekommen ist.  Man  kann  nämlich  fragen,  ob  das,  was  von  der  Curve 
als  Repräsentant  des  Bandes  nachgewiesen  ist,  sich  auch  auf  das 
körperliche  Band  anwenden  lässt. 

Wir  denken  das  Band  als  eine  Schnur  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitt, jene  Curve  als  ihre  Mittellinie.  Die  bisher  angenommene 
Undehubarkeit  kann  hier  nm  der  Biegung  willen  nicht  beibchalteu 
werden.  Dann  ist  der  Factor  f(t)  überflüssig  und  sei  = 1.  Ausser- 
dem steht  einer  Torsion  der  Schnur  bei  unverändertem  Querschnitt 
dann  nichts  entgegen. 

Zuerst  ist  zu  fragen,  ob  die  Gestalt  der  Mittellinie  eine  Durch- 
dringung verschiedener  Teile  der  Schnur  zur  Folge  hat  Da  die 
Minima  der  Sehnen  zwischen  Puukten  der  Mittellinie,  die  durch 
endlichen  Bogen  getrennt  sind,  unr  endlich  oder  null  sein  können, 
letzterer  Fall  sehon  bei  der  Bestimmung  der  Mittellinie  ausgeschlossen 
ist,  so  kann  bei  hinreichender  Dünne  der  Schnur  eine  Durchdringung 
nicht  eintreten.  Bei  Sehnen,  welche  zugleich  mit  dem  Bogen  ver- 
schwinden, ist  der  Fall  der  notwendigen  Durchdringung  nur  denkbar, 
wenn  der  Bogen  einen  Rückkehrpuukt  enthält.  Ein  Rückkehrpunkt 
setzt  voraus,  dass  dz , dy , 02,  du?  zugleich  verschwinden.  Für  ctc  = 0 
wird  cosu  = 0,  gleichzeitig  hiermit 

dz  = + $(3  cos  t)  du 

folglich  tritt  während  der  Variation  der  Curve  nie  ein  Rückkehrpunkt 
ein-,  zu  Anfang  und  zu  Endo  derselben  ist  dies  schon  vorher  bekannt. 

Eine  zweite  Frage  ist,  ob  das  stetige  Angrenzen  der  Teile  der 
Schnur  während  der  Variation  fortbestehen  kann.  Die  Anordnung 
der  Körperelemente  zu  Anfang  und  zu  Ende  kann  man,  solange 
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mau  von  der  Schliessung  absicht,  so  denken,  dass  die  Schnur  aus 
unendlich  vielen  Fäden  besteht,  die  der  Mittellinie  parallel  sind,  uud 
ihren  Abstand  von  derselben  uic  äudern.  Im  Artikel  XXIII.  ist  ge- 
zeigt, dass  eine  gleiche  Construction  auch  bei  4 Dimensionen  für 
eine  beliebige  dreifach  gekrümmte  Curve  möglich  ist.  Lässt  man 
also  die  Anordnung  während  der  Variation  fortbestehon,  so  wird  das 
Angrenzen  der  Elemente  weder  longitudinal  noch  transversal  verändert 

Die  Anordnung  bedarf  jedoch  einer  Modification , wenn  man  in 
Betracht  zieht,  dass  Anfang  und  Ende  der  Schnur  fest  verbunden 
sind.  Ist  die  Mittellinie  ein  Kreis,  wie  sie  zuletzt  werden  soll,  so 
sind  offenbar  auch  alle  Parallelen  Kreise,  Anfang  uud  Ende  jedes 
Fadens  fallen  zusammen.  Dass  auch  die  Parallelen  der  ursprüng- 
lichen Mittellinie  nach  zweiter  Erreichung  des  Querschnitts,  von  dem 
sie  ausgegangen,  in  ihrem  Ausgangspunkte  eint  reffen,  ist  wenigstens 
kein  Grund  ersichtlich.  Ist  es  nicht  der  Fall,  so  ist  der  stetige 
Uebergang  aus  dem  ursprünglichen  Zustand  in  den  schliesslichen  un- 
möglich. Ja  sogar  der  Fall  ist  unzulässig,  wo  zwar  alle  Parallelen 
geschlossene  Curven  sind,  aber  erst  nach  einer  oder  mehreren  Win- 
dungen um  die  Schnur  ihren  Ausgangspunkt  wiedererreichen. 

Nehmen  wir  au,  dass  eine  vom  Punkte  (c,  cp)  ausgehende  Paral- 
lele zur  Zeit  t nach  Durchlaufung  der  Schnur  in  den  Punkt  (c,  go-j-d) 
fällt,  wo  <5  positiv  oder  negativ,  < oder  — oder  > 4R  sein  kann, 
so  lässt  sich  der  Endpunkt  durch  Rotation  des  Endschnitts  s — l 
um  den  Winkel  — ö auf  deu  Anfaugspunkt  (c,  cp)  zurückführen,  und 
wenn  man  zugleich  allen  Querschnitten  eine  proportionale  Rotation, 

ÖS 

d.  h.  um  deu  Winkel  — j erteilt,  so  erhält  mau  diejenige  tordirte 

Lage  der  Schuur,  in  welche  sie  kommon  muss,  wenn  sie  von  der 
circulären  Ringform  aus  bis  zu  der  Knotencurve  deformirt  wird. 

Geht  man  umgekehrt  von  der  anfänglich  gegebenen  Knotenform 
aus,  so  sind,  wenn  (xyz)  der  laufende  Puukt  der  Mittellinie,  (x0y0 z0) 
der  entsprechende  einer  beliebigen  Parallele  im  Abstand  c ist,  dio 
Gleichungen  der  letztem: 

a-n  = x-j-efAcosfp  — Xx  singp);  etc.  (1) 

und  zwar  bedeuten  anfänglich,  also  im  Raume,  X und  X1  die  Rich- 
tungscosinus der  Haupt-  und  Binormalc,  cp  den  Torsionswinkel. 

Wir  müssen  nuu  auf  den  Fall  Rücksicht  nehmen,  dass  eine  Pa- 
rallele einen  geschlossenen  Faden  nicht  reprüsentirt  oder,  wenn  es 
der  Fall  ist,  mit  der  Mittolliuie  im  Kettennexus  steht,  geben  also, 

ös 

wie  obeu  gezeigt,  durch  Substitution  von  gp  — ~r  für  gp  allen  Normal- 
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schnitten  die  genügenden  Rotationen,  welche  den  Anschluss  ohne 
Kettennexus  herbeiführt.  Dann  werden  die  Gleichungen  eines  Fadens: 


Dieselbe  Form  besteht  fort,  wenn  bei  der  Deformation  die  Mittel- 
linio  in  4.  Dimension  ausweichend  dreifach  gekrümmt  wird.  Denn 
in  dem  cit.  Art.  XXIII.  ist  gezeigt,  dass  die  Parallele  einer  dreifach 
gekrümmten  Curve  Gleichungen  von  der  Form  (1),  nur  mit  andrer 
Bedeutung  von  X,  X„  <p,  hat  und  durch  Hinzufügung  eines  dem  Bo- 
gen proportionalen  Incrcmentes  zu  y in  eine,  die  Urcurve  in  con- 
stantem  Abstand  umwindende  Curve  übergeht.  Die  Grösse  <5  ist  dann 
Function  der  Zeit  t und  verschwindet  am  Ende  des  ganzen  Vorgangs. 


Betrachtet  man  jetzt  in  Gl.  (2)  «,  <p,  c als  Parameter,  so  wird, 
wenn  s von  0 bis  Z,  <p  von  0 bis  4R,  c von  0 bis  zum  Radius  des 
Querschnitts  variirt,  für  jeden  Zeitpunkt  des  Uebergangs  der  durch 
(2)  bestimmte  Punkt  (x0y0z0)  das  ganze  Volum  der  Schnur  erzeugen, 
und  die  materiell  identisehen  Elemente  die  ganze  Zeit  hindurch  in 
gleicher  Ordnung  auf  einander  folgen.  Hiermit  ist  auch  die  zweite . 
Frage  erledigt  und  bewiesen,  dass  die  körperliche  Schnur,  als  dehn- 
bar und  tordirbar,  aber  mit  unveränderlichem,  normal  bleibeudcm 
Querschnitt  gedacht,  die  Bedingungen  der  Knotenauflösuug  erfüllt. 


Zurttckftthrung  der  vollständigen  Gleichung  vierten  Grades 
auf  eine  reciproke  Gleichung  zweiten  Grades. 


R.  Hoppe. 


2. 


Die  Gleichung  vierten  Grades  sei 

x*-\-ax2  -\-bx2-\-cx-\-d  = 0. 


Hat  man 


i t2  1 

!)  y + '"  + 1 “ °i 


so  ergiebt  sich 


Setzt  man  in  Nr.  1) 
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so  entsteht  nach  Fortschaffuug  der  Nenner: 

4)  (x*  -j-  ---y-x  -f  i-“  (x+ü)2  -f  (x-fw)  (x2  4-  -|-^=o. 


Diese  Gleichung  nach  x geordnet  giebt 

r.\  .4i  .a  i (4(2«-j-v)4“«2 — <2)«2  , (2a«4'(a—<2)«)x  , (2«4**02— «2<2 

o)  x -\-ax  4"  a r o ' a 


Diese  Gleichung  ist  mit  der  Gleichuug  Nr.  1)  identisch,  wenn 


■ 

6) 

4(2«4~u)_f'a2  — *2  — 4£ 

7) 

2cw4~(a  — t*)v  — 2c 

8) 

(2«4"w)8  — «2<2  “ 4</. 

Aus  6)  folgt: 

, «24-4Ä-a2 

■2>  + v=  ^ 

oder  wenn  man 

4 b — a2  = A setzt: 

9)  2»  + „ * + 

Aus  Nr.  9)  und  7)  ergiebt  sich 

at 2 4~  o-A  — 8c 


oder  wenn 

aA  — 8 c = B gesetzt  wird, 


10) 


at2+B 
~ 4 t2  ’ 


Setzt  man  die  Werte  von  2*4-»  und  v aus  Nr.  9)  und  10)  in  Nr.  8) 
ein,  so  ergiebt  sich 

11)  (*24-,4)2*2  — («*24-.B)2  = 64d<2 

oder  geordnet: 

12)  *6  4-  (2  A — a2)i4  4-  (^i2  — 2 aB  — 64  d)t2  — B2  = 0. 

Aus  welcher  Gleichuug  t2  bestimmt  werden  kann. 


Aus  Nr.  2)  und  3)  hat  man: 
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. 11  \ o I (®  "4"  0®  I ^ ^ TT" 

13)  x2+—~ — =»±2 2 — Hleraus 

14)  r = £ ^ — ( a 1)  + Vi  — 8(2»  — J—  v)  -f-  (a 4- 1 )"^- 

Führt  man  für  v und  2s-\-v  die  früher  gefundenen  Werte  ein 

15)  * -=  i-  («TO  ± j/±  — — — - — 2(<2+i4)  -J-(«T02^ 

oder  nach  einer  einfachen  Umformung: 


Ist 

so  wird 


* = i (-  (<*  ±o  ± J/±  -f  - <* - - «*>)  • 

x 4 — Ga:3 -j- 12a:2  — 14a:— |—  3 = 0, 
t*  — 1 2<4  -j-  432«2  — 1600  = 0;  t*  — 4. 


Die  Werte  von  x werden 

2 Hh  y 3 und  1 + f V 2. 

Für  den  Fall,  dass  die  Gleichung  vierten  Grades  eine  reducirte  ist, 
also  a — 0 wird,  ergiebt  sich,  wenn  man  in  der  Resolvcnte  t-  = 4r 
setzt, 

16)  s6-f  2 + (42  — 4 (l)z2  — c2  = 0 und 


17)  x=  $(±Z±  |/+J  — 22— 2*y 

Die  Gleichungen  Nr.  16)  und  17)  sind  dieselben  wie  bei  der  Ara- 
pöre’schen  Formel. 

Ich  füge  noch  einige  Bemerkungen  über  die  Zerlegung  der  Glei- 
chung vierten  Grades  in  Factoren  zweiten  Grades  bei. 

Wenn 

a:4-j-ox3-|-^a:2-}-ca;-|-fi  = (x2-\-nx-\-p)  (sc*— |—  vx  +fl) 
ist,  so  muss: 

18)  u-{-  v — a 
qu-\-pv  = c 

uv  — b — (p-\-q)  und  p.q  = d sein. 


Damit  die  Gleichungen  in  Nr.  18)  zusammeu  bestehen  können,  muss 
die  Determinante: 


19) 


j ap  — c,  ( p — q )* 

\P  + Q — aq  — c 


sein,  alsdann  ist 
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20)  ** + <ra» + te» + cx+d  = (z*  + + q) ■ 

Setzt  man  in 

xA — 6x3-f-  I2x2 — 14rar  — |—  3 = 0,  da  </  = 3.1 
p = 3 und  2 = 1, 

so  ergiebt  sich 

-4,  4 


also 


-8,  8 


= 0, 


rr4  — 6xs+12x2  — 14z  + 3 = (**  — 2*-|-3)  (x2  — 4x-j-l). 


Ist  die  Gleichung  vierten  Grades  reducirt,  also  o *»  0,  so  hat  man 
nach  Nr.  18)  und  19)  zur  Bestimmung  von  p und  q die  folgenden 
Gleichungen: 

21)  ( p — q)*(p-\-q — b)  = c2  und  p.q  = d oder 
((p+tf)2— *pq)(p-\-q  — b)  = c2. 

Setzt  man  p-\-q  = z und  beachtet,  dass  pq  = rf,  so  erhält  man: 

22)  (z2— 4<Z)  (*  — 6)  = c2 


oder  geordnet: 


23)  z3  — bz2  — 4<iz  -}-  4 bd — c~  — 0. 


Man  hat  alsdann 


24)  x*-\-bx2-\-cx-\-d  = ^xs 


p — q 

Ist  a nicht  gleich  Null,  so  hat  man  wegen 

( ap  — c)  ( aq  — c)  = a2d  — acz  -|-  c2 


+ p)(*!+^*  + 4)' 


die  Resolvcnte 


oder  geordnet 


a2d — acz-\-  c2  = (z2 — 4 d)(z — b) 


z3 — bz2-\-(ac — 4<7)z — a2d-^-4bd — c2  = 0. 
Kiel,  den  15.  Nov.  1879. 


Ligowski. 


3. 

Lösung  einer  Classc  von  Aufgaben  der  Sphttrik. 

Es  seien  «,  b , c die  drei  Seiten  und  a,  ß , y die  entsprechend 
gegenüberliegenden  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks,  in  welchem 
gegeben  sind 
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o-{-«  = 2 A 
I)  ß + 6 = 2 B 
y-fc  = 2 C 

«-j-  « «=»  *2A 
oder  III)  ß — b = 2B 
y — c = 2 C 


a-f-n  = 2 A 
oder  II)  ß + b = 2B 
y C — 2C 

a — o = 2^4 
oder  IV)  ß — b = 2B 
y — c = 2 C 


so  setze  man 

im  Falle  I): 


A±B±C=n 
2 4' 

2 Vsin  d cos(Ä  — d)  cos (B — d)  cos(C — d) 

“ cos-d  cosBcosC 

tg  <p  = tg  A cos  £ ; tgi?  = tgi?cos£  ; tg^^tgCcos 

so  wird 

a = A-\-<p  ' ß = B-\-r\  m y — C-\-& 

a — A — cp  b — B — 7]  c = C — & 


im  Falle  II): 

A + B+C  _ n 

2 —4+° 

2 l/sin  d sin(il  — d)  sin(l?  — d)  cos(C— d) 
cos  ^ “*  sin  -dsinBcosC 

tg  C 

tgg>  = sin £tg.d  ; tg*?  = sin£tg£;  = 

so  wird 

ct  — A-\-g) ' ß = B-\~r\  y = 0’-|‘^ 

(i  sxs  A — cp  b = B 7j  c — & C 


im  Falle  III): 

A+*±£-*+i 

2 4 ' 

2 Vcosdcos(-d  — d)  cos(i? — d)  sin(C — d) 
sin.dsin.tf  cosC 


tg<P 


tg^  . 
cos  | ’ 


tgrj  = 


tgtf  . 
cos£’ 


tg#  = cos^tgC 


so  wird 


MiscelUn. 


431 


« 

n 


<P"M  . ß = Tj-\-B'  y 
rp  — A ’ h = 7]  — B ’ 


c = 


C—& 


cos  £ = 


im  Falle  IV): 

A-\-B  + C . ?t 

— _ — = a-4- 

2Vcosflsin(ä — .4)  sin(<5 — ß)  sin(<5  — C) 


, tgyl 


tg»7 


C0S.4  cosßcosC 
tgß 


sin£  ’ 


tg& 


tg C 
sin£ 


so  wird 


« = <p-M  , ß = rj  + B'  y = -»+C 

a . «=  q)  — A * b — i)  — B*  <?=#— C 


Zur  allgemeinen  Entwickelung  bedeuten  «,  f"  drei  Werte, 
welche  entweder  -j-1  oder  —1  sind. 

Ist  nun  gegeben: 

1)  a-}-ea  = 2A\  ß~] -s'b  = 2B-,  y-}-£"c  = 2C 

so  setze  man: 


2) 

ferner: 

3) 


« = A-\-cp  . ß = B-{~rj  ' y=C-f^ 
a = e(A — cp ) b = ef(B — rj)  c = t'\C — &) 


sina  sind  sine 

»*3  ■ ■ i J* 

sina  sin/3  siny 


so  folgt  aus  2)  und  3) 

i,  * 1—  «Jfe  , l — f'/fc  1 — £";fc 

4)  ,8’,=I+St«xi  * r>  = i+7kt*ß'  tB®“i+?5'*c 

Nun  setze  man  aus  2)  die  Werte  von  a,  a,  ß,  b , y,  c in  die  Cagnioli- 
sche  Gleichung 

cos  a cos  b cos  y -f-  cos  a cos  ß cos  c ==  sinasin/3 — sinasini 
so  erhält  man: 

(cos  A cos  B cns  <p  cos  r\  -f-  siu^l  sin  B sin  qp  sin  t^cosCcos  # 

— (sin.dco8ßsingDCOS7?-f_cos'48inßco8(p8ini7)8inCsin#  __ 

(sin  A sin  B cos  cp  cos  rj  -f-  cos  A cos  B sin  cp  sin  rj)  (~2~  ) 

~f-  (cos  A sin  B sin  cp  cos  -»7  -j-  sin  -<4  cos  B cos  cp  sin  rß  ^ 


oder 
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1 + tgAtgBtgytgri  — (tgiltgg>  + tgZ*tgi?)tgCtgfr  = 
tgvltg B -|- tg <p tg t]  1 1 — \ , tgi?tgy-f-tgi4tgi?  /H~«' 

cosCcos#  V 2 / cosCcostf  V 2~ 


Führt  mau  in  diese  Gleichung  die  Werte  von  tg 9?,  tg?/,  tgd  aus  4) 
ein,  so  erhält  man: 


1— ek  1— e'k  f (^~sk< 

1 + T+äT+rt1^1  **  - \l+7t- 


» m *s?o+ s:  ;s?) 

1 

/l+ee'\  tgii  tg/*  / 1— **  , l-f'/A  1 / / 1;^A2  2c 

+ V~2 — y ~cösC~  Vl+Tt  + f-fs'i-j  K 1 + \l+t"k)  6 


Es  ist  jetzt  zu  setzen  im  Falle: 

E = 1 £ = 1 

I)  £'=1  II)  «'  = 1 
£"=  1 «"=  - 1 


E = 1 

HI)  *'==  — 1 
s"=  — 1 


E = — 1 
IV)  f'  = - l 
f"  = — 1 


Da  die  weitere  Behandlung  dieser  einzelnen  Fälle  eine  ganz  ähnliche 
ist,  so  wird  es  ausreichen,  den  ersten  derselben  durchzuführen. 

Im  Falle  I)  erhält  man  aus  5)  die  Gleichung: 


1 + (1  (te2'1  l82ß  ~ Ul2C—^mg2C) 


oder 


2 tg A tg B 1—  &]/  ■ /1-feV 
~~^BC  •l+ar  1 + Vi+*/ 


tg-c 


(}±f)+  - <»**  + »*WC  = -fosCß|/  G-fc)+‘8'C 


Hieraus  folgt: 

(gV-l  = Ui‘A  tg2C+  lg*B  tg»C+  tg^l  \%‘B  + '2tgK-i  itfBUfC 

. 2tg4tgBtgC 
— cosvl  cos/*  cosC’ 


Sei  der  Kürze  wegen  die  linke  Seite  = tg2$,  so  wird  nach  leichter 
Umformung: 

tg2£ . cosM  cos2.#  cos2C  ===  (sinC  ± sin  ylsin  /*)2  — cos2y1  eos2/* 


Setzt  man  hier 
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r A ß — f-  C 7t 

d = - 4 

so  erhält  man  entweder 

tg2ij  cos2yl  cos2#  cos2C’  = 4 sind  cos (A  — 8)  cos (ß  — 8)  cos  (6’ — 8) 
oder  = 4 cos  8 sin  (A  — 8)  sin  (8  — ß)  sin  (A  — dl 

i 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt: 

s 2 Y sin  d cos  (A  — d)  cos  ( ß — d)  cos  ( C — d) 

cos  A cos  ß cos  C 

Die  zweite  Lösung  ist  zu  verwerfen,  da  sie  auf  ein  Droierk  führt 
mit  den  Soiten  a,  c und  den  Winkeln  n — a,  ß , n — y. 

Auf  dieselbe  Weise  lassen  sich  die  Lösungen  für  die  andern 
Fälle  herleiten.  Meis  sei. 


4. 

Die  Summe  gleichartiger  Potenzen  von  den  Wurzeln  einer 
algebraischen  Gleichung  als  Function  der  Coefflcienten  derselben 
Gleichung  und  umgekehrt.  (Neue  Methode  der  Ableitung). 

I.  Bezeichnen  wir  die  Summe  der  Variationen  rter  Classe  von 
den  Elementen  ...  mit  Vr: 

fjEg  ...  ^ r — } — f x ^2  •••  — 2 — 1 — | — •••  1 •••  r+1  ^ lr| 

bezeichnen  wir  ferner  die  Summe  der  Variationen  rter  Classe  von 
den  Elementen  Ä . . . £<_i,  £*+i  ...  mit  Vr,t:  so  haben  wir 
dann  die  Identität 

Vk+i  - U2ntuVk,u  (1) 

«=i 

als  mathematischen  Ausdruck  des  Satzes,  dass  aus  den  Variationen 
fcter  Classe  die  Variationen  (&-}-l)ter  Classe  gebildet  werden,  indem 
man  zu  jeder  Variation  jedes  Element  setzt,  das  sie  noch  nicht  ent- 
hält. Ferner  haben  wir 


Vk  = Vifu+k£uVk-i,M  (2) 

Wenn  nämlich  e„  als  1 ter,  2ter  . . . fcter  Factor  zu  allen  Complexionen 
von  Vk—i,u  hinzugefügt  wird,  so  entstehen  die  Variationen  k ter  Classe, 
welche  f„  enthalten.  Die  h Complexionen  &ten  Grades  aber,  welche 
von  derselben  Complexionen  (&  — l)tcu  Grades  entstehen,  sind  ein- 


Teil  LXV. 


28 


434 


Miscellen. 


I 


ander  gleich,  und  folglich  ist  gleich  der  Summe  der  Va- 

riationen Her  Classe,  welche  su  enthalten.  Da  Vk,H  hingegen  die 
Summe  der  Variationen  Mer  Classe  repräsentirt,  welche  das  Element 
e„  nicht  enthalten;  so  ist  die  Richtigkeit  von  (2)  klar. 

Aus  (2)  folgt 

f k.tt  ==  Vk  k En  Vk— 1,m, 

Vk-I.u  = Vk-l  — ( k — 1)  E„  Vk-2,U , 

Vk-2,u  = Vk-2  — (h—2)  Su  Vk-z,u 


Vermöge  dieser  Relationen  geht  (1)  über  in 


Vk+ 1 = Vk2Eu—k  Vk-iZtu*+k(k—l)  Vk-22tu3—k(k—l)(k-2)  Vk-*2fS 
-f  ...  +(— l)kk(k— 1)  ...  2.1 2Euk+l  (3) 


II.  Betrachten  wir  jetzt  eu  . . . e„  als  Wurzeln  der  Gleichung 

CV»**“2—  • • • +(—  1)MC»  = 0. 

Da  Vr  = r ! Cr,  so  hat  mau  als  Consequenz  von  Relation  (3) 

(H-  i)a+i  = CkZtn-Ck-kZtJ+Ck-iZtj- ... 

Schreiben  wir  nun  nach  einander  0,  1,  2 . . . k — 1 an  die  Stelle 
von  k , so  erhalten  wir,  wenn  zur  Abkürzung  Zeu'  — Zr  gesetzt  wird 

Cj  = Zx 


2 C*  = CjZx  — Z2 
3C3  = C%Zt  Cx  Z»  -}~  ^3 


kCk  = Ck-iZt-Ck-iSs+Ck-sZs-  ...  4-(_i)*-i^ 

oder 

z\  — ci 

Z%  = CtZj  — 2C2 

t=SI  QZ}  c$zx-\- 


folglich 


C,  1 0 

2C2  Cx  1 

3 Cg  C2  c\ 


0 

0 

1 


kCk  Ck-i  Ck- 2 Ci_3  . . . 


-ifi- n 
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' 

1 

0 

0 ... 

z* 

2 

0 ... 

1 ^3 

Zq 

A 

3 ... 

Zk 

Zk-i 

Zk—2 

Zk~ 3 . . • 

J.  Farkas. 


5. 


Mittlerer  verticaler  Druck  des  symmetrischen 
Pendels  auf  seine  Axe. 


Ich  betrachte  hier  als  symmetrisch  ein  jedes  Pcudel,  dessen 
sämmtlieho , zur  Axc  senkrechte  Schichten  ihre  Schwerpunkte  in 
einer  und  derselben  Ebene  der  Axc  haben. 


I.  Ist  q der  Abstand  des  Schwingungspunktes  von  der  Axe,  und 
bekommt  das  ruhende  Pendel  eine  momentane  horizontale  Winkel- 
geschwindigkeit u«,  so  ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Schwingungs- 
punktes qi c.  Setzen  wir  gtr  — V2a«,  wo  a die  Acceleration  bedeuten 
raögo,  so  hat  das  Pendel  danu  bei  einem  Ausschlagswiukel  cp  die 
Winkelgeschwindigkeit 


v 


— cos  cp) } • 


Ist  m die  Masse  einer  unendlich  dünnen,  zur  Axe  senkrechten 
Scheibe  und  r der  Abstand  des  Schwerpunktes  derselben  von  der  Axe, 
so  ist 

f =.  mrv 1 

die  Fliehkraft  derselben,  deren  Richtung  mit  der  Geraden  zusainmen- 
föllt,  welche  vom  Schwerpunkte  auf  der  Axe  senkrecht  steht.  Die 
verticale  Componente  dieser  Kraft  und  des  Gewichtes  der  Scheibe 
siud  /cos  cp  und  7nacos*q)\  folglich  ist  der  verticale  Druck  der  Scheibe 
bei  dem  Ausschlags  winke!  <p 


amr  ( s — q\ 

2 ^eos  cp  -j-  — — J cos  (p  -j-  ma  cos^qp. 


Der  verticale  Druck  des  ganzen  Pendels  ist  also 

aZ  mr 


= 2 


^COS  cp  4“  ^ COS  cp  -f-  /'cos 
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wo  P offenbar  das  Gewicht  des  ganzen  Fendels  bedeutet.  Ist  a der 
Abstand  des  Schwerpunktos  des  ganzen  Pendels  von  der  Axe,  so  ist 

S O 

a£mr  = aP.  Schreiben  wir  noch  zur  Abkürzung  — — = u,  als- 
dann haben  wir 


q = 2P  - (c0S<p-t-w)C0S'p-f-/>C0S3g>  *). 


Die  Dauer  dieses  Druckes  ist 


dt 


-v 


9 


dcp 


2«  >/cos<p-{-w 


Der  mittlere  verticale  Druck  Q während  der  Zeit  <,  die  erforderlich 
ist,  um  zu  dem  Ausschlagswinkel  cp  zu  gelangen,  ist  gegeben  durch 


folglich  haben  wir 


(1) 


Q 


= T j 


COS  'Cp 


V COS  tp  4-  U 


dtp. 


Dies  darf  auch  so  geschrieben  werden 


PO  /*3cOS2<p-f-2ttCOS<p  — 1 , H\/&  r d(p 

^ Vcosqp+w  ^ 1 Vzaj  yCOsqp-J-u 

9> 

P(q  — o)  /*  sin*qp  ^ 

tV2ap  J Vcosgo-f'** 

wovon  man  sich  wohl  sehr  leicht  überzeugen  kann.  Ferner  hat  man 


also 


3 cos2gp  -{-  2w  cos  cp  — 1 , _ ,,  . i — , 

z~ d(p  = 2cJ{sin<JP  V COS  qp  -J-m}, 

Ycos<p-f-u 


dtp 

Y C08  tp  -f-  u 


*)  a ^ 0,  da  im  Falle  c = 0 die  verticale  Componente  des  Gewichtes 

constunt  P ist. 
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(2) 


Q 


= P+  T ~ f 


smrqp 


t Y2üq  J V cos  cp  -J-  m 


r/g> 


II.  Untersuchen  wir  jetzt  die  zwei  besonderen  Fälle,  wenn  näm- 
lich s<p,  «>  wo  im  ersten  Falle  das  Pendel  ruhig  hin  und 
her  schwingt,  im  zweiten  aber  dasselbe  beständig  im  Kreise  herum- 
läuft. 

1.  Gesetzt  a<ß  und  zwar  « = (>(1  — cosa),  so  hat  man 
u = = — cos  cf,  und  für  eine  halbe  Schwingung  erhalten  wir 


- P-P 


a 

/ 


sin2<p 


Q—J 

t~\/2aQ*J  ycosqp — cosa 


— d(p. 


m a 

Schreibt  man  sin  « = sin  ^ sin  ij>,  so  kommt 


n 

2 


Ql  = i*— 4P  sin2**  J sin2t/>  j/i  _ sin2“  sin2ip  dty 


oder 


Qj  =P—  2p(i  - sins~  X 

1.3  . v«  1/1\!3.5  . ,o  1/1.3\ 25.7  . .<*  1/1.3.5W.9  . a 
1 2,4sm  2 2(2)  4.6sm2  3(2.4)  6.88m  2 4(2.4. 6 J 8.1QS'n  2 

1 I ß\*  * 2“  1 /13\2  * \U  1 . 6«, 

i+^2J  sm  2+(2.4j  sm  2~^~\2;4.6 / sm  2 + * * * 

Aus  (3)  liest  man  unmittelbar  den  Satz: 


(3) 


Der  mittlere  verticale  Druck  des  ruhig  hin  und  her 
schwingenden  physischen  Pendels  ist  während  einer 
halben  Schwingung  kleiner  als  sein  Gewicht. 

Wenn  q = <J,  dann  wird  Q,  = P,  das  ist: 

Der  mittlere  verticale  Druck  des  ruhig  hin  und  her 
schwingenden  mathematischen  Pendels  ist  während 
einer  halben  Schwingung  gleich  dem  Gewichte  des- 
selben. 


2.  Ist  «>  daun  findet  man  für  einen  halben  Umlauf  sehr 
leicht 


438 


Miscellen. 


Qs  = P-  8 P 


71 
2 

P — o P sin20cos2ö 

tv*“j  jrrrsr 


(4) 


oder 


Qs 


v+i.+ß)i(a'+(S)'f.u)v+ 

'•>  •+£+(l)W+(S)W+ 

/1.3..(2»-1)\2  2(2n+l)  /g\"  . 

V ' 1.2..«  ) («-fl)  (u-f  2)\>/  - 

/3A7\2/py 
V2.3.4/  \2ä/  ~ 


Der  mittlere  vertieale  Druck  des  herum  laufenden 

( physischen  _ . , , , , 

! . , ..  , Pendels  ist  während  eines  halben 

t mathematischen 

Umlaufes  1^°* 11  cr’  a^s  . das  Gewicht  desselben. 


eben  so  gross,  wie 


J.  Farkas. 


6. 

Recheuscheiua  fllr  die  Verwandlung 
einer  Quadratwurzel  in  einen  Kettenbruch. 

Die  Verwandlung  der  y/>  in  einen  Kettenbruch  beruht  der 
Hauptsache  nach  bekanntlich  darauf,  dass  der  Radicaud  D in  der 
Form 

a>»-i2-f  d„_i  .d>,  — (tu2- j-dM.d„  + i 
dargestellt  werden  kann.  Es  ist  nämlich  nur  nötig: 

2®n — 1 ==  Sn  kft  "f  7*m 
t hi  — dn-\  — r« 

$*»fl  ==  Ö»i_l  -f  knTn 

einzusetzen.  Zugleich  gelten  dann  auch  die  Formeln: 

2 (in  ==  dti^n — r»  und  aM-i-frt»  — 

Für  n = 1 sei  a0  die  grösste  in  y D — Vö0*-f  30ö,  enthaltene 
ganze  Zahl  a0  = [y/>]  uud  80  sei  immer  = 1. 
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Es  folgt  nun  aus: 

4-V  _ , 1 n i , rs  * 

jv  — kn  -j , L)  — a»-l  -f-OH— 1 -Cn 

On  Xn 

für  xH  der  Wert: 

du d*t ~f -"}/  D-\-a» 1 

D-\-an-\  — dnkn  “ -\~y  D — a»  ?«+i  — w+1'~  xn+i’ 

D = aN2-j-3M  .3m+i 

etc.  . . . und  ergiebt  sich  somit  die  Entwickelung  einer  Quadratwurzel 
in  eiuen  regelmässigen  Kettenbruch,  wenn  man  für  die  Elemente  k 
immer  die  grössten  in  den  Brüchen  enthaltenen  Zahlen  wählt,  also 


so  wird  &n+i  > 0; 
^ «o , so  gilt  das- 


geschlossen  werden,  weil  a0  > c ; a0  ist  nämlich  entweder  > dn  und 
dieses  > f,  oder  dn  > oq,  dann  aber  ist  kn  notwendig  = 1 und  nun 

muss  e < a0  sein,  weil  schon  a„- 1 ^ a0  vorausgesetzt  war.  Aus  der 

Ungleichung  a„_i  < d„k„  ergiebt  sich  a,,(=  dHk„  — an-i)  als  positive 

Grösse  und  weil  — >0,  muss  nun  auch  d„|.i  positiv  sein,  folglich 

D-d»dn+ 1 ==  Chi2  < D 

mithin  auch: 

^ Oq« 

In  Bezug  auf  6«+i  ist  noch  zu  bemerken,  dass  es  / 2 a0,  aber 

n 

> a0  — an  (=*  2V„)  sein  muss,  denn  aus  an-{- c)»+i  < a0  würde 

a«2  -j-  (2aw  -j-  ön+l)  ön  f l < «o2 

folgen.  Nun  ist: 


*■  - IHM 


Ist  nämlich  - ein  positiver  echter  Bruch, 

Xn 

sind  d„  und  a»- 1 positive  Grössen  und  letztere 
selbe  auch  für  d„.fi  und  a„. 

Denn  aus 

1 1=3  Ö»j  kn  “j“  £ 

kann 

<hi—\  dnkn 
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2 a„  = dnkn  — rn 


und  das  stets  positive 
also 


3n-fl  = Öm-1  -\-kHrn 

2o»-{-Ök4-i  > 3,„ 

da  kn  zum  Mindestens  = 1 ist,  folglich  müsste  um  so  mehr 

D = On2  + Öm.Öm+1  < Oq2 
sein,  was  nicht  statt  hat. 


Aus  diesen  Relationen  lässt  sich  ein  neues  Rechenschema  für  die 
Entwickelung  einer  Wurzelgrösse  in  einen  Kettenbruch  aufstellen, 
welches  namentlich  bei  grösseren  Radicanden  bequem  ist,  indem  die 
Erhebung  der  Grössen  a aufs  Quadrat  hier  unnötig  wird. 


V d = w+aoäi  — «o 


Schema. 

«i(=o<>—  rl) 


öi 


2«o 

B1k1 


2aj 


d9k, 


2*2 


^2  > 


<H  = (»i — rt) 
2as 


0n£ 


3*3 


etc. 


9„  = 1, 


rl  r2 

ö2  = öo  + r,^, 


r3 

ö»  = öj  -j-  rs/cvj 


V&  — (^ov  ^2?  k$  . . . 2oq  . . .) 
Jedoch  ist  zu  beachten,  dass  die  Quotienten  fc2,  k3 
. sondern 


. nicht 
sind,  also  nie 

Null  oder  negativ  werden;  andernfalls  erhielte  man  einen  unregel- 


2a,l 

1 — 

o.'»! 

**  ! 
i 

* 1 Ö3  J 

Null 

oder  1 

°0  + al 

ao  + a» 

'9,  J 

* 

9»  J 

mässigen  Kettenbruch. 


Die  Divisionen  sind  so  lange  fortzusetzen,  bis  ein  Rest  = 0 
wird,  dann  hat  man  entweder  die  halbe  oder  die  ganze  Periode;  im 
letzteren  Fall  erkennt  man  den  Abschluss  der  halben  Periode  daran, 
dass  zwei  auf  einander  folgende  Divisoren  d„  und  dtl+i  einander  gleich 
werden. 


Aus  den  Gleichungen,  welche  das  angegebene  Schema  repräsen- 
tiren : 


d4  — D = a02 

ö*  = rA+i 

ö3  = rtk2  -f*  d1 
Ö4  t=s  r3^3  “f"  ^2 

Öö  — » r4^4  Ö3 


2a0  = 

2d|  — • ^"1 


öi^  + rj 


B9k  2 *j-  j 


2(1*  — Öjj^'2  $3&3  “j“  **S 

2 <*3  =:  ö3&3  r3  = d4 k4  -j-r 4 
2a4  = d4k4—r4  = ö5A-5-j-r5 


i**-  — -r 
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folgt  nämlich,  dass  die  Divisoren  0 und  die  Reste  r sich  in  umge- 
kehrter Reihenfolge  wiederholen  (letztere  jedoch  mit  entgegengesetzten 
Zeichen). 

1)  sobald  irgend  ein  r = 0 wird 

etwa  r3  = 0,  so  64  = ^ und  falls  k^  = k,  gewählt  wird 

03&3  = ^2^2  “}”  r4* 

also  r4  = — r2,  dann  aber 

03  — ■ “ ■ v g/iy  “I-  öj  — Sj  etc. 

2)  sobald  zwei  auf  einander  folgende  pivisoren 
gleich  sind 

etwa  Sa  = 64.  Nun  folgt,  falls  kA  = k3  gewählt  wird,  aus 

2 «3  = 03^3  — r3  = 03^*3  "hr4 

für  r4  der  Wert  — r3,  also 

05  — rS^3  4-  03  ==  ^2  ®^C. 

Beispiel!)  21  = (4)2-f- 5,  a0  = 4,  0j  = 5,  Bq  = 1 
V2l  =4  1 


8; 


1 


2 


3 

316  2 


—2 


1 

2 


4 

l!8,8 


—3 


V2i  = (4,  L 1,  2,  1,  L 8 . . .) 

Beispiel  2)  29  = (5)2  + 4,  = 5, 

V‘29  = 

5 


a,  = 4,  dn  = 1 


5 

3 

2 

3 

10 

6 

4. 

6 

2 5 

1 

5 

1 1 

8 

5 

5 

8 

2- 

1 

— 1 

—2 

2 


5 

mono 


V29  = (5,  2, 1,  i,  2, 10  . . .) 

Dass  die  Elemente  k in  der  andern  Hälfte  der  Periode  in  der 
Tat  wieder  dieselben  werden,  nur  in  umgekehrter  Reihenfolge,  ergiobt 

sich  aus  dem  Satze,  dass  die  grösste  in  — 5 enthaltene  Zahl  = 


0» 


der  grössten  in  1 enthaltenen  ist. 

Vn 


Digitized  by  Google 


442 


Miscellen. 


Es  sei 


r*o+on-i 

L a„  . 


Ä“»i, 


dann  ist  genau  = kn,  also  muss 


«o  + <bi 

. a« 


kn  ’ 


es  kann  aber  nicht  > k sein,  da  wie  oben  gezeigt,  a0  — o«_i  < 3* 
ist.  Mithin  ist  auch 


«0  «* 

k 

'cf0-|-a„_l 

du  J 

3« 

In  der  Theorio  der  reducirten  Formen  von  positiver  Determi- 
nante D (vgl.  Dirichlct  Zahlenthcorie  § 78)  beruht  das  Verfahren 
benachbarte  reducirte  Formen  zu  finden  darauf,  dass  der  mittlere 
Coefficicnt  an  einer  der  Form:  { + 3*»— i,  a«-i,  +3,,}  benachbarten 
Form  so  zu  bestimmen  gesucht  wird,  dass  a„  = o„_i mod.3„  und 
«o  3»  ^ Uh  ^ a0  -f- 1 ist  \ 

3„+i  wird  dann  = ^ a - — • 

On 


Hier  ist  nun  sowohl 
als  auch 


un  — fl»-  i“~rw, 
3„+i  = 3H-i-j-rM&„ 


durch  Einführung  der  Grösse  r„  bereits  bestimmt,  also  erscheint 
jener  Algorithmus  vereinfacht. 


Wie  sich  aus  vorstehendem  Schema  die  Periodicität  und  Sym- 
metrie der  Tcilnenner  k ohne  weiteres  erkennen  Hess,  so  können 
auch  andre  hieher  gehörige  Sätze  mit  Hilfe  dieser  Relationen  be- 
wiesen werden,  z.  B.  der  Satz,  dass  p 2 — q*D=±_d  wird,  wenn 

- ein  Näherungswert  des  Kettenbruchs  y D. 


Beweis  mittelst  Schluss  von  n auf  »-J-1. 


Es  gelte: 

[oq&1...&n-3][4o&]  ... fcH-8]  - f^l  ...&»— 2][&1  ...£m-3]D  = (— l)M“2«fl_2 
und 

[a0fr,  ...  &„_i]2—  [/üj  ...  kn-l^D  = (—  1)m3„. 

Multiplicirt  man  die  letzte  Gleichung  mit  kn 2 und  addirt: 


[«0^1  ...A-m_2]2—  [&,...  &»_2]2D  = ( — l)M-13n-i  = ( — 1)h+13m_i 
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and  ausserdem  das  2kn  fache  von  E,  worin 

E — fßQ&i’x&n — lj  ...  Ä*h — 2^  ...  kn — lj  •••  kn—2\D 

— l'w-1  ( — l)n-1Öw-4  + ( — !)♦•— 2 a»— 2* 

= (— l)"-1«,,-! 

ist,  so  erhält  man  links: 

[er0fc,  ...  1*H]2 — [fcj  ...  kn^D 

und  rechts: 

(_  1 )«+ 1 1 sn_ , _ ktt  *sH + 2 kn  On~  1 } 

- (-  l)"*1  J9m— 1 — kH*dn  ~f"  *»  (kn  9«  + rH) } = (-1)«  H 3*+! 
das  ist : 

pn2—qn2D  = (—  l)n+13»»+i. 


Denkt  man  sich  die  Divisionen  des  Schema  für  2 a0  auf  einander 
folgende  Radicanden  ausgeführt,  so  wird  man  die  Frage  nach  den- 
jenigen Radicauden,  für  die  eine  besonders  kurzo  Periode  eintritt, 
leicht  beantworten  können,  doch  kann  dies  auch  aus  der  Relation 

[2a0  k%  ...  kH- 1]  = H[_k\  ...  &«] 
gefolgert  werden,  welche  gelten  muss,  wenn 

"y/  D — - ~\/ ci^ H = (ao,  k j,  k%  ...  km  2öq  ...) 
eine  Periode  von  n-|-l  Elementen  haben  soll; 


kn  — kn — 1 — k%  . . . 

Königsberg,  den  4.  November  1879. 


Hermes. 


7. 

Heber  das  Gesetz  der  SUulenverjüngung. 
Schüleraufgabe. 

(Fig,  1.)  AB  sei  die  Axe  einer  Säule,  AB  CD  ihr  halber  Längen- 
durchschnitt. Dann  gelten  nach  Viguola  für  die  einzelnen  Strecken 
dieser  Figur  die  Werte: 

BC=  18,  AB  = 295  * 5 
DA  = 15,  BG  = 98*5  = ^AB 


* 
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CE  = DF  = 19fr 

(nach  einer  beliebigen  Einheit  gemessen). 

Die  Curve  CD  ist  nach  folgendem  Gesetze  gebildet: 

Die  Geraden  DF  und  CE  treffen  sich  nahezu  in  einem  Punkte 
O der  in  G auf  AB  errichteten  Senkrechten. 

Ein  beliebiger  Strahl  des  Strahlenbüschels  vom  Mittelpunkte  0 
treffe  die  Axe  AB  in  X.  Man  verlängere  OX  um 

XX'  = EC  = FD  — 19fr. 

Es  ist  dann  X’  ein  Punkt  der  Begrenzungscurve  CD. 


Da  nun  DF  und  CE  die  im  ersten  Drittel  G der  Säulenaxe  auf 
dcrselbeu  errichteten  Normalen  nicht  in  zwei  zusammen  fallenden 
Punkten  0,  sondern  in  zwei  getrennten  (DF  in  01?  CE  in  0S) 
treffen:  kann  die  Aufgabe  vorgelegt  werden,  die  Coincidenz  der  Punkte 
Ox  und  0S  hcrzustcllen,  indem  von  einem  der  gegebenen  Verhältniss- 
werte  Umgang  genommen  werde. 


Es  werde  zunächst  gefordert,  dass  statt  DA  — 15  ein  solcher 
Wert  gewählt  werde,  für  welchen  DF  und  CE  sich  in  einem  Punkte 
O der  im  ersten  Drittel  G der  Axe  errichteten  Normalen  treffen. 


Man  erhält  aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  CBE 

BE  — VlÖV—  18*  = 7 0553368 
GO  : GE  = BC : BE 
GO  = 233-2991 


Ferner  ist: 

Die  Rechnung  gibt: 


Nachdem  nun  GO  bestimmt  ist,  würde  sich  DA  aus  den  bcidcu 
Dreiecken  DAF  und  OGF  mittelst  einer  biquadratischen  Gleichung 
finden  lassen.  Mit.  Anwendung  der  regula  falsi  gelangt  man  zu  dem 
Werte: 

DA  = 15  1489. 


In  der  Praxis  empfiehlt  sich  ferner  unter  Beibehaltung  des  Wertes 
DA  — 15  eine  Verschiebung  der  Normalen  GO , so  dass  die  Maxi- 
malschwellung der  Säule  nicht  genau  ira  ersten  Drittel  ihrer  Höhe 
sich  zeigt. 

(Fig.  2.)  Wir  erhalten  dann  den  Punkt  0,  wenn  wir,  die  Werte 

DA  = 15,  DF  = CE  — 19fr 
BC  = 18,  AB  = 295  5 
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vorausgesetzt,  DF  und  CE  bis  zu  ihrem  Schnittpuukt  O verlängern. 
Setzen  wir  dann: 


ÜE  — «,  GE  = y, 

AF  = t>,  FG  = z,  OG  — x 

G liegt  auf  der  Axe  AB  und  ist  der  Fusspunkt  des  von  O auf  die 
Axe  gefällten  Lotes,  liegt  also  nicht  mehr  im  ersten  Drittel  der 
Säulcnaxc.  Wir  haben  dann: 


Ferner  ist: 


7*0553368 
v = 12*1974496 
y+z  = 276*2472136 

x 15  x 18 

z v ' y u 


Die  Elimination  von  x gibt: 


5 na  = 6vy 

d.  i. 

73  *1846978 y = 35*  2766840a 

Wir  haben  also  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  y und  z.  Ihre 
Auflösung  gibt: 

y = 89*84844 
z - 186*39877 
x = 229*2267 

Es  wird  also: 

BG  — w-j-y  — 96*9038. 


Wien,  Dcccmber  1879. 


Emil  Hain. 


8. 

lieber  den  Schwerpunkt  des  Vierecks. 

Aus  den  von  Herrn  Nöggerath  über  diesen  Gegenstand  im  vorigen 
Hefte  des  Archivs  pag.  218.  ff.  mitgeteilten  Resultaten  lässt  sich  eine 
interessante  Folgerung  ziehen. 

Bezeichnet  man  nämlich  die  Coordinaten  der  vier  Eckpunkte  des 
Vierecks  durch  xu  yt  \ y2;  x3,  y3;  x4,  y4;  die  des  Durchschnitts- 

punktes der  Geraden,  welche  die  Mittelpunkte  gegenüberliegender 
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Seiten  des  Vierecks  verbinden,  mit  £2,  i)2;  und  endlich  die  des  Schwer- 
punktes mit  f3,  b3,  so  hat  man  die  vier  Gleichungen: 

aci+aji+jrs’ha?4  w yi+ya+ys-Kv-» . 

£2  — 4 i VS  — 4 ’ 


ari+a*2+a'3+ir4~£i  ..  yi+y2+.V3+y4  ~ . 

h “ 3 ) V3  = 3 » 


welche  sich  in  folgende  zwei  zusammenziehen  lassen: 


£3  — 


4£2  — £1 


und  hs 


4ha  — hi 
3 


oder  anders  geschrieben: 

3(fa  ~ £2)  = £2  “ £1  «nd  3(h3  — ha)  = hs  — hi, 


woraus  sich  ergibt,  dass  injedem  Viereck  der  Durchschnitts- 
punkt der  Diagonalen,  der  Durchschnittspunkt  der  Ge- 
raden, welche  die  Mittelpunkte  gegenüberliegender 
Seiten  verbinden  und  der  Schwerpunkt  in  einer  geraden 
Linie  liegen,  und  zwar  so,  dass  die  Entfernung  des  er- 
sten und  dritten  Punktes  durch  den  zweitou  im  Ver- 
hältnis von  3 zu  1 geteilt  wird. 


Bcnsheim,  August  1880. 


Dr.  Stoll. 


9. 

Die  Anzahl  Stl  der  innerhalb  eines  nEcks  fallenden 
Schnittpunkte  seiner  Diagonalen. 

Auflösnng. 

c = (n\  = »(«  ~ 1)  (»  — 2)  (« 

W IX 2X3X4 

Beweis. 

Die  Anzahl  der  Schnittpunkte  sei  für  das  (n  — l)Eck  S„  1.  Be- 
rehnen  wir  die  Anzahl  der  für  das  w Eck  zu  dieser  Zahl  neu  hinzu- 
kommenden Schnittpunkte 

X = Sn  — S»— 1. 

Ist  ADCDEF  ein  (n  — l)Eck,  N das  nte  hinzugekommene  Eck. 
so  sei  NC  die  erste  von  N ausgehende  Diagonale.  Diese  wird  von 
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allen  von  d ausgehenden  Diagonalen,  also  mit  1 X (»  — 3)  Schnittpunk- 
ten durchschnitten. 

Die  zweite  Diagonale  NB  wird  von  Diagonalen  aus  C und  D 
durchschnitten.  Es  fallen  aber  nur  yn  — 4 Schnittpunkte  in  die  Fläche 
des  w Ecks  ( NC  und  Bd)  kommen  in  Abrechnung.  Also  2(«  — 4) 
Schnittpunkte. 

Die  dritte  Diagonale  NA  gibt  auf  dieselbe  Weise  3(n  — 5) 
Schnittpunkte. 

Und  die  letzte  Diagonale  gibt  (« — 3) XI  Schnittpunkte.  Da- 
her ist 

x =■=  1 X (,l  — 3)  -}-  2 (?i  — 4)  -f-  3(n  — 5)  -f-  ...  (n  — 3)  X 1 
Nun  ist  aber 


1(« — l)-f-2(n — 2)-f-3(n — 3)— |—(t» — 2)X2-f-(w — l)Xl~J-ra(w — ») 

~2 


= »X  £(n — 1)  — Nrr  = 


1X2X3 


_ w(n-|-l)(*i — 1)  _ / 

1X2X3  “V  3 ; 


So  ist 


1 X » ”h 2(n  — l)-j-...-f-wXl  = ^ ^ • 


eine  Formel,  die  man  auch  aus  der  Tabolle  aller  Combinationen  von 
(n-}-2)  Elementen  zur  dritten  Classe  ablesou  kann. 

Und 

• - er)' 

Daraus  folgt 


Da  aber 


S"  = ("  3 *)  + ("  3 2)  3 3)  + 1 G) 

C)-t!)+t3+t!)+-C=l)’ 


eine  Formel,  die  man  ebenfalls  aus  einer  Tabelle  aller  Combinationen 
von  7?  Elementen  zur  w»ten  Classe  ablesen,  oder  aus  der  Formel 


ableitcn  kann,  so  ist 


Sn  = 


Aschaffcnburg. 


F.  Englert,  Gymnasialabiturient. 
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Neuer  Beweis. 

Wenn  für  alle  Werte  der  veränderlichen  Grösse  cp  die  Gleichung 
«0  -j-  aj  sin  cp  -f-  sin  2qn  -j—  ...  er»,  sin  ncp  = 0 
stattfindet,  dann  ist  jeder  einzelne  Coeffieient  a gleich  Null. 

Setzt  man  cp  = 0 in  oben  stehende  Gleichung,  dann  findet  man 
sogleich  «0  = 0.  Für  alle  Werte  von  <p  gilt  also  auch 

«!  sin  9?  — |—  sin  2<go  — j—  ...  an  sin  ncp  = 0. 

Sei  nun 

0 «<  cp,  < <p*  . . • <C  < n 

Dann  ist 

sinpqp^ajSingjj-j-OäSinäqpj-J-  •••  anSinnqpDOPs  — q^)  =0 

sin^qpgfa, sin^-j-ajsinSqpg-f- ...  «nsinng^X^s — <p2)  = 0 
• ••  •••••••••••••••••••••• 

sin/jgpw-ifaiSinqPm-i-f-öä sin2<pm— l-f-  ...  ««sinn<pm-i)(rc — <pm- 1)  =0 

Addirt  man  diese  Gleichungen,  so  giebt  der  Grenzwert  für  unendlich 
zunehmendes  m und  unendlich  abnehmende  Differenzen  cpt  — q ?1? 
(p$  — ...  it  — q>m— I • 


71 

f 


(«j siu -j—  sin -}—  ...  ansinwqp) sin/>gc> — 0 


woraus  folgt,  wenn  p eine  ganze  Zahl  < oder  = » ist: 


71 

sm2pq>dq>  — 0 oder 


7t 


«p . 2"=  0,  woraus 

cip  — 0. 

Ebenso  lässt  sich  beweisen,  dass  wenn  für  alle  Werte  der  veränder- 
lichen Grösse  cp  die  Gleichung 

«0  -f-  «!  COS  cp  -|-  a-2  COS  2cp  -j-.O«,  C08  ncp  — 0 
stattfindet,  jeder  einzelne  Coefffcient  gleich  Null  ist. 

Dann  findet  man  auf  gleiche  Weise 


7t 


f 


(a0-f-«i  cosqp-j- a2C08  2<jp-f~  ...  aMcos  «qp)cos;>qM<p  «=*  0 


woraus  folgt 


71 

ap  J ° cos2pcpdcp  = 0 oder  ap  = 0. 


Utrecht,  2.  Octobcr  1880. 


Dr.  W.  Kapteyn. 
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Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Lehrbuch  der  Buchstabenrechnung  und  Algebra  mit  zahlreichen 
Uebungsaufgaben.  Zum  Gebrauch  an  Seminarien  und  höheren  Lehr- 
anstalten, wie  auch  zum  Selbstunterricht  bearbeitet  von  W.  Adam, 
Königl.  Seminarlehrer  in  Neu-Ruppin.  Zweiter  Teil:  Kubische, 
biquadratischo  und  höhere  Gleichungen  mit  rationalen  Wurzeln,  dio- 
phantische  Gleichungen,  Logarithmen  und  Exponentialgleichungen, 
arithmetische  und  geometrische  Progressionen,  Zinseszins-  und  Renten- 
rechnung, Kettenbrüche,  Kombinationslehre  und  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, der  binomische  Lehrsatz.  Zweite,  vermehrte  und  ver- 
besserte Auflage.  Neu-Ruppin  1880.  Rud.  Petrenz.  279  S. 

Um  den  Anforderungen  der  Realschulen  zu  entsprechen,  hat 
(laut  Vorwort)  der  Verfasser  den  zweiten  Teil  einer  vollständigen 
Umarbeitung  unterzogen  und  ausser  zahlreichen  Acndcrungen  bedeu- 
tende Erweiterungen  eintreten  lassen.  Neu  aufgeuommen  wurde  die 
Methode  der  Lösung  kubischer  Gleichungen  durch  unendliche  Reihen 
und  auf  trigonometrischem  Wege,  sowie  die  Lösung  der  biquadrati- 
schen  Gleichungen  nach  Cartesius,  Euler,  Ampöre  u.  s.  w.  Zur 
leichteren  Auffindung  der  Wurzeln  bei  den  höheren  Gleichungen  im 
allgemeinen  dienen  das  Gesetz  der  Coefficienten  und  der  Lehrsatz 
des  Cartesius,  welche  ausführlicher  entwickelt  sind;  desgleichen  die 
ebenfalls  neuen  Paragraphen  von  den  Grenzen  der  Wurzeln  und  von 
den  gleichen  Wurzeln  einer  Gleichung.  Die  Anwendung  der  Loga- 
rithmen ist  nun  auch  auf  die  Lösung  der  quadratischen  und  kubi- 
schen Gleichungen  ausgedehnt  worden;  hieran  schliessen  sich  die 
Exponentialgleichungen,  denen  gegenwärtig  ein  besonderer  Paragraph 

Teil  LXV.  Heft  4.  4 
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gewidmet  ist.  Eine  beträchtliche  Erweiterung  haben  die  arithmeti- 
schen Progressionen  höherer  Ordnung  erfahren.  Aus  den  Anwen- 
dungen der  geometrischen  Progressionen  ist  die  Zinseszins-  und 
Rentenrechnung  herausgehoben  worden.  Eine  Lücke,  die  einer  grös- 
seren Verbreitung  des  Buches  hauptsächlich  entgegenstand,  hat  der 
Verfasser  durch  Aufnahme  des  binomischen  Lehrsatzes  ausgefüllt, 
dessen  Entwickelung  sich  auf  die  Combinationslehre  gründet. 

Für  Lehrerbildungsanstalten  euthält,  infolge  der  angeführten 
Bereicherungen,  dieser  zweite  Teil  freilich  noch  mehr  als  früher  eine 
Mcngo  über  die  Sphäre  der  betreffenden  Bildungsstufe  hiuausgehendcn 
Stoff.  Doch  werden  den  gegenwärtigen  Inhalt  des  Buches  alle  die- 
jenigen willkommen  heissen,  welche  nach  dem  Abgang  vom  Seminar 
der  Mathematik  ferner  ihr  Interesse  zuwenden;  da  sic  nicht  so  bald 
gezwungen  sein  dürften,  das  ihnen  vertraut  gewordene  Buch  aus  der 
Hand  zu  legen  und  anderswo  Belehrung  zu  suchen ; ein  grosser 
Reichtum  wird  weniger  unangenehm  empfunden  als  zu  grosse  Dürf- 
tigkeit. Zu  einer  grösseren  Sicherheit  auf  dem  Gebiete  der  Arith- 
metik und  Algebra  wird  die  um  ein  beträchtliches  vermehrte  Zahl 
der  Uebungsaufgaben  dienen.  H. 


Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Algebra  an  Mittelschulen 
mit  circa  3000  Aufgaben.  Für  die  Hand  der  Schüler  bearbeitet  von 
J.  Prisi,  Sckuudarlehrer,  derzeit  Oberlehrer  in  Oberhofen.  II.  Theil, 
1.  Heft.  Bern  1880.  K.  J.  Wyss.  198  S. 

Das  Buch  kann  nur  für  solche  Schüler  bestimmt  sein,  die,  nach- 
dem sie  bereits  in  den  Priucipien  aller  Zweige  der  Schulmathcmatik 
vollständig  unterrichtet  sind,  sich  weiter  mit  Mathematik  beschäftigen 
wollen,  ohne  damit  einen  ernsten  Zweck  für  wissenschaftliches  Stu- 
dium oder  praktische  Ausbildung  zu  verbinden.  Der  erste  Abschnitt, 
welcher  die  Anfänge  der  allgemeinen  Zahleuthcorie  enthält,  ist  noch 
der  am  sorgfältigsten  bearbeitete  und  könnte  noch  allenfalls  als 
Ueberleitung  zum  Studium  angesehen  werden.  Er  lässt  an  exactcm 
Ausdruck,  systematischer  Ordnung  und  sichtlichem  Fortschritt  nichts 
vermissen;  nur  ist  es  zu  verwundern,  dass  von  Schülern  von  Mittel- 
schulen ein  so  weites  Eingehen  auf  die  Theorie  erwartet  werden 
kann.  Das  wenige,  was  im  2.  Abschnitt  über  Functionen  gesagt  wird, 
ist  voll  Unklarheiten:  so  soll  z.  B.  das  Zeichen  /(r,  y,  z)  ausdrückeu, 
dass  or , y und  z von  einander  abhängig  sind.  Die  übrigen  Abschnitte, 
Zerfällung  rational  gebrochener  Functionen  in  Partialbrüche,  Ketten- 
brüche, Auflösung  unbestimmter  Gleichungen,  Combinationslehre, 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,  arithmetische  Reihen  höherer  Orduun- 
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gen,  Entwickelung  der  Functionen  in  Reihen,  Rechnen  mit  complexen 
Zahlen,  goniomctrische  Lösung  der  quadratischen  Gleichungen  und 
die  kubischen  Gleichungen,  haben  das  gemeinsame,  dass  sie  mit  Be- 
trachtung specieller  Beispiele  anfangen;  in  diesen  aber  findet  man 
manchmal  willkürliche,  resultatlose  Operationen  und  Transformationen, 
manchmal  die  mehr  oder  weniger  deutliche  Umleitung  zur  eigent- 
lichen Aufgabe  und  Lösung,  manchmal  ausgesprochen,  manchmal  nicht, 
manchmal  besteht  die  Lösung  in  blossem  Probiren,  was  nie  gesagt 
wird,  manche  Begriffe  bleiben  unerklärt,  manches  Zahlenresultat  wird 
hingestellt,  man  sieht  nicht  wo  es  herkommt,  u.  s.  w.  Das  Ganze 
ist  voll  Yon  originellen  methodischen  Gedanken,  verrät  aber  nirgends 
einen  Hinblick  auf  diejenigen,  welche  daraus  lernen  wollen:  es  wird 
den  Schülern  ganz  überlassen,  jene  Gedanken  daraus  zu  abstrahiren, 
zu  verfolgen  und  in  die  rechte  Gestalt  zu  bringen;  wenigstens  wäre 
dieser  Gesichtspunkt  ganz  im  Einklang  mit  der  ausgesprochenen  Zu- 
mutung, dass  die  Leser  die  zahlreichen  Druckfehler  selbst  corrigircn 
sollen.  H. 


Ebene  Trigonometrie  mit  einer  kurzen  Geschichte  dieser  Disciplin, 
einer  Aufgabensammlung  und  erläuternden  Bemerkungen.  Für  Gym- 
nasien und  Realschulen  bearbeitet  von  Eugen  Bcrgold,  Professor 
am  Gymnasium  zu  Freiburg  i.  B.  Leipzig  und  Heidelberg  1880. 
C.  F.  Winter.  81  S. 

Die  vorausgehende  Geschichte  der  Trigonometrie  berichtet  nach 
Erwähnung  der  indischen  Siuustafeln  über  die  Mitwirkung  von  Hip- 
parch,  Meuelaus,  Ptolcmäus,  Albatenius,  Peurbach,  Regiomontan, 
Rhaeticus,  Pitiscus,  Neper,  Byrgius,  Brigg,  Vlacq,  Euler  au  der  Ge- 
staltung der  Theorie.  Es  folgt  die  Goniometrie,  erst  des  spitzen 
Winkels,  entwickelt  am  rechtwinkligen  Dreieck,  dann  die  allgemeine 
mittelst  der  Coordinaten , wobei  die  Variation  der  Fuuctionen,  ihr 
Vorzeichenwechsel,  auch  rücksichtlich  des  Winkelvorzeichcns,  ein- 
gehend erörtert  wird,  dann  die  Anwendung  der  Logarithmen,  dann 
das  Additionstheorem  mit  Hülfe  eines  Kreisvierecks  mit  einem  Durch- 
messer als  Diagonale  nebst  allen  daraus  fliessenden  Relationen.  Die 
nun  folgende  Theorie  der  Dreiecksberechnung  enthält  auf  13  Seiten 
alles  notwendige  vollständig  und  reichlich.  Die  Aufgaben  sind  zuerst 
numerische,  die  sich  an  die  Theorie  anschliessen,  dann  solche,  welche 
auf  Stereometrie,  zuletzt  auf  Astronomie  Anwendung  machen.  Das 
Urteil  über  das  Buch  können  wir  kurz  dahin  zusammenfassen,  dass 
es  tadellos  und  zweckentsprechend  wie  selten  eins  bearbeitet  ist  und 
vor  den  logischen  und  didaktischen  Fähigkeiten  des  Verfassers  die 
höchste  Achtung  erweckt.  H. 
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Leitfaden  der  Physik.  Von  Dr.  W.  von  Beetz,  ord.  Professor 
der  Physik  an  der  technischen  Hochschule  zu  München,  ord.  Mitglied 
der  k.  b.  Akademie  der  Wissenschaften.  Mit  262  in  den  Text  ge- 
druckten Holzschnitten.  Sechste  Auflage.  Leipzig  1880.  L.  Fernau. 
300  S. 

Das  Buch  besteht  aus  482  Lehrsätzen  und  Erklärungen,  welche 
aus  den  exacten  Zweigen  der  Physik,  nämlich  Mechanik,  Wärmelehre, 
Elektricitätslehre,  Akustik  und  Optik  alles  für  Anfänger  wissenswerte 
in  guter  Ordnung  enthalten.  Beweise  werden  nicht  gegeben;  dagegen 
ist  durch  vollkommen  cxacte  und  doch  leicht  verständliche  Wort- 
fassung in  allen  Stücken  für  Aneignung  richtiger  Begriffe  gesorgt, 
so  dass  die  ungenügende  Darstellung  in  zahlreichen  Lehrbüchern  in 
vielen  wichtigen  Punkten  dadurch  corrigirt  wird.  Ausserdem  fehlt 
es  nicht  an  Erläuterung  und  Anwendung,  Angabe  der  Experimente 
und  Apparate,  die  jedoch  nur  kurz  nach  ihren  wesentlichen  Stücken 
erklärt  sind.  Da  der  Standpunkt  mathematischer  Vorbildung  ein  sehr 
verschiedener  sein  kann,  so  ist  dio  hier  gewählte  Form  eines  Leit- 
fadens für  den  Unterricht,  welche  die  Begründung  dem  Lehrer  ganz 
überlässt,  gewiss  vollkommen  gerechtfertigt.  H. 


Anfangsgründe  der  Naturlehre  für  dio  unteren  Classen  der  Mittel- 
schulen. Von  Dr.  Jos.  Kr  ist,  Schulinspector  und  Custos  des  k.  k. 
physik.-astronom.  Hofcabinets.  Zehnte  Auflage,  gleichlautend  mit  der 
durch  hohen  Ministerial-Erlass  vom  13.  Mai  1879,  z.  6476  appro- 
bierten neunten  Auflage.  Mit  213  Holzschnitten.  Wien,  1880.  Wil- 
helm Brauraüller.  232  S. 

Das  methodische  Princip  dieses  Lehrbuchs  ist,  von  der  Erschei- 
nung auszugehen  und  durch  ursächliche  Erklärung  allmählich  za 
einem  Einblick  in  die  Theorie  hinzuführen.  Zweck  eines  solchen 
Unterrichts  ist  Anregung  zur  selbständigen  Beobachtung.  Ohne 
Zweifel  wäre  cs  eine  der  grössten  Leistungen,  wenn  Trieb  und  Be- 
fähigung hierzu  bei  einer  grossem  Zahl  von  Schülern  erzeugt  werden 
könnte.  Was  der  Unterricht  in  den  untern  Classen  voraussetzen  darf, 
ist  Trieb  zur  Nachahmung  und  unbedingte,  unterschiedslose  Willigkeit 
receptiv  zu  folgen.  Hierauf  scheint  in  der  Tat  die  Abfassung  des 
Buches  zu  bauen.  Dio  Lehren  werden  in  pragmatischer  Form  ein- 
fach überliefert,  durch  den  sorgfältigsten  Ausdruck  ist  darauf  geachtet, 
dass  keine  andern  als  streng  richtige  Vorstellungen  und  Begriffe  ge- 
bildet werden,  und  die  wenigen  vorkommenden,  auf  niedriger  Stufe 
stehenden  Schlüsse,  deren  Bündigkeit  gewiss  kein  Schüler  einsieht, 
sind  gleichwol  tadellos  gefasst.  Eine  Ausnahme  davon  macht  nur  der 
wie  ein  Monstrum  unter  den  übrigen  dastehende  Satz:  Alle  Körper 
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sind  gleich  schwer  — welcher  hier  als  voreiliger  Schluss  auftritt, 
dennoch  vom  Lehrbuch  sauctionirt  wird,  als  sollten  dio  Schüler  er- 
mutigt worden  geistreich  sein  zu  wollen.  Wer  nach  Empfang  solcher 
Lehrcu  eher  Lehrer  wird,  als  er  Forscher  gewesen  ist,  behält  manch- 
mal — davon  lässt  sich  ein  Beispiel  nennen  — noch  iin  hohen  Alter 
dio  Unfähigkeit  über  den  Gegenstand  klar  zu  denken.  In  den  ersten 
5 Abschnitten  ist  die  Beobachtung  eiue  ganz  oberflächliche,  im  Grunde 
nur  qualitative;  es  ergibt  sich  aus  ihr  nicht  viel  mehr  als  die  Gegen- 
stände, auf  welcho  dio  Beobachtung  sich  richten  muss,  und  werden 
die  Namen  dafür  aufgestellt.  Mit  dem  6.  Abschnitt  beginnt  der  Vor- 
trag von  vorn,  und  zwar  ohne  neuen  Wechsel  mit  gleichem  Masse 
von  Gründlichkeit,  Vielseitigkeit  und  Eingehen  auf  die  quantitative 
Bestimmung,  wie  cs  bis  ans  Ende  durchgeführt  wird.  Es  werden 
von  da  au  behandelt  die  Mechanik,  Akustik,  Optik,  die  Lehre  vom 
Magnetismus  und  der  Elektricität.  Auf  Chemie  und  Wärmelehre, 
welche  schon  vorher  hinreichend  ausführlich  besprochen  sind,  kommt 
der  Vortrag  nicht  wieder  zurück.  H. 


Dr.  Ludwig  Blum ’s  Grundriss  der  Physik  und  Mechanik  für 
gewerbliche  Fortbildungsschulen.  Verfasst  im  Aufträge  der  König- 
lichen Kommission  für  gewerbliche  Fortbildungsschulen  in  Württem- 
berg. Sechste,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage  bearbeitet  von 
W.  Dietrich,  Hilfslehrer  am  Polytechnikum  Stuttgart.  Mit  96  Ab- 
bildungen in  Holzschnitt.  Leipzig  und  Heidelberg  1880.  C.  F.  Win- 
ter. 162  S. 

Die  5.  Auflage  dieses,  mit  anerkennenswertem  Geschick  dem 
Mangel  au  Selbstdeukeu  durch  Specialisirung  zu  Hülfe  kommenden, 
und  doch  die  exacte  Fassung  nicht  vernachlässigenden  Lehrbuchs  ist 
im  241.  litt.  Bericht  p.  10.  besprochen.  In  der  neuen  Auflage  ist 
das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Energie  stärker  betont,  und  des- 
halb ein  besonderes  kurzes  Capitel  über  dieselbe  am  Schlüsse  des 
Buchs  hinzugefügt.  Auf  die  Fortschritte  im  Bau  der  Wasser-  und 
Wärmemotoren  ist  Rücksicht  genommen.  II. 


Rechenhefte  für  die  Unterklassen  der  Realschulen  und  Gymua- 
sien  und  die  entsprechenden  Klassen  höherer  Bürgerschulen.  Heraus- 
gegeben von  Dr.  II.  Stier,  Oberlehrer  an  der  Realschule  zu  Chem- 
nitz. 1.  Heft:  Die  vier  Species  mit  uubenannteu  Zahlen.  Zweite 
Auflage.  Chemnitz  1880.  Martin  Bülz.  39  S. 

In  grösster  Ausführlichkeit  und  Vielseitigkeit  wird  zuerst  das 
Zahlenschreiben  und  Zahlenlesen  durch  Fragen  der  mannichfaltigsten 
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Art  eingeübt.  Einfacher  ist  dann  die  Aufstellung  der  Beispiele  für 
die  4 Species , gesondert  für  Kopfrechnen  uud  Tafelrcchnen.  Das 
Buch  scheint  ausschliesslich  für  deu  Gebrauch  des  Lehrers  in  der 
Classe  bestimmt.  H. 


Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Goniometrie  und  ebenen  Tri- 
gonometrie. Zum  Gebrauch  beim  Unterricht  auf  höheren  Lehr- 
anstalten uud  zum  Selbststudium  zusammengestellt  von  Professor  Dr. 
0.  Horm  es.  Berlin  1879.  Winckelmanu  u.  Söhne.  292  S. 

Das  Gegenwärtige  bildet  den  3.  Teil  der  „Sammlung  von  mathe- 
matischen Aufgaben“.  Die  Aufgaben  verlangen  teils  numerische  Be- 
rechnung mit  Hülfe  fünfstelliger  logarithmischer  Tafeln,  teils  Um- 
formung allgemeiner  Ausdrücke,  teils  Construction  nach  trigonometri- 
scher Rechnung,  teils  Beweis  gegebener  Lehrsätze.  Bezüglich  auf 
Goniometrie  kommen  zu  den  sich  hieraus  ergebenden  Aufgaben  hinzn 
gouiometrische  Gleichungen  und  goniometrische  Lösung  algebraischer 
Gleichungen.  Bezüglich  auf  Trigonometrie  enthält  die  Sammlung 
zuerst  Fundamentalaufgaben,  dann  Berechnung  uud  Construction  von 
Dreiecken  aus  mannichfaltigen  Daten,  dann  Aufgaben  über  Vierecke, 
dann  Erklärung  der  Tansversalouthcorie  nebst  Aufgaben  darüher, 
dann  Anwendungen  auf  Maxima  und  Minima,  kubische  Probleme, 
Mechanik  und  Optik.  Am  Schluss  stehen  die  Resultate.  II. 

Sammlung  von  Lehrsätzen  und  Aufgaben  aus  der  Planimetrie. 
Für  den  Schulgebrauch  sachlich  und  methodisch  geordnet  uud  mit 
Hülfsmittelu  zur  Bearbeitung  versehen  von  Dr.  J.  0.  Gandtuer 
und  Dr.  K.  F.  Junghans.  Erster  Thcil,  die  Auwcnduug  der  Pro- 
portionen nicht  erfordernd.  Mit  sechs  Figurentafeln.  Vierte  Auflage, 
herausgegeben  von  Dr.  K.  F.  Junghans.  Berlin  1879.  Weidmanu. 
214  S. 

Voraus  geht  das  Verzeichnis  der  als  bekaunt  angenommenen 
Grundsätze,  Lehrsätze  uud  Aufgaben  aus  der  Elementargeometrie. 
Das  nächste  sind  dann  Folgerungen  aus  denselben,  welche  vom  Schü- 
ler durchzuführen  sind.  Sic  begiuuen  mit  den  leichtesten,  und  zwar 
ist  diese  ganz  leichte  Art  ziemlich  zahlreich,  selbst  die  höchste  Stufe 
macht  noch  massige  Anforderungen;  überdies  ist  der  Weg  der  Fol- 
gerung stets  angedeutet.  Der  Gesichtspunkt  ist  also  wol,  den  Minder- 
begabten zur  freien  Auwenduug  des  Erlernten  Mut  zu  machen  und 
jeden  Vorwand  des  Zurückbleibens  auszuscliliesscn.  Ebenso  bilden 
die  Aufgaben  eine  ähnliche  Stufenfolge.  II. 
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Technik. 

Bewegliche  Modelle  aus  Stahlstäbchen  für  den  Unterricht  in  der 
höheren  Geometrie.  I.  Serie.  Von  Dr.  F.  Buka.  Berliu  1879. 
Winckelmann  u.  Söhne. 

Diese  Modelle,  welche  von  der  Verlagsbuchhandlung  geliefert 
werden,  stellen  die  durch  bewegto  Gerade  und  ihre  Schnitte  erzeug- 
ten Gebilde  nebst  deren  Variation,  in  Dimensionen  von  c.  30cm,  dar. 
Die  erste  Serie  enthält  folgende  5 Modelle.  I.  Zwei  projectivisch 
gleiche  Punktreihen  1.  Ordnung  mit  den  Verbindungslinien  homologer 
Punkte  zeigen  den  stetigen  Uebergang  aus  Parallelstrahlenbüscheln 
in  Parabeln,  hyperbolische  Paraboloide  und  gewöhnliche  Strahlen- 
büschel. Durch  Combiuation  des  Modelles  mit  einem  gleichartigen 
wird  ein  Rhombus  mit  2 zu  seinen  Seiten  parallelen  Scharen  Gerader 
hergestollt,  und  derselbe  durch  stetige  Bewegung  in  Parabeln  und 
Paraboloide  mit  beiden  Scharen  Gerader  — darunter  gleichseitige  — 
übergeführt.  II.  Mit  Hülfe  zweier  projectiviscken  Punktreihen  1.  Ord- 
nung und  der  Verbindungslinien  homologer  Punkte  erhält  man  in 
continuirlicher  Folge  Strahlenbüchel  1.  Ordnung,  die  verschiedensten 
Formen  von  Ellipsen  (daruuter  den  Kreis),  von  einmanteligen  Hyper- 
boloiden und  Hyperbeln.  III.  Eiue  Punktreihe  1.  und  eine  zu  ihr 
projectivische  2.  Ordnung  (Kreis)  zeigen  — zum  Teil  in  stetiger  Folge 
— verschiedene  prägnante  Formen  der  3 Typen  geradliniger  Flächen 

3.  Ordnung  (mit  ihren  Doppelgeraden)  und  den  Uebergang  derselben 
in  solche  2.  Ordnung.  IV.  Zwei  projectivisch  gleiche  und  gleich 
grosse  Kreise  zeigen,  jenachdem  sie  behufs  Verbindung  homologer 
Punkte  gleichstimmig  oder  ungleichstimmig  in  parallele  Ebenen  gelegt 
werden,  durch  stetige  Bewegung  1)  den  Uebergang  aus  dem  Parallel- 
strahlenbüschel in  elliptische  Cyliuder,  Rotationscy linder,  in  Rotations- 
und allgemeine  Hyperboloide  und  Kegel,  sowie  in  verschiedene  Flächen 

4.  Ordnung;  2)  den  Uebergang  aus  dem  Parallelstrahlenbüschel  in 
das  gerade  Kreiskonoid  und  verschiedene  andre  Arten  geradliniger 
Flächen  4.  Ordnung  mit  Doppclcurven,  endlich  in  eine  dem  Plüeker- 
sehen  Konoid  verwandte  Flächenfamilie  3.  Ordnung.  Die  Kreise  sind 
ferner  so  eingerichtet,  dass  sie  einander  wie  die  Glieder  einer  Kette 
umfassen  können.  Hierdurch  und  durch  Combiuation  mit  dem  pro- 
jectivisch ähnlichen  Kreise  aus  Modell  III.  erhält  man  weitere  Arten 
geradliniger  Flächen  3.  und  4.  Ordnung.  Aus  dem  Modell  lassen 
sich  weiter  Hyperboloide  mit  beiden  Scharen  Gerader,  durch  Combi- 
nation  mit  Modell  I.  Hyperboloide  mit  berührenden  Paraboloiden 
(durch  Uebergang  aus  Cyliuder  mit  Tangentialebene)  und  die  Schnitt- 
curven  einer  Ebene  oder  eines  windschiefen  Paraboloids  mit  Cylinder, 
Kegel  und  Hyperboloid  etc.  darstellen.  V.  Mit  Hülfe  einer  Schrauben- 
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linie  von  c.  4 Umgängen  können  die  verschiedensten  Arten  rechts 
und  links  geschränkter  -windschiefer  (darunter  axialer)  Schrauben- 
flächen, ihre  Sclbstsehnittc,  ihr  Schnitt  mit  einer  zur  Axe  normalen 
Ebene,  der  Schnitt  zweier  Schraubenflächen  von  gleicher  Axe  etc. 
gezeigt  werden.  — Die  axialen  Schraubeuflächen  lassen  sich  stetig 
in  einander  überführen. 

Auf  den  Stativen  der  Modelle  I.  bis  IV.  sind  Mechanismen  an- 
gebracht, welche  die  iustructiven  Bewegungen  leicht  ausführen  lassen. 
Deren  Gebrauchsanweisung  ist  in  der  beigegebenen  Schrift:  , Be- 
schreibung zu  Dr.  F.  Buka’s  beweglichen  Modelle,  I.  Serie1'  — ent- 
halten. H. 


Neuere  Apparate  für  naturwissenschaftliche  Schule  und  Forschung. 
Gesammelt  von  M.  Th.  Edelmann,  Privatdocent  an  der  technischen 
Hochschule  und  Inhaber  des  physical-mcchanischcn  Instituts  in  Mün- 
chen. II.  Lieferung.  Mit  10  lithographirten  Tafeln.  Stuttgart  1880. 
Meyer  u.  Zeller.  162  S. 

Die  I.  Lieferung  ist  im  253.  litt.  Bericht  S.  2.  besprochen.  Zu 
den  daselbst  aufgeführten  Apparaten  kommen  jetzt  hinzu:  Lamout’s 
ordmagnetische  Variations-Instrumente,  Weber’s  Erdinductor,  Appa- 
rate für  Bestimmung  der  Elasticitätsmodule  und  des  Wärme-Aus- 
dehnungs-Coefticienten,  Luftpumpe  und  ihre  Behandlung,  Apparat  zur 
Bestimmung  des  specifischeu  Gewichts  und  der  Volumveränderung  der 
Gase,  Quadrantcnelektrometer,  Wiedemanu’s  Galvanometer,  astasirendc 
Magnete  nach  Ilauy  und  du  Bois-Rcymond.  H. 


Optik. 

Die  subjektive  Perspektive  und  die  horizontalen  Curvaturen  des 
dorischen  Styls.  Eine  perspektivisch  - ästhetische  Studie  von  Dr. 
Guido  Ilauck,  Professor  der  deskriptiven  Geometrie  und  Grapho- 
statik  an  der  Köuigl.  technischen  Hochschule  zu  Berlin.  Mit  zwei 
Figuren-Tafeln.  Eiuc  Festschrift  zur  fünfzigjährigen  Jubelfeier  der 
technischen  Hochschule  zu  Stuttgart.  Stuttgart  1879.  Kourad  Witt- 
wcr.  147  S. 

Die  Schrift  gehört  nach  ihrem  ganzen  Inhalte  der  theoretisch- 
physiologischen  Optik  an,  die  sie  jedoch  ausschliesslich  den  Gesichts- 
punkten und  Erfordernissen  der  darstellenden  Kunst  unterwirft.  Wir 
finden  darin  die  mathematische  Erklärung  der  Regeln,  welche  sich 
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empirisch  aus  der  künstlerischen  Praxis  ergeben  haben.  Der  Ver- 
fasser rechnet  auf  manchen  Widerspruch  gegen  seine  Aufstellungen; 
eine  Entscheidung  über  deren  Richtigkeit  kann  hier  nicht  gegeben 
werden;  es  genügt,  dass  sic  in  klarer  Weise  niedergclegt  sind.  Er 
führt  aus,  dass  ein  Bild  nach  reiner  Centralprojection  deshalb  als 
todt  und  wirkungslos  erscheint,  weil  es  der  wirklichen  Beschauuugs- 
weisc  nicht  entspricht,  wo  das  Auge,  um  zuerst  die  bedeutungsvollen 
Liuien  zu  verfolgen,  nicht  nur  central  gedreht,  sondern  auch  dem 
Bilde  parallel  verschoben,  und  um  nach  einander  die  Details  auf- 
zufassen, dem  Bilde  bald  genähert,  bald  von  ihm  entfernt  wird.  Dass 
nun  für  eine  Darstellung,  welche  solchen  subjcctivcn  Anforderungen 
Rechnung  tragen  soll,  ein  oxactcr  Standpunkt  der  Theorie  unmöglich 
ist,  leuchtet  ein.  Es  mag  daher  genügen  die  Hauptgegenstände  zu 
nennen,  von  denen  die  Schrift  handelt.  Im  ersten  Teil  ist  enthalten : 
der  Mechanismus  der  Augenbewegungen,  das  Inuervationsgefühl  und 
die  Blickbahuen,  das  Listiug’schc  Gesetz  uud  die  Empfindung  der 
Geradlinigkeit,  Doppelauge,  Kopfdrehungen,  Augenmass,  die  subjcctiv- 
perspectivischen  Curvaturcu  und  das  Colliuearitäls-Bcwusstsein,  das 
subjective  Anschauungsbild  und  die  Definition  der  Perspective,  das 
collinear-  und  conform-perspectivischc  System,  das  conforrn-perspecti- 
vische  Bild  und  das  subjective  Anschauungsbild,  vergleichende  Kritik 
der  collinearcn  und  conformeu  Perspective,  die  gekrümmte  Bildfläche 
(keramische  Bilder),  nebst  einem  Anhang  über  physischo  und  psy- 
chische Formenfreude.  Der  II.  Teil  handelt  von  den  horizontalen 
Curvaturcu  des  dorischen  Styls.  H. 


Astronomie  und  Meteorologie. 

* 

Fluth  uud  Ebbe  und  die  Wirkungen  des  Windes  auf  den  Meeres- 
spiegel. Von  Hugo  Lentz,  Wasserbau  - lnspcctor  in  Cuxhaven. 
Mit  44  Figuren  auf  9 Tafeln.  Hamburg  1879.  Otto  Meissner. 
230  S. 

In  der  historischen  Einleitung  werden  die  Ansichten  von  Strabo, 
Pliuius,  Kepler  erwähnt,  die  Untersuchungen  uud  Theorien  von  New- 
ton, Daniel  Bernoulli,  Laplace,  Lubbock  und  Whewcll  charaktcrisirt. 
Nach  Whewcll,  d.  i.  nach  einer  Zwischenzeit  von  c.  40  Jahren,  ist 
das  Gegenwärtige  die  erste  umfassende  Arbeit  über  den  Gegenstand, 
daher  von  nicht  geringer  Bedeutung,  sofern  sie  die  grosse  Anzahl 
neuerer  Ergebnisse  enthält.  Die  Theorie  von  Newton  wird  ausführ- 
lich dargelegt;  alles  übrige  ist  eine  Verarbeitung  uud  Zusammen- 
stellung der  vorhandenen  Küsteubeobachtuugcu,  geographisch  geordnet, 
uebst  Vergleichung  mit  der  Newton’schen  Theorie.  H. 
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Astronomische  Geographie.  Ein  Lehrbuch  angewandter  Mathe- 
matik von  H.  C.  E.  Mar  tu  s,  Professor  an  der  Köuigstädtischcn 
Realschule  in  Berlin.  Mit  % in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Leipzig  1880.  C.  A.  Koch.  348  S. 

Astronomische  Geographie  ist  dasselbe  wie  mathematische  Geo- 
graphie, nämlich  der  besondere  Teil  der  Astronomie,  der  von  der 
Erde  handelt.  Das  Buch  ist  für  den  Schulunterricht  bearbeitet  und 
zwar  waltet  darin  der  pädagogische  Grundsatz,  dass  der  Schüler  die 
Wege  der  Ermittelung  aller  Resultate  kennen  lernen  und  die  Fähig- 
keit erwerben  soll  alle  Rechnungen  selbst  zu  vollziehen,  soweit  dies 
mit  Kenntniss  der  ebenen  Trigonometrie  und  einiger  hiuzuzulernenden 
Sätze  aus  der  sphärischen  möglich  ist.  Die  Form  des  Vortrags  ist 
die  beschreibende.  Er  nimmt  in  jedem  Punkto  seinen  Ausgaug  in 
Beobachtungen  und  Erfahrungen,  unter  denen  sehr  reichhaltig  die- 
jenigen vertreten  sind,  welche  jedermann  offen  stehen;  doch  werden 
auch  die  Instrumente  genauer  Messuug  beschrieben  und  sind  abge- 
bildet. Die  Hauptabschnitte  sind:  der  Sternhimmel,  die  Erde,  ihre 
Kugelgestalt,  ihre  Grösse,  ihre  Bewegung,  nämlich  ihre  Umdrehung, 
dann  ihr  Umlauf,  endlich  das  Erdsphäroid.  Dass  wir  au  dem  Gegen- 
wärtigen ein  in  cxact  wissenschaftlichem  Geiste  von  einem  den  Gegen- 
stand vollkommen  beherrschenden  Verfasser  geschriebenes,  und  doch 
auf  die  Fassungskraft  der  Schüler  ganz  berechnetes  Lehrbuch  be- 
sitzen, ist  in  hohem  Grade  zu  schätzen.  H. 


Nautik. 

Beitrag  zur  Theorie  der  Stabilität  schwimmender  Körper.  Von 
H.  Sch  unke,  Marine-Ober-lngenicur.  Kiel  1880.  Paul  Toecke. 
54  S. 

Der  Verfasser  nimmt  in  die  Aufgabe  der  Bestimmung  der  Stabi- 
lität schwimmender  Körper  unmittelbar  alle  Bedingungen  auf,  welche 
für  die  Constructiou  eines  Schiffes  erfordert  werden.  Es  handelt 
sich  also  nicht  bloss  um  die  statische  Stabilität  in  der  Gleichgewichts- 
lage, sondern  um  die  Bedingungen  sicherer  Fahrt  auch  bei  endlicher 
Entfernung  aus  derselben  und  bei  Einwirkuug  äusserer  Kräfte.  Die 
Stabilität  ist  dann  das  Dreliungsmoment,  welches  aus  der  Schwere 
des  Schiffes,  dem  Auftrieb  und  den  äussern  Kräften  resultirt,  positiv 
im  Sinne  einer  Drehung  nach  der  aufrechten  Gleichgewichtslage  hin, 
wobei  die  Beharrung  noch  ausser  Betracht  bleibt.  Diesen  Begriff 
hat  der  Verfasser  im  Anfang  vor  Augen,  wo  er  die  bisherige  Be- 
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handlungsweiso  der  Aufgabe  schlechthin  als  ungenügend  bezeichnet. 
Doch  von  einem  so  umfassenden  Gesichtspunkte  greift  er  selbst  sie 
nicht  an.  Er  geht  nicht  nur  von  der  Stabilität  im  Gleichgewicht  aus, 
sondern  bestimmt  auch  diese  nicht  sofort  allgemein,  vielmehr  erst  in 
Bezug  auf  eine  in  der  Symmetrieebene  liegende  horizontale  Axe,  dann 
mit  Berücksichtigung  der  Neigung  um  die  transversale  Axe.  Als 
Hauptziel  erscheint  es  nun,  den  Begriff,  die  Construction  und  den 
Satz  des  Metaceutrums  der  vorgesotzteu  Aufgabe  gemäss  zu  erweitern. 
Die  Bearbeitung  schlicsst  sich  zunächst  au  das  die  gewöhnlich  gel- 
tende Theorie  repräsentirende  Werk  von  Bouguet  au,  aus  welchem, 
nach  Definition  der  notwendigen  Begriffe,  Deplacement  (d.  i.  Baum 
des  verdrängten  Wassers),  Schwimmaxe,  Wasserlinie,  Neigungsaxe, 
Deplacemeutsschwerpuuktscurye  u.  s.  w.,  die  Resultate  in  Sätzen  zu- 
sammengestellt werden.  Nachdem  dann  der  erweiterte  Fall  eigentlich 
mehr  durchgesprochen  als  analytisch  behaudelt  ist,  werden  Auwen- 
dungen auf  bestimmte  geometrische  Körper,  Trismen  von  kreis- 
förmigem, elliptischem,  rechteckigem  und  gleichschenklig  dreieckigem 
Querschnitt  gemacht.  Den  Schluss  bildet  eine  längere  und  eingehen- 
dere Besprechung  der  Aufgabe,  die  momentane  Lage  der  Neigungs- 
axe zu  bestimmen.  Es  werden  Meinungen  und  Resultate  von  Bouguet, 
Rankine  und  Ungenannten  aufgeführt,  das  Princip  der  kleinsten  Wir- 
kung für  die  geeignete  Untersuchuugsbasis  erklärt,  und  ein  construc- 
tiver  Auffindungsweg  angegeben.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei  anno  CCLXXVII.  1879—80. 
Serie  terza.  Transunti.  Volume  IV.  Roma  1880.  Salviucci. 

Der  Band  enthält  au  mathematischen  Abhandlungen  und  Noten 
folgendes. 

E.  Berti  ui:  Ueber  dio  Congruenz  2.  Ordnung,  6.  Classe,  und 
1.  Gattung,  welcher  allein  eine  focale  Fläche  zukommt.  — C.'Guidi: 
Ueber  die  graphische  Bestimmung  der  innern  Kräfte  in  einem  homo- 
genen an  den  Enden  unterstützten  und  einer  beweglichen  Belastung 
unterworfenen  Balkennctze.  — Battagliui:  Ueber  die  elliptische 
Differentialgleichung.  — De  Gasparis:  Ueber  die  Variation  der 
Excentricität  der  Planetenbahnen.  — G.  Celoria:  Ueber  einige  alte 
Sonnenfinsternisse  und  insbesondere  über  die  des  Agatkokles.  — 
G.  Gautero:  Ueber  dio  Bewegung  einer  Fläche,  welche  eine  feste 
Fläche  beständig  berührt.  — De  Gasparis:  Ueber  die  Variation 
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dor  Flächengeschwindigkeit  des  Mondes  relativ  zur  Erde  infolge  der 
Einwirkung  der  Sonne.  — G.  Veronese:  Ueber  einige  bemerkens- 
werte Configurationcn  von  Punkten,  Geraden  uud  Ebenen,  Kegel- 
schnitten und  Flächen  2.  Grades.  — A.  Bartoli:  Ueber  die  Gesetze 
der  galvanischen  Polarität.  — Siacci:  Ueber  einen  Satz  von  Jacobi. 
— Brioschi:  Ueber  eine  Classe  von  Differentialgleichungen,  welche 
sich  durch  elliptische  Functionen  iutegriren  lassen.  — De  Gaspa- 
ris: Beweis  uud  Anwendung  einer  neuen  Formel  zur  Berechnung 
der  planetarischen  Störungen.  — G.  A.  Maggi:  Ueber  die  Geschichte 
der  cylindrischen  Functionen.  — Ausser  den  Sitzungsberichten  und 
Artikeln  aus  verschiedenen  andern  Wissenszweigen  enthält  ferner 
die  Zeitschrift  fortlaufende  Publicationsverzeichnisso  und  rnetcorolo- 
izischc  Beobachtungen.  II. 
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